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Théorème 0.1 (
entral limite) Soit (Xn)n∈N∗
une suite de variables aléatoires dé�nies sur le

même espa
e probabilisé (Ω,A,P), à valeurs dans Rd, indépendantes, de même loi et admettant un

moment d'ordre 2. Alors la suite de terme général Yn dé�nie pour tout n ∈ N∗
par :

Yn =
1√
n

n∑

j=1

(Xj − E(Xj))


onverge en loi vers la loi gaussienne NRd(0, CX1
) où CX1

est la matri
e de 
ovarian
e des Xj.

Démonstration  Comme les variables aléatoires Xj sont indépendantes et de même loi, alors

la fon
tion 
ara
téristique de Yn est donnée par, pour tout t ∈ Rd :

φYn
(t) = E

(
ei<t,Yn>

)

= E

(
e
i<t, 1√

n

∑
n
j=1

(Xj−E(Xj))>
)

par dé�nition de Yn ;

=

n∏

j=1

E

(
e
i< t√

n
,(Xj−E(Xj))>

)
par indépendan
e des Xj ;

=
n∏

j=1

φXj−E(Xj)

(
t√
n

)
par dé�nition d'une fon
tion 
ara
téristique ;

=

(
φ<X1−E(X1),t>

(
1√
n

))n

ar les Xj sont de même loi.

 Comme la variable aléatoire< X1−E(X1), t > est une variable aléatoire réelle 
entrée admettant

un moment d'ordre 2, alors sa fon
tion 
ara
téristique admet un développement limité à l'ordre 2
en zéro, 
e qui nous donne :

φYn
(t) =

(
1− 1

2n
E
(
< X1 − E(X1), t >

2
)
+ o

(
1

n

))n

 De plus, d'après un lemme qui suit, on sait que la suite de terme général φYn
(t) 
onverge et

que :

lim
n

φYn
(t) = exp

(
−1

2
E
(
< X1 − E(X1), t >

2
))

 Or puisque E(< X1 − E(X1), t >
2) =< CX1

t, t >, alors :

lim
n

φYn
(t) = exp

(
−1

2
< CX1

t, t >

)

 Ainsi d'après le théorème de Levy, on sait que Yn 
onverge en loi vers NRd(0, CX1
).

Tru
s utilisés

Proposition 0.2 (sur les fon
tions 
ara
téristiques) Soit X une variable aléatoire réelle et

soit φX sa fon
tion 
ara
téristique. On suppose que X admet un moment d'ordre n ∈ N∗
, alors

φX est de 
lasse Cn et pour tout k tel que 1 ≤ k ≤ n, on a pour tout t ∈ R :

φ
(k)
X (t) = ik

∫

Ω

XkeitXdP

et en parti
ulier φ
(k)
X (0) = ikE(Xk).
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Démonstration On a :

� pour tout t ∈ R, la fon
tion ω 7−→ eitX est intégrable ;

� pour tout ω ∈ Ω, la fon
tion t 7−→ eitX est de 
lasse Cn et

dk

dtk
eitX = (iX)keitX

� et : ∣∣∣∣
dk

dtk
eitX

∣∣∣∣ ≤ |X |k

don
 en appliquant le théorème de dérivabilité sous le signe intégral, on obtient le résultat voulu.

Lemme 0.1 Pour tout z ∈ C et pour tout n ∈ N∗
, on a :

∣∣∣exp(z)−
(
1 +

z

n

)n∣∣∣ ≤ exp(|z|)−
(
1 +

|z|
n

)n

Il en résulte que pour tout z ∈ C, la suite de terme général

(
1 +

z

n

)n
est 
onvergente et que :

lim
n

(
1 +

z

n

)n
= exp(z)

Démonstration La formule du bin�me et le développement de l'exponentielle donnent, pour

tout z ∈ C :

exp(z)−
(
1 +

z

n

)n
=

+∞∑

j=0

zj

j!
−

n∑

j=0

Cjn
zj

nj

Or (on obtient 
ette relation en développant son se
ond membre) :

Cjn
nj

=
1

j!

j−1∏

k=0

(
1− k

n

)

Don
 en remplaçant 
ela dans l'égalité pré
édente :

exp(z)−
(
1 +

z

n

)n
=

+∞∑

j=0

zj

j!
−

n∑

j=0

zj

j!

j−1∏

k=0

(
1− k

n

)
(1)

=

+∞∑

j=n+1

zj

j!
+

n∑

j=0

zj

j!

(
1−

j−1∏

k=0

(
1− k

n

))
(2)

Puisque 1−∏j−1
k=0

(
1− k

n

)
≥ 0, il en résulte que :

∣∣∣exp(z)−
(
1 +

z

n

)n∣∣∣ ≤
+∞∑

j=n+1

|z|j
j!

+

n∑

j=0

|z|j
j!

(
1−

j−1∏

k=0

(
1− k

n

))


e qui donne l'inégalité voulue en réutilisant la formule (2) pour |z|.
En�n puisque :

ln

(
1 +

|z|
n

)n
= |z|+ o(1)

on a :

lim
n

(
1 +

|z|
n

)n
= exp(|z|)


e qui entraîne d'après l'inégalité de l'énon
é que :

lim
n

(
1 +

z

n

)n
= exp(z)
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Dé�nition 0.1 (Convergen
e étroite et 
onvergen
e faible) Une suite (µn)n∈N de mesures

bornées 
onverge vers la mesure µ étroitement (respe
tivement faiblement) si :

lim
n

∫
fdµn =

∫
fdµ

pour tout f ∈ C0
b (R

d) (respe
tivement C0
0 (R

d) l'ensemble des fon
tions 
ontinues tendant vers 0 à

l'in�ni).

Dé�nition 0.2 (Transformée de Fourier d'une mesure et fon
tion 
ara
téristique) On ap-

pelle transformée de Fourier de la mesure bornée µ, l'appli
ation µ̂ de Rd dans C dé�nie par, pour

tout t ∈ Rd :

µ̂(t) =

∫

Rd

exp(i < x, t >)dµ(x)

On appelle fon
tion 
ara
téristique de la variable aléatoire X la transformée de Fourier de sa loi

PX , elle est notée φX .

Remarque : On déduit du lemme de transfert que pour tout t ∈ Rd :

φX(t) = E(exp(i < X, t >)

Théorème 0.3 (de Levy (version ave
 les mesures)) Soit pour tout n ∈ N, une mesure µn ∈ M(b)
qui est le sous-ensemble des mesures µ de masse inférieure ou égale à b (ie µ(Rd) ≤ b). Alors :

1. Si la suite (µn)n∈N 
onverge étroitement vers µ, alors la suite (µ̂n)n∈N des transformées de

Fourier de µn 
onverge simplement vers µ̂, transformée de Fourier de µ.

2. Inversement, si la suite (µ̂n)n∈N des transformées de Fourier des µn 
onverge simplement

vers une fon
tion φ 
ontinue en 0, alors il existe une unique mesure µ ∈ M(b) telle que

φ = µ̂ ; de plus, la suite (µn)n∈N 
onverge étroitement vers µ.

Démonstration Observons tout d'abord que si la suite (µn)n∈N de mesures bornées sur Rd


onverge étroitement vers une mesure µ, on a :

lim
n

∫
fdµn =

∫
fdµ

pour toute fon
tion f ∈ C0
b (R

d) et à valeurs 
omplexes : il su�t de remarquer que la 
onvergen
e

a lieu pour Re(f) et ℑ(f).
 (1) Pour tout t ∈ Rd, la fon
tion exp i < ., t > est 
ontinue bornée, don
 la suite de terme

général µ̂n(t) 
onverge vers µ̂(t) (par dé�nition de la transformation de Fourier).

 (2)Montrons d'abord que la suite (µn)n∈N est faiblement 
onvergente. Puisque M(b) est métris-

able et 
ompa
t pour la topologie faible, pour qu'il en soit ainsi, il faut et il su�t que 
ette suite

admette au plus une valeur d'adhéren
e faible (
ar on sait que dans un espa
e métrique 
ompa
t,

toute suite possède au moins un point adhérent et qu'une suite qui n'admet qu'un seul point ad-

hérent 
onverge vers 
e point).

Soit don
 µ une valeur d'adhéren
e faible de la suite (µn)n∈N et soit (µψ(n))n∈N une sous-suite qui


onverge faiblement vers µ.

On va montrer que µψ(n) tend étroitement vers µ quand n tend vers l'in�ni, 
e qui d'après le (1)
assurera que la suite de terme général µ̂ψ(n) 
onverge simplement vers µ̂. Puisque par hypothèse

µ̂n tend simplement vers φ quand n tend vers l'in�ni, il en est de même pour toute sous-suite et

on aura don
 φ = µ̂. L'uni
ité d'une valeur d'adhéren
e faible µ résultera alors de l'inje
tivité de

la transformation de Fourier et on aura ainsi démontré la 
onvergen
e faible de la suite (µn)n∈N

vers µ.

Il faut don
 montrer que la suite (µψ(n))n∈N 
onverge étroitement vers µ, et pour 
ela il su�t,

puisqu'on a déjà la 
onvergen
e faible, de montrer que :

lim
n

µψ(n)(R
d) = µ(Rd)

Mais on sait par hypothèse que :

lim
n

µψ(n)(R
d) = lim

n
µn(R

d) = lim
n

µ̂n(0) = φ(0)
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Puisque µ(Rd) = µ̂(0), il su�t don
 de montrer que µ̂(0) = φ(0).
Pour 
ela, on observe d'abord que pour ǫ > 0, on a :

lim
n

∫

[0,ǫ]d
µ̂n(t)dt =

∫

[0,ǫ]d
φ(t)dt (3)

En e�et puisque µ̂n tend simplement vers φ quand n tend vers l'in�ni et que les fon
tions µ̂n sont

bornées en module par b, 
ela résulte du théorème de 
onvergen
e dominée.

Utilisons maintenant le lemme qui suit :

Lemme 0.2 Soit ǫ > 0. Alors il existe une fon
tion fǫ ∈ C0
0 (R

d) (les fon
tions 
ontinues et

tendant vers 0 à l'in�ni) telle que pour toute mesure bornée ν sur Rd, on ait :

∫

[0,ǫ]d
ν̂(t)dt =

∫

Rd

fǫdν

Démonstration du lemme On a d'après le théorème de Fubini :

∫

[0,ǫ]d
ν̂(t)dt =

∫

[0,ǫ]d

(∫

Rd

ei<x,t>dν(x)

)
dt =

∫

Rd

(∫

[0,ǫ]d
ei<x,t>dt

)
dν(x)

Or toujours d'après le théorème de Fubini, on a :

∫

[0,ǫ]d
ei<x,t>dt =

d∏

j=1

(∫ ǫ

0

eixjtjdtj

)

On obtient don
 le résultat en posant pour u ∈ R :

gǫ(u) =

∫ ǫ

0

eiutdt =





eiǫu − 1

iu
si u 6= 0 ;

ǫ si u = 0.

et pour x ∈ Rd :

fǫ(x) =

d∏

j=1

gǫ(xj)

On a alors que fǫ ∈ C0
0 (R

d) (d'après le théorème de Riemann-Lebesgue).

Suite de la démonstration du théorème de Levy Puisque la suite de terme général

µψ(n) 
onverge faiblement vers µ et que fǫ ∈ C0
0 (R

d), on a :

lim
n

∫
fǫdµψ(n) =

∫
fǫdµ

D'où d'après le lemme pré
édent :

lim
n

∫

[0,ǫ]d
µ̂ψ(n)(t)dt =

∫

[0,ǫ]d
µ̂(t)dt

D'après l'égalité (3) appliqué à la sous-suite (µψ(n))n∈N, on a :

1

ǫd

∫

[0,ǫ]d
µ̂(t)dt =

1

ǫd

∫

[0,ǫ]d
φ(t)dt

Grâ
e à la 
ontinuité de µ̂ et de φ en zéro, on obtient en prenant la limite quand ǫ tend vers 0 dans

les deux membres de l'égalité :

µ̂(0) = φ(0)

On a don
 montré la 
onvergen
e faible de la suite (µn)n∈N.

En�n il résulte de la dernière égalité et de la 
onvergen
e simple de la suite µ̂n vers φ que :

lim
n

µ̂n(0) = µ̂(0)
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ou autrement dit :

lim
n

µn(R
d) = µ(Rd)

Ce qui a
hève la démonstration de la 
onvergen
e étroite de la suite (µn)n∈N vers sa limite faible

µ.

Théorème 0.4 (de Levy (version 
onvergen
e en loi)) Soit pour tout n ∈ N, une variable

aléatoire Xn dé�nie sur un espa
e probabilisé (Ωn,An,Pn) à valeurs dans Rd, de fon
tion 
ara
-

téristique φXn
. Alors :

1. Si la suite de variables aléatoires (Xn)n∈N 
onverge en loi vers X, où X est une variable

aléatoire dé�nie sur un espa
e probabilisé (Ω,A,P), à valeurs dans Rd, alors la suite (φXn
)n∈N

des fon
tions 
ara
téristiques 
onverge simplement vers la fon
tion 
ara
téristique φX de X ;

2. Inversement, si la suite (φXn
)n∈N des fon
tions 
ara
téristiques 
onverge simplement vers

une fon
tion φ 
ontinue en 0, alors φ est la transformée de Fourier d'une probabilité µ sur

Rd, et la suite des variables aléatoires (Xn)n∈N 
onverge en loi vers µ.

De plus, il existe une variable aléatoire (non unique) X dé�nie sur un espa
e probabilisé (Ω,A,P),
à valeurs dans Rd, telle que la suite de variables aléatoires (Xn)n∈N 
onverge en loi vers X.

Démonstration Ce n'est qu'une reformulation du théorème de Levy pour la 
onvergen
e

étroite des mesures bornées, une fois rappelé que φXn
est, par dé�nition, la transformée de Fourier

de la loi de Xn. Seul le dernier point de la ré
iproque né
essite un é
lair
issement : d'après le

théorème de Levy, la suite (Xn)n∈N 
onverge en loi vers la probabilité µ telle que µ̂ = φ (µ est bien

une probabilité, puisque limn φXn
(0) = 1 = φ(0) = µ̂(0)) ; on 
onsidère alors l'appli
ation identique

X de Rd sur lui-même ; 
'est une variable aléatoire dé�nie sur l'espa
e probabilisé (Rd,B(Rd), µ)
à valeurs dans Rd de loi µ et telle que la suite de variables aléatoires (Xn)n∈N 
onverge en loi vers

X .
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