
Lemme de Morse

Référen
es : [Rou09℄ p.354-355 ([Gri11℄ et [Gou94℄).

Théorème 0.1 Soit f : U −→ R une fon
tion de 
lasse C3
sur un ouvert U de R

n

ontenant

l'origine.

On suppose que 0 est un point 
ritique quadratique non dégénéré de f , ie Df(0) = 0 et que la

forme quadratique hessienne D2f(0) est non dégénérée et de signature (p, n− p).
Alors il existe un C1

-di�éomorphisme x 7−→ u = φ(x) entre deux voisinages de l'origine dans R
n

tel que φ(0) = 0 et :

f(x)− f(0) = u21 + . . .+ u2p − u2p+1 − . . .− u2n

Démonstration Appliquons la formule de Taylor Reste intégral à la fon
tion f à l'ordre 2 autour

de l'origine :

f(x) = f(0) +Df(0)x+

∫ 1

0

(1− t)

1!
D2f(0 + tx)(x, x)dt

Or Df(0) = 0, d'où :

f(x)− f(0) =

∫ 1

0

(1− t)D2f(tx)(x, x)dt

Cela se réé
rit :

f(x)− f(0) = txQ(x)x

ave


Q(x) =

∫ 1

0

(1− t)D2f(tx)dt

qui est une matri
e symétrique, fon
tion C1
de x (
arD2f(tx) est une matri
e symétrique, fon
tion

C1
de x, 
ar f est de 
lasse C3

).

D'après la formule du lemme 2, on sait qu'il existe une matri
e inversible M(x), fon
tion C1
de x

au voisinage de 0 dans R
n
telle que :

Q(x) = tM(x)Q(0)M(x)

D'où :

f(x)− f(0) = tyQ(0)y

ave
 y =M(x)x.

OrQ(0) =
1

2
D2f(0) est de signature (p, n−p), il existe don
 un 
hangement linéaire de 
oordonnées

y = Au où A est une matri
e inversible tel que :

tyQ(0)y = tu tAQ(0)Au = u21 + . . .+ u2p − u2p+1 − . . .− u2n


e qui donne l'expression voulue.

En�n l'appli
ation x 7−→ A−1M(x)x a pour di�érentielle à l'origine A−1M(0), matri
e inversible.

Ainsi, d'après le théorème d'inversion lo
ale 
'est un C1
-di�éomorphisme entre deux voisinages de

l'origine de R
n
.

Lemmes utilisés

Lemme 0.1 (Taylor Reste intégral) Si f est de 
lasse Ck+1
sur U et si le segment [a, a+ h]

est in
lus dans U , alors :

f(a+ h)− f(a)−Df(a)h− . . .− 1

k!
Dkf(a)(h)k =

∫ 1

0

(1− t)k

k!
Dk+1f(a+ th)(h)k+1dt

1



Démonstration Par ré
urren
e sur k.

Lemme 0.2 (Théorème d'inversion lo
ale) Soit U un ouvert de R
n
. Soit a ∈ U . Soit f : U −→ R

n

une appli
ation de 
lasse C1
.

On suppose que la matri
e ja
obienne Df(a) est inversible, ie detDf(a) 6= 0.
Alors il existe un ouvert V 
ontenant a (et 
ontenu dans U) et un ouvert W 
ontenant b = f(a)
tels que la restri
tion de f à V soit un di�éomorphisme de 
lasse C1

de V sur W = f(V ).

Remarque : On a ainsi l'équivalen
e : x ∈ V et y = f(x) si et seulement si y ∈ W et

x = f−1(y) en notant f−1 :W −→ V la bije
tion ré
iproque de f .

L'équation f(x) = y d'in
onnue x admet don
 une unique solution x dans V .

On a de plus : D(f−1)(y) = Df(x)−1
pour tout x ∈ V .

Lemme 0.3 Soit A0 ∈ Sn(R) inversible. Soit :

φ : Mn(R) −→ Sn(R)

M 7−→ tMA0M

Alors :

1. Dφ(I) est surje
tive et son noyau est {H ∈Mn(R), A0H ∈ An(R)} ;
2. il existe un voisinage V de A0 dans Sn(R) et une appli
ation A ∈ V 7−→ M ∈ GLn(R) de


lasse C1
tels que A = tMA0M pour tout A ∈ V .

Démonstration

 φ est polynomiale don
 de 
lasse C1
sur Mn(R). Ainsi pour tout H ∈Mn(R), on a :

φ(I +H)− φ(I) = t(I +H)A0(I +H)−A0

= ( tI + tH)A0(I +H)−A0

= A0H + tHA0 +
tHA0H

= A0H + t(A0H) +O(‖ H ‖2)

D'où Dφ(I)(H) = t(A0H) +A0H .

Ainsi le noyau de l'appli
ation linéaire :

Dφ(I) :Mn(R) −→ Sn(R)

H 7−→ t(A0H) +A0H

est formé des matri
es H telles que A0H soit antisymétrique.

Cette appli
ation est par ailleurs surje
tive, 
ar pourA donnée dans Sn(R), l'équationDφ(I)(H) = A

admet la solution H =
1

2
A−1

0 A ∈Mn(R).

 On sait que toute matri
e est de manière unique somme d'une matri
e symétrique et d'une

matri
e antisymétrique, ainsi F = {M ∈ Mn(R);A0M ∈ Sn(R)} est un supplémentaire du noyau

de Dφ(I) dans Mn(R), de plus I ∈ F .

Soit ψ : F −→ Sn(R) la restri
tion de φ à F . Alors la di�érentielle Dψ(I) = Dφ(I)|F est bije
tive

puisque kerDφ(I) ∩ F = {0}.
D'après le théorème d'inversion lo
ale, il existe alors un ouvert U de I dans F (que l'on peut

supposer 
ontenu dans l'ouvert des matri
es inversibles) tel que ψ soit un C1
-di�éomorphisme de

U sur V = ψ(U).
Ainsi V est un voisinage ouvert de A0 = ψ(I) = φ(I) dans Sn(R) et pour tout A ∈ V , il existe

une unique matri
e inversible M ∈ U telle que A = tMA0M et M = ψ−1(A) est une fon
tion


ontinûment di�érentiable de A.

Lemme 0.4 Soit K un 
orps de 
ara
téristique di�érente de 2. Alors Sn(K)⊕An(K) =Mn(K).
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Démonstration Soit A ∈ Sn(K) ∩ An(K), alors A = tA = − tA, don
 tA = 0, ainsi A = 0,
d'où Sn(K) ∩An(K) = {0}.
Ensuite soit A ∈Mn(K), alors A =

A+ tA

2
+
A− tA

2
d'où Mn(K) = Sn(K)⊕An(K).

Lemme 0.5 (Théorème de Sylvester) Soit E un espa
e ve
toriel de dimension n sur R (E est

don
 isomorphe à R
n
). Soit q une forme quadratique sur E.

Alors il existe une base (ei) de E telle que si x =
∑n

i=1
xiei, on a :

q(x) = x21 + . . .+ x2p − x2p+1 − . . .− x2r

ie :

M(q)ei =
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où r est le rang de q et p est un entier qui ne dépend que de la forme quadratique q (et non de la

base).

Le 
ouple (p, r − p) est appelé la signature de q.

Démonstration Soit (ei) une base orthogonale de E. Si x =
∑n

i=1
yiei, on aura :

q(x) = a1y
2
1 + . . .+ ary

2
r

ave
 les ai ∈ R.

Supposons que a1, . . . , ap > 0 et que ap+1, . . . , ar ≤ 0, on peut alors é
rire :

q(x) = (
√
a1y1)

2 + . . .+ (
√
apyp)

2 − (
√

−ap+1yp+1)
2 − . . .− (

√
−aryr)2

= x21 + . . .+ x2p − x2p+1 − . . .− x2r

ave
 xi =
√
aiyi pour i = 1, . . . , p et aj =

√−ajyj pour j = p+ 1, . . . , r.
Il reste maintenant à montrer que p ne dépend pas du 
hoix de la base. Considérons deux bases

(ei) et (e
′
i) telles que :

q(x) = x21 + . . .+ x2p − x2p+1 − . . .− x2r

(

x =

n
∑

i=1

xiei

)

q(x) = y21 + . . .+ y2p′ − y2p′+1 − . . .− y2r

(

x =

n
∑

i=1

yie
′
i

)

Soient F = V ect(e1, . . . , ep), F
′ = V ect(e′1, . . . , e

′
p′),G = V ect(ep+1, . . . , en) etG

′ = V ect(e′p′+1
, . . . , e′n).

On a :

� x ∈ F \ {0} implique que q(x) > 0 ;
� x ∈ F ′ \ {0} implique que q(x) > 0 ;
� x ∈ G implique que q(x) ≤ 0 ;
� x ∈ G′

implique que q(x) ≤ 0.
Don
 x ∈ F ∩G′

implique que x = 0 et par 
onséquent que F ∩G′ = {0}.
Ainsi F et G′

sont en somme dire
te et puisque F ∩G′ ⊂ E :

dimF + dimG′ ≤ n

ie p+ n− p′ ≤ n, don
 p ≤ p′.

De la même façon, on montre que F ′ ∩G = {0} et don
 que p′ ≤ p. D'où l'égalité.
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