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1.9 Propriétés des signaux à temps discret . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

2 Transformation en Z 13

2.1 Définition de la transformée en Z . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

2.1.1 Exemples de transformée en Z . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

2.1.2 Description générale d’une région de convergence . . . . . . . . . . . . . . 16

2.2 Propriétés de la transformée en z . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
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6.5.4 Échantillonnage naturel ou avec blocage . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
6.5.5 Reconstitution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

7 Examens 69

7.1 DS juin 2005 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
7.2 DS juin 2004 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71
7.3 DS juin 2003 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73
7.4 Correction du DS de juin 2005 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76
7.5 Correction du DS de juin 2004 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77
7.6 Correction du DS de juin 2003 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79



2



Introduction

Le traitement numérique du signal est une notion qu’il n’est pas facile de définir simplement
étant donné le nombre important d’applications relevant de cette discipline. En première
approximation, on peut tout d’abord tenter d’expliciter chacun des mots de cette expression.
Traitement signifie que l’on est en présence d’un processus de séquencement d’opérations
programmées. Une séquence d’opérations s’applique ici à une suite de données Numériques
qui vont représenter sous une forme discrète un paramètre variable, ou Signal, qui le plus
souvent est extérieur au processus de traitement.
Il s’agit donc d’appliquer un traitement ou une analyse de l’information à une séquence de
nombres discrets qui représente un signal provenant pour la majorité des applications du
monde physique qui nous entoure.
Le traitement numérique d’un signal nécessite un support matériel permettant d’effectuer
le traitement de l’information, ce peut-être du matériel électronique spécifique à une tâche
particulière ou du matériel moins spécialisé comme peut-l’être un ordinateur.
Il faut pouvoir communiquer entre le monde physique extérieur et le processus par lequel
s’effectue le traitement ; le signal extérieur, s’il est défini sur un support continu, doit être
représenté sous une forme discrète. Cela veut dire que l’on accepte de perdre de l’information :
entre deux valeurs consécutives et discrètes du signal nous faisons l’hypothèse de ne disposer
d’aucune autre information. Nous verrons qu’une analyse du problème à traiter permet de
définir correctement ce qui est conservé ou non dans la forme numérique d’un signal.
Il faut bien sûr définir la séquence des opérations qui transforme le signal numérique. Cette
opération correspond à un objectif de traitement bien précis, par exemple supprimer l’écho
des lignes téléphoniques, reconnâıtre une signature radar, etc...

Le développement de l’électronique permit le traitement du signal analogique ; un signal élec-
tronique analogique suit continûment le signal physique qui lui est relié via un capteur. C’est
le développement des calculateurs numériques qui a conduit à l’essor du traitement numérique
du signal. C’est en effet une approche souple - les traitements correspondent à des logiciels, les
supports matériels sont polyvalents -, les états discrets d’un calculateur sont stables - ce n’est
en effet pas le cas des systèmes analogiques fortement sensibles aux dérives dues par exemple
aux conditions de température ou aux problèmes de vieillissement -. Cependant, l’approche
numérique peut se révéler parfois complexe pour des applications très simples. La quantité
d’information pouvant être traitée est corrélée à la vitesse de calcul ; la réalisation d’un trai-
tement sous forme analogique ira toujours plus vite que par une forme numérique avec un
calculateur et du logiciel.

En conclusion, le traitement du signal peut se résumer dans les actions suivantes :

1. Modéliser – ou identifier – consiste en l’analyse d’un signal ou d’un système, dans le
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4 Introduction

domaine temporel ou fréquentiel (i.e. spectral). On parlera également d’estimation.

2. Synthétiser – ou générer – un signal.

3. Transmettre un ensemble de signaux sur un support.

4. Transformer un ensemble de signaux à l’aide d’un système linéaire (filtrer, moduler,
coder, . . .) ou non linéaire (()2, | |, . . . ).

Remarques sur la notation

Dans la suite du document, on notera par f la fréquence en Hz, fe la fréquence d’échan-
tillonnage, T la période d’échantillonnage et ω = 2πf la pulsation en rad/s. Pour des raisons
de simplicité d’expression, on peut faire abstraction de T si on sait que toutes les grandeurs
utilisées seront relatives à T ou fe.

Pour ces raisons, on peut utiliser dans le domaine fréquentiel, la variable Ω = 2πf.T = 2πf/fe

appelée pulsation relative. Un filtre numérique exprimé selon la variable Ω (ou un signal
discret) sera donc périodique de période 2π (c’est à dire fe) et son gabarit sera défini entre 0
et π (c’est à dire entre 0 et fe/2).

Utilisation de Matlab et Scilab

Matlab, acronyme de Matrix Laboratory, est un environnement logiciel interactif puissant dé-
dié au calcul numérique et à la visualisation ; il est très utilisé dans les divers domaines des
sciences pour l’ingénieur, tant pour l’analyse que la conception. Il existe également un nombre
important de toolboxes qui étendent les possibilités de Matlab à divers domaines spécialisés au
moyen de fonctions supplémentaires : traitement du signal, automatique, traitement d’images,
optimisation, réseaux de neurones, logique floue etc... Il faut considérer Matlab comme étant
avant tout un outil de calcul matriciel.

Scilab (http ://www-rocq.inria.fr/scilab) est un équivalent libre de droit de Matlab qui se
révèle donc intéressant si on ne possède pas de licence Matlab. Même si elle est proche dans
sa philosophie, la syntaxe des commandes pour l’utilisation de Scilab n’est pas totalement
compatible avec Matlab.

La plupart des exemples ou figures utilisés ont été réalisés sous Matlab ou Scilab et seront illus-
trés sous Matlab à travers des exemples au cours du document afin d’effectuer l’apprentissage
de ce type de logiciel, aujourd’hui indispensable pour tout traiteur de signaux.

Remerciements

Merci à Olivier Boëffard, Michel Corazza, Hervé Chuberre et Pascal Scalart pour leur aide
dans l’élaboration de ce document.
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Signaux et systèmes

Un signal est une quantité physique mesurable qui évolue en fonction d’une ou de plusieurs
variables comme par exemple le temps ou des variables d’espace. Souvent on réfère un signal à
la représentation mathématique de la quantité physique observée. Un signal correspond le plus
souvent à une modélisation du comportement de la quantité physique observable. Cependant,
il peut être extrêmement difficile d’obtenir une forme mathématique simple et concise pour
un signal donné.

Un système est une entité physique qui réalise une opération sur un signal. Un système définit
donc un signal d’entrée et un signal de sortie ; le signal de sortie correspond à la transformation
opérée par le système sur le signal d’entrée. Par exemple, l’oreille humaine est un système
transformant un signal correspondant à une variation de pression acoustique en des séquences
parallèles de signaux électriques sur le nerf auditif. Un microphone est un système un peu
analogue au précédent (en première approximation très réductrice...) dans la mesure où une
variation de pression acoustique est transformée en un signal électrique unidimensionnel.

L’étude de tels systèmes conduit à analyser les transformations entre signaux d’entrée et de
sortie pour des systèmes plus ou moins complexes ; cette activité est appelée traitement du
signal. On ne parlera ici que du traitement des signaux numériques.

Système numérique de traitement du signal

Historiquement, le traitement du signal tel que défini dans l’introduction précédente fut
d’abord de type analogique. En pratique, les signaux manipulés étaient des tensions ou des
courants.

Un système numérique de traitement du signal peut vivre dans un monde purement numé-
rique. Par exemple, la cotation des valeurs d’une bourse peut être vue comme un ensemble
de signaux numériques.

Cependant la majorité des opérations en traitement du signal ont lieu sur des signaux analo-
giques, qu’il faut donc convertir sous une forme numérique pour que l’on puisse leur appliquer
des opérations numériques. Dans la majorité des cas, il est tout aussi indispensable de conver-
tir le signal numérique d’un traitement numérique en un signal analogique.

Ces opérations de conversion analogique/numérique, A/N, et numérique/analogique, N/A,
sont les interfaces entre un monde physique et le monde du calculateur où s’exécutent les
algorithmes de traitement du signal. Dans la châıne du traitement du signal, ces interfaces
de conversions sont le talon d’Achille de ces systèmes ; elles limitent la vitesse et la précision
des systèmes de traitement. La définition technologique d’une interface de conversion A/N et
N/A est toujours un compromis coût performance.

Hormis la difficulté du passage analogique/numérique, les systèmes de TNS (traitement nu-
mérique du signal) ont de sérieux avantages sur leurs équivalents analogiques.

– Flexibilité, utilisation d’algorithmes sur des calculateurs.
– Précision et consistence des calculs numériques à comparer aux dérives des systèmes ana-

logiques (tolérance des composants).
– Capacité de stockage, transmission sans altération du signal.
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Classification des signaux

On rappelle qu’un signal est une fonction dépendant d’une ou de plusieurs variables. Par
exemple soit le signal : s(t), s est une quantité dépendant d’un paramètre t (par convention,
on utilisera la lettre t pour la variable temps).
Un signal peut être classé selon différents critères : sa dimensionnalité, ses caractéristiques
temporelles, les valeurs qu’il peut prendre, sa prédictibilité.

Dimensionnalité

On peut tenir compte de ce critère de deux manières différentes : la dimension du signal et
les dimensions des variables du signal.
Considérons tout d’abord ce critère de classification comme étant la dimension de l’espace
des valeurs prises par le signal (ou la fonction mathématique modélisant le signal).
On distingue alors :
– le signal scalaire, ou signal monocanal pouvant prendre des valeurs réelles ou complexes.
– le signal vectoriel, ou signal multicanal pouvant prendre des valeurs réelles ou complexes.
Prenons par exemple un signal de Télévision (TV). Si on s’intéresse aux trois couleurs
constituant une image, ce signal TV prend des valeurs dans un espace à trois dimensions,
une première pour le rouge, une seconde pour le vert et enfin une troisième pour le bleu ;
[R,V,B] = TV (t).
Par contre, si on s’intéresse maintenant à la luminance, ce signal prend ses valeurs dans un
espace à une dimension ; [L] = TV (t).
On peut aussi considérer ce critère de classification comme la dimension du domaine de la
fonction signal, c’est-à-dire, le nombre d’arguments pris par cette fonction.
On distingue alors :
– Le signal mono-dimensionnel qui correspond à des fonctions à un seul argument, comme

par exemple le temps.
– Le signal multi-dimensionnel qui correspond à des fonctions à plusieurs arguments.
Le signal TV correspondant à la luminance peut être fonction du temps mais aussi des va-
riables cartésiennes correspondant à un point de l’écran ; [I] = TV (t, x, y). Il s’agit d’un signal
tridimensionnel.
Les signaux abordés dans ce cours seront mono-dimensionnels fonction d’une variable que l’on
considérera comme le temps. Toutes les techniques de traitement du signal se généralisent assez
bien aux signaux vectoriels et multidimensionnels (voir le cours sur le traitement d’images).

Caractéristiques temporelles

On suppose un signal scalaire s(t). On distingue alors :
– Les signaux à temps continu ou signaux analogiques. La variable t ∈ R. On notera un signal

analogique de la façon suivante : sa(t).
– Les signaux à temps discret : ces signaux sont définis pour certaines valeurs de la variable

t.
On peut représenter un signal à temps discret par une séquence indicée de la variable t :

tn, n = · · · 0,−2,−1, 0, 1, 2, · · ·
tn précise un instant pour lequel le signal est défini. Attention, cela ne veut pas dire que le
signal est nul entre deux instants ; il n’est tout simplement pas défini.
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On s’intéressera ici à une répartition uniforme des instants tn que l’on peut noter tn = nT où
T est l’espace temporel entre deux échantillons consécutifs. On peut alors employer s(n) ou
sn comme notation simplifiée.
On a alors les relations suivantes :

sn = s(n) = sa(tn) = sa(nT )

Valeurs prises par le signal

On suppose un signal scalaire s(t). On distingue alors :
– les signaux à valeurs continues pouvant prendre une valeur réelle dans un intervalle continue

(par exemple, une tension ou un courant électrique) ;
– les signaux à valeurs discrètes prenant seulement des valeurs parmi un ensemble fini de

valeurs possibles.
Un signal numérique est un signal à temps discret et à valeurs discrètes. L’opération
de discrétisation des valeurs continues d’un signal en valeurs discrètes est une quantification,
notée q par la suite.
Soit par exemple une convertisseur Analogique/Numérique traitant des mots de 8 bits ; un
signal quantifié par ce convertisseur prendra une valeur discrète parmi 256 possibles.

Prédictibilité des signaux

On peut distinguer deux grandes classes de signaux selon leur caractère de prédictibilité :
– les signaux déterministes qui peuvent être représentés explicitement par une fonction ma-

thématique ;
– les signaux aléatoires qui évoluent dans le temps d’une manière imprévisible. Il est cependant

possible de décrire mathématiquement certaines caractéristiques statistiques de ces signaux.

On s’intéressera dans ce cours essentiellement aux signaux déterministes.



8 Classification des signaux



Chapitre 1

Signaux déterministes à temps

discret

1.1 Introduction

En traitement du signal, le signal à temps discret correspond en général aux valeurs d’un signal
à temps continu mesuré aux seuls instants nT multiples d’une période T d’échantillonnage :
x(t) ⇒ x(nT ).

D’un point de vue formel, un signal à temps discret peut donc être représenté par une suite
ordonnée de nombres réels ou complexes notés xn ou x(n) ou x(nT ), n ∈ Z, x(n) ∈ R ou C.

Le signal x(n) est par définition une séquence de valeurs xn. x(n) n’est pas défini pour des
valeurs de n non entières. On appelle s(n) le nième échantillon de ce signal.

Remarques

– On s’intéressera principalement aux suites causales réelles :

x(n) = 0, ∀n < 0

– Un signal numérique est un signal à temps discret quantifié en amplitude.

Quelques signaux élémentaires sont utiles pour l’étude des propriétés des systèmes de trai-
tement du signal. Ils sont décrits dans les sections suivantes avant d’énoncer les propriétés
générales des signaux à temps discret.

1.2 Impulsion unité ou impulsion de Kronecker

Il s’agit d’un signal noté δ(n) tel que :

δ(n) =

{
1 si n = 0
0 si n 6= 0

Il ne faut pas confondre avec l’impulsion de Dirac δ(t) dans le domaine continu. Aussi, certains
auteurs utilisent le symbole d(n).

9
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Exemple 1.1 : Pour créer une impulsion sous Matlab, il faut tout d’abord décider
de la longueur de ce signal. Le programme Matlab suivant va créer un signal imp de
longueur L = 32.

L = 31;

nn = 0:(L-1);

imp = zeros(L,1);

imp(1) = 1;

stem(nn,imp); %Trace le signal imp

Notons que les indices Matlab vont de 1 à L. Par conséquent, à δ(0) correspond
imp(1).

L’impulsion décalée notée δ(n − k) est définie telle que :

δ(n − k) =

{
1 si n = k
0 si n 6= k

1.3 Échelon unité

Il s’agit d’un signal que l’on notera u(n) tel que :

u(n) =

{
1 si n ≥ 0
0 si n < 0

On peut écrire que :

u(n) =

∞∑

k=0

δ(n − k)

La fonction Matlab équivalente est : u = ones(L,1); stem(nn,x)

1.4 Signal exponentiel causal

Il s’agit du signal tel que :
x(n) = e−a.n.u(n)

Selon si a > 0 ou a < 0, le signal exponentiel convergera vers 0 ou divergera vers +∞.
La fonction Matlab équivalente est : x = exp(-a*nn) .* u’ ; stem(nn,x)

1.5 Signal rectangulaire causal de durée N ou porte

Il s’agit du signal tel que :

x(n) = RectN (n) =

{
1 0 ≤ n ≤ N − 1
0 ailleurs

La fonction Matlab équivalente est :

N = 10; x = zeros(L,1);

x(1:N) = ones(N,1); stem(nn,x)
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1.6 Signal sinusöıdal de période N

Il s’agit du signal tel que :

x(n) = A sin

[
2π

N
(n + n0)

]
u(n)

La période de ce signal est N : x(n + kN) = x(n). Si on introduit le temps, on obtient :

x(nT ) = A sin

[
2π

N
(n + n0)T

]
u(nT )

= A sin [2πfNnT + ϕ0]u(nT )

où fN = 1
NT est la fréquence du signal et ϕ0 = 2π n0

N sa phase. La fonction Matlab équivalente
est : x = 2*sin(2*pi/N*(nn+3))

1.7 Signal complexe

Il s’agit du signal tel que :

x(n) = e(σ+j 2π
N

)nu(n)

= eσnej 2π
N

nu(n)

1.8 Cas général : signal échantillonné non impulsionnel

Si x(nT ) provient de l’échantillonnage de x(t) (voir chapitre 5), on peut alors écrire que la
suite des échantillons x(nT ), notée {x(nT )} est définie par :

{x(nT )} = x(t)
+∞∑

k=−∞
δ[(n − k)T ]

=

+∞∑

k=−∞
x(kT )δ[(n − k)T ]

Une valeur particulière pour t = kT vaut : x(kT ) = x(t).δ[(n − k)T ].

A cette notation on utilisera plutôt dans la suite :

– pour un signal échantillonné, la multiplication par un peigne de Dirac : x∗(t) = x(t).δT (t) ;
– pour un signal discret, la notation :

x(n) =

+∞∑

k=−∞
x(k)δ(n − k).
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1.9 Propriétés des signaux à temps discret

– Causalité : un signal est dit causal lorsque

x(n) = 0, ∀n < 0

– On définit l’énergie E(∞) d’un signal à temps discret de la manière suivante :

E(∞) ,
∞∑

n=−∞
|x(n)|2 (1.1)

La puissance moyenne Pm d’un signal x(n) est définie comme :

Pm , lim
N→∞

1

N

N
2∑

n=−N
2

|x(n)|2 (1.2)

Si l’énergie E(∞) est finie alors x(n) est un signal d’énergie finie et P = 0. Si E(∞) est
infinie alors Pm peut être soit finie ou infinie, si Pm est finie et non nulle alors x(n) est un
signal de puissance moyenne finie.
Par exemple un signal continu est un signal d’énergie infinie (E(∞) = ∞) mais de puissance
moyenne finie, si a est l’amplitude du signal, P = a2.

– La puissance instantanée est définie par : P (n) = |x(n)|2.

– Un signal x(n) est périodique de période P si et seulement si x(n + P ) = x(n) ∀n sinon
x(n) est apériodique.

– Un signal x(n) est symétrique ou pair si et seulement si x(−n) = x(n). Un signal x(n)
est antisymétrique ou impair si et seulement si x(−n) = −x(n). Tout signal peut se
décomposer comme la somme d’un signal pair et d’un signal impair.

– Intercorrélation entre deux signaux x(n) et y(n)

Rxy(k) ,
+∞∑

n=−∞
x(n)y(n + k) = Ryx(−k) (1.3)

– Autocorrélation d’un signal x(n)

Rxx(k) ,
+∞∑

n=−∞
x(n)x(n + k) = Rxx(−k) (1.4)

On a :
|Rxx(k)| ≤ |Rxx(0)| = E(∞)

– Convolution linéaire entre deux signaux x(n) et y(n)

ϕxy(k) = x(k) ∗ y(k) ,

+∞∑

n=−∞
x(n)y(k − n) (1.5)

On note que Rxy(k) = x(k) ∗ y(−k).



Chapitre 2

Transformation en Z

La transformée en Z est un outil largement utilisé pour l’étude des systèmes de traitement
numérique du signal. Elle joue un rôle analogue à celui de la transformée de Laplace en
continu. Ce type de transformée permet de décrire aisément les signaux à temps discret et la
réponse des systèmes linéaires invariants soumis à des entrées diverses. La transformée en Z
est un outil permettant de calculer la réponse impulsionnelle d’un système linéaire invariant
décrit par une équation aux différences finies. De plus, à l’opérateur de convolution dans le
domaine temporel correspond l’opérateur multiplicatif dans le domaine de la transformée en
Z.

2.1 Définition de la transformée en Z

La transformée en Z directe bilatérale d’un signal à temps discret x(n) est définie par :

Z [x(n)] = X(z) =

∞∑

n=−∞
x(n)z−n (2.1)

où z est une variable complexe (z ∈ C) définie partout où cette série converge.
Les signaux discrets étant la plupart du temps causaux, on définit plutôt la transformée en
Z (dite unilatérale) par :

Z [x(n)] = X(z) =

∞∑

n=0

x(n)z−n (2.2)

La transformée en Z établit une correspondance entre l’espace des signaux à temps discret
et l’espace des fonctions analytiques (ou holomorphes) définies sur un sous-ensemble du plan
complexe, appelé domaine de convergence DCV . On définit le plan en z comme étant le plan
complexe muni du point à l’infini. La série des puissances introduite dans l’équation de défini-
tion précédente ne converge que pour un sous-ensemble du plan complexe. Ce sous-ensemble
est appelé région de convergence ou domaine de convergence. Une région de convergence cor-
respond à l’ensemble des valeurs de z telles que X(z) soit définie et à valeurs finies. Spécifier
le domaine de convergence de la transformée est tout aussi important que le calcul de la
transformée elle-même.

Pour déterminer r, on utilise le critère de Cauchy, ou celui d’Alembert, sur la convergence des
séries géométriques. Une série S telle que

13
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S =
∞∑

n=0

Un = U0 + U1 + . . . + Un + . . .

converge si la condition suffisante suivante est satisfaite :

lim
n→∞

|Un|
1
n < 1.

Dans le cas de la TZ, on a :

lim
n→∞

|x(n)z−n| 1
n < 1 (2.3)

lim
n→∞

|x(n)| 1
n |z−1| < 1. (2.4)

Posons

lim
n→∞

|x(n)| 1
n = r

D’après la relation précédente :

|z−1| <
1

r
⇒ 1

z
<

1

r

La série converge donc pour |z| > r, le disque de convergence. La figure 2.1 illustre ce domaine
de convergence pour r = a.

2.1.1 Exemples de transformée en Z

Exemple 2.1 : Soit le signal à temps discret suivant :

x(n) = δ(n)

on a :

X(z) =

∞∑

n=−∞
x(n)z−n

X(z) = z0, ∀ z ∈ C

X(z) = 1, ∀ z ∈ C

Pour ce premier exemple la région de convergence est C.
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Exemple 2.2 : Soit le signal à temps discret suivant :

x(n) = δ(n − k)

on a :
X(z) = z−k

La région de convergence dépend ici de k. Si k = 0, la région de convergence est C

(exemple précédent). Si k < 0, X(z) n’est pas à valeur finie pour z = ∞, donc la
région de convergence est ici C − {∞}. Si k > 0, X(z) n’est pas à valeur finie pour
z = 0, donc la région de convergence est C − 0.
Pour un signal à durée finie, la région de convergence correspond au plan complexe
C avec l’exclusion possible de z = 0 ou z = ∞.

Exemple 2.3 : Soit le signal échelon unité u(n) à temps discret suivant, on a :

U(z) =

∞∑

n=−∞
x(n)z−n =

∞∑

n=0

z−n

=
1

1 − z−1
=

z

z − 1

La région de convergence DCV est ici l’extérieur du disque unité, i.e. pour |z| > 1.
En effet,

r = lim
n→∞

|x(n)| 1
n = 1
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a Re

Im

Domaine de convergence

Fig. 2.1 – Domaine de convergence, X(z) = 1
1−az−1

Exemple 2.4 : Soit le signal à temps discret suivant :

x(n) = anu(n) (2.5)

on a :

X(z) =

∞∑

n=−∞
x(n)z−n

X(z) =

∞∑

n=0

anz−n

X(z) =
∞∑

n=0

(az−1)n

X(z) =
1

1 − az−1

La série précédente converge si et seulement si |az−1| < 1, c’est-à-dire ssi |a| < |z|.
La figure 2.1 représente la région de convergence dans le plan complexe. Si a = 1,
on obtient le cas particulier de l’échelon unité.

2.1.2 Description générale d’une région de convergence

D’une manière générale, la région de convergence est toujours une couronne, c’est-à-dire est
définie par l’ensemble des points z tels que r1 < |z| < r2, où r1 peut être nul et r2 peut être
∞.
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Soit un signal x(n) et z mis sous forme polaire (z = rejw), on a alors :

|X(z)| = |
∞∑

n=−∞
x(n)z−n|

≤
∞∑

n=−∞
|x(n)|r−n

≤
−1∑

n=−∞
|x(n)|r−n +

∞∑

n=0

|x(n)|r−n

≤
∞∑

n=1

|x(−n)|rn +
∞∑

n=0

|x(n)|
rn

La région de convergence de X(z) correspond au sous ensemble de C pour lequel les deux
séries convergent. Supposons que la seconde somme soit finie pour r = r2, quel que soit
r ≥ r2 la série converge (dans ce cas en effet, chaque élément de la somme est plus petit que
pour r = r2). D’une façon analogue, supposons la première somme finie pour r = r1, alors
elle est finie pour r ≤ r1.
La région de convergence de la première somme correspond au sous ensemble de C tel que
|z| > r2. La région de convergence de la seconde somme correspond au sous ensemble de C

tel que |z| < r1. Remarque : cette couronne peut être vide (si r2 ≤ r1).
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2.2 Propriétés de la transformée en z

2.2.1 Linéarité

Soient deux signaux à temps discret x1(n) et x2(n) ayant pour transformées en z respectives
X1(z) et X2(z). Soit le signal x(n) = ax1(n) + bx2(n).

La définition de la transformée en z (une somme de monômes en z) conduit directement à la
relation suivante :

X(z) = aX1(z) + bX2(z) (2.6)

Il s’agit d’une propriété très importante permettant de calculer une transformée en Z à partir
d’une décomposition en transformées élémentaires de signaux connus. La région de conver-
gence de la somme de l’équation (2.6) contient l’intersection des régions de convergence de
X1(z) et X2(z).

Exemple 2.5 : Soit x(n) = cos(ω0n)u(n), on peut décomposer x(n) de la manière
suivante :

x(n) =
1

2
(eiω0n + e−iω0n)u(n)

En reprenant l’exemple de l’équation (2.5) avec a = e±iω0n, on obtient :

X(z) =
1

2
(

1

1 − eiω0z−1
) +

1

2
(

1

1 − e−iω0z−1
)

=
1 − cos(ω0)z

−1

1 − 2 cos(ω0)z−1 + z−2

2.2.2 Théorème du retard

Soit un signal x(n) de transformée en Z, X(z). Soit k, un indice temporel quelconque et
x′(n) = x(n − k), on obtient simplement à partir de la définition de la transformée :

X ′(z) = Z [x(n − k)] = z−kX(z) (2.7)

La région de convergence reste inchangée, excepté l’ajout ou la suppression de z = 0 ou
z = ∞. C’est de cette propriété que vient l’utilisation d’une cellule z−1 pour tenir compte
d’un décalage temporel d’une unité.

2.2.3 Théorème de l’avance

Soit un signal x(n) causal de transformée en Z (unilatérale), X(z).

Z [x(n + k)] = z+kX(z) −
k−1∑

n=0

x(n)zk−n (2.8)
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Exemple 2.6 :

Soit x(n) = n.u(n), déterminer sa TZ ainsi que son domaine de convergence.
Soit x1(n) = (n − 2)u(n), déterminer sa TZ ainsi que son domaine de convergence.
Soit x2(n) = (n−2)u(n−2), déterminer sa TZ ainsi que son domaine de convergence.
Soit x3(n) = (n + 2)u(n), déterminer sa TZ ainsi que son domaine de convergence.

2.2.4 Facteur d’échelle en z

Soit un signal x(n) de transformée X(z) avec r1 < |z| < r2 pour couronne de convergence.
Soit y(n) = anx(n), on a alors :

Y (z) = X(
z

a
)

avec |a|r1 < |z| < |a|r2 pour région de convergence.

2.2.5 Inversion de l’axe temporel

Soit x(n) avec X(z) pour transformée et r1 < |z| < r2 pour rayon de convergence. Soit
y(n) = x(−n), on a alors :

Y (z) = X(
1

z
)

avec 1
r2

< |z| < 1
r1

comme rayon de convergence.

2.2.6 Dérivation dans l’espace en z

Soit x(n) avec X(z) pour transformée. Soit y(n) = n.x(n). on a alors :

Z [n.x(n)] = Y (z) = −z
d

dz
X(z) (2.9)

La région de convergence reste inchangée. Démonstration :

Y (z) = −z
d

dz
X(z)

= −z
d

dz

∞∑

n=−∞
x(n)z−n

= −z
∞∑

n=−∞
x(n)(−n)z−n−1

=

∞∑

n=−∞
[nx(n)]z−n

On peut étendre cette relation à la multiplication d’un signal x(n) par nk, avec k 6= 1. On
obtient alors :

Xk(z) = Z [xk(n)] = Z
[
nk.x(n)

]
= −z

d

dz
Xk−1(z) (2.10)

avec
Xk−1(z) = Z

[
nk−1.x(n)

]
(2.11)
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Exemple 2.7 : Soit x(n) = nu(n), on a vu précédemment que :

U(z) =
1

1 − z−1

On obtient alors :

X(z) = −z
d

dz
U(z)

= −z
z−2

(1 − z−1)2

=
z−1

(1 − z−1)2
, |z| > 1

Exemple 2.8 :

Donner les TZ des signaux :
n2u(n)

nanu(n)

2.2.7 Théorème de la valeur initiale

x(0) = lim
z→∞

X(z) (2.12)

Si x(0) = 0 ⇒ x(1) = limz→∞ zX(z)
Si x(0) = x(1) = 0 ⇒ x(2) = limz→∞ z2X(z)
...

2.2.8 Théorème de la valeur finale

lim
n→∞

x(n) = x(∞) = lim
z→1

z − 1

z
X(z) = lim

z→1
(1 − z−1)X(z) (2.13)

si x(∞) < ∞.

2.2.9 Théorème de la valeur intermédiaire

x(n) = lim
z→∞

1

n!
(−z2 d

dz
)nX(z) (2.14)

= lim
z→∞

1

n!
(−1)nz2n dn

dzn
X(z) (2.15)
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2.2.10 Théorème de la sommation

Z

[
s(n) =

n∑

k=0

x(k)

]
=

z

z − 1
X(z) = S(z) (2.16)

Application au calcul d’une série convergente :

∞∑

k=0

x(k) = lim
n→∞

n∑

k=0

x(k) = lim
z→1

z − 1

z

[
z

z − 1
X(z)

]
= X(z)|z=1 = X(1) (2.17)

2.2.11 Théorème de la convolution linéaire discrète

Soient x1(n) et x2(n) avec pour transformées en Z respectives X1(z) et X2(z). Soit x(n) =
x1(n) ∗ x2(n), on a alors :

X(z) = X1(z)X2(z)

Démonstration :

X(z) =

∞∑

n=−∞
x(n)z−n

=
∞∑

n=−∞
[

∞∑

k=−∞
x1(k)x2(n − k)]z−n

=
∞∑

k=−∞
x1(k)[

∞∑

n=−∞
x2(n − k)z−n]

= (

∞∑

k=−∞
x1(k)z−k)X2(z)

= X1(z)X2(z)

Pour calculer la convolution de deux signaux, il peut être intéressant de multiplier les trans-
formées respectives des deux signaux convolués et de rechercher la transformée en Z inverse
de la transformée résultante.

Soit s(n) la sortie d’un système linéaire invariant de réponse impulsionnelle h(n) soumis à
l’entrée e(n), on a vu au cours du chapitre sur les signaux et systèmes que :

s(n) = e(n) ∗ h(n)

on a alors :

S(z) = E(z)H(z)

2.3 Transformées en Z rationnelles

On entend par transformées en Z rationnelles, l’ensemble des fonctions en Z s’écrivant comme
le ratio de deux polynômes en z−1. Cette classe de fonction correspond aux systèmes linéaires
invariants décrits par une équation aux différences finies.
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2.3.1 Définition des pôles et des zéros

Les zéros d’une transformée en Z, X(z), sont les valeurs de z telles que X(z) = 0.

Les pôles d’une transformée en Z, X(z), sont les valeurs de z telles que X(z) = ∞
Si X(z) est une fonction rationnelle, X(z) peut alors s’écrire sous la forme suivante :

X(z) =
N(z)

D(z)

=
b0 + b1z

−1 + · · · + bMz−M

a0 + a1z−1 + · · · + aNz−N

=

∑M
k=0 bkz

−k

∑N
k=0 akz−k

(2.18)

En supposant a0 6= 0 et b0 6= 0, on peut réécrire l’équation (2.18) de la manière suivante :

X(z) =
b0

a0

z−M

z−N

bM

b0
+ · · · + zM

aN

a0
+ · · · + zN

,
b0

a0
zN−M N1(z)

D1(z)

N1(z) a au plus M racines simples ou multiples en z1 · · · zM .
D1(z) a au plus N pôles simples ou multiples en p1 · · · pN .
On alors réécrire X(z) sous la forme suivante :

X(z) =
b0

a0

z−M

z−N

(z − z1) · · · (z − zM )

(z − p1) · · · (z − pN )

= α
z−M

z−N

∏M
k=1(z − zk)∏N
k=1(z − pk)

avec α , b0
a0

. Il vient alors que :

1. X(z) possède M zéros finis en z1 · · · zM

2. X(z) possède N pôles finis en p1 · · · pN

3. si N > M , X(z) possède N − M zéros en z = 0

4. si N < M , X(z) possède M − N pôles en z = 0

5. il peut aussi y avoir des pôles ou zéros en z = ∞ selon que X(∞) = 0 ou X(∞) = ∞

En suivant la notation précédente, X(z) est complètement déterminé par la position de ses
pôles et de ses zéros ainsi que par le facteur d’amplitude α. Les pôles et zéros reflètent le
comportement du système (ou signal) tandis que le facteur α n’intervient que sur l’amplitude
des signaux.

X(z) peut donc être représentée sous la forme d’un graphique modélisant la position des pôles
et des zéros dans le plan complexe. Par définition, la région de convergence de X(z) exclue
tous les pôles de cette fonction.
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2.3.2 Fonction de transfert d’un système linéaire invariant

Dans le chapitre 4, il sera vu qu’une manière de caractériser un système linéaire invariant
consiste à étudier sa réponse impulsionnelle h(n). Il est donc tout aussi légitime de caractériser
un système par la transformée en Z, H(z), de sa réponse impulsionnelle, encore appelée
fonction de transfert du système.

Lors de l’analyse d’un système donné, on considère le plus souvent h(n) ou H(z) comme
inconnue. A partir d’une entrée connue, e(n), on observe alors la sortie s(n) caractérisée par
sa transformée en Z, S(z). La fonction de transfert du système est alors :

H(z) =
S(z)

E(z)

On a vu que si on prend e(n) = δ(n), on obtient directement s(n) = h(n) ; ce qui devient
dans le plan en Z, E(z) = 1 donc H(z) = S(z)

Si on applique cette approche au systèmes linéaires invariants décrits par une équation aux
différences finies, le système est décrit par la relation suivante :

s(n) = −
N∑

k=1

aks(n − k) +
M∑

k=0

bke(n − k)

Prenons la transformée en Z des membres de l’équation précédente :

S(z) = −
N∑

k=1

akz
−kS(z) +

M∑

k=0

bkz
−kE(z)

ou encore :

S(z)[1 +
N∑

k=1

akz
−k] = E(z)[

M∑

k=0

bkz
−k]

en posant a0 = 1, sans perdre en généralité, on a :

H(z) =
S(z)

E(z)

=

∑M
k=0 bkz

−k

1 +
∑N

k=1 akz−k

=

∑M
k=0 bkz

−k

∑N
k=0 akz−k

(2.19)

L’équation (2.19) met en évidence qu’un système linéaire invariant décrit par une équation
aux différences finies a une fonction de transfert dont la transformée en Z est une fonction
rationnelle. Ceci montre l’intérêt de l’étude des transformées en Z s’écrivant sous la forme de
polynômes rationnels.

La figure 2.2 montre plusieurs versions de représentations de H(z). La forme directe de la
fonction de transfert (figure2.2.a) peut être décomposée en produit ou en somme de fonctions
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de transfert d’ordre inférieur, généralement d’ordre 2. L’équation 2.20 et la figure 2.2.b repré-
sentent la forme parallèle, tandis que l’équation 2.21 et la figure 2.2.c représentent la forme
cascade.

H(z) =
M∑

i=1

Hi(z) =
M∑

i=1

b0 + b1.z
−1 + b2.z

−2

1 + a1.z−1 + a2.z−2
(2.20)

H(z) =
M∏

i=1

Hi(z) =
M∏

i=1

b0 + b1.z
−1 + b2.z

−2

1 + a1.z−1 + a2.z−2
(2.21)

H(z)
E(z) S (z)

a) Forme directe

H1(z)

E(z) S (z)

b) Forme parallèle

H2(z)

HM(z)

. . .

H1(z)
E(z) S (z)

c) Forme cascade

H2(z) HM(z). . .

Fig. 2.2 – Différentes formes de fonctions de transfert en z

2.3.3 Lien entre fonction de transfert et réponse impulsionnelle

La réponse impulsionnelle d’un système linéaire invariant (SLI) est la transformée en z inverse
de H(z).

H(z) =

∞∑

n=0

h(n).z−n (2.22)

Comme en filtrage analogique, la sortie d’un filtre s(n) est le résultat de la convolution du
signal d’entrée représenté de manière temporelle e(n) avec la réponse impulsionnelle du SLI
h(n). On a alors :

s(n) = e(n) ∗ h(n) =

∞∑

k=0

e(k).h(n − k) =

∞∑

k=0

e(n − k).h(k) (2.23)

Dans le cas où e(n) est une impulsion δ(n), on retrouve bien s(n) = h(n).

Exemple 2.9 : Exprimer dans le domaine temporel s(n) en fonction de e(n) et des
hi(n) pour les formes cascade (équation 2.21 et figure 2.2.c) et parallèle (équation
2.20 et figure 2.2.b)
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2.4 Transformée en Z inverse

A partir d’une liste de transformées en Z de signaux élémentaires connus, il peut être ef-
ficace de retrouver des signaux temporels à partir de transformées dérivées des opérateurs
et propriétés décrits précédemment. Cependant, lorsque la transformée ne peut facilement
s’écrire comme la combinaison de transformées élémentaires, il reste les techniques générales
de transformation inverse :

1. l’intégration sur un contour fermé en utilisant le calcul des résidus,

2. le développement en puissance de z et de z−1,

3. le développement en fractions élémentaires.

2.4.1 Transformée inverse par intégration et méthode des résidus

Soit X(z) la transformée en Z du signal x(n). On définit la transformée en Z inverse, la
relation déterminant x(n) à partir de X(z) telle que :

x(n) =
1

2πj

∮

C
zn−1X(z)dz (2.24)

L’intégrale précédente consiste à sommer zn−1X(z) pour des valeurs de z prises sur un contour
fermé du plan complexe qui contient l’origine du plan tout en étant inclus dans le domaine
de convergence de la fonction.
L’équation 2.24 est équivalente à :

x(n) =
∑

Tous les pôles pi de R(z)

Résidus de R(z) aux pôles pi (2.25)

avec R(z) = zn−1X(z) = N(z)
D(z) sous forme fractionnelle.

On notera plutôt :

x(n) =
∑

∀pi∈DCV

Res
(
zn−1X(z), pi

)
(2.26)

avec Res (R(z), pi) le coefficient d’indice −1 dans le développement en série de Laurent de la
fonction R(z) au voisinage de pi.

Le calcul des résidus dépend de la présence de pôles simples ou multiples sur R(z), i.e. dépend
de la présence de zéros simples ou doubles sur D(z).

1. Pôles simples de R(z) : pi tel que D(z)|pi
= 0.

Res (R(z), pi) =
N(z)
d
dz D(z)

(2.27)

Si D(z) = (z − pi)F (z) avec F (pi) 6= 0 alors

d

dz
D(z)|z=pi

=
d

dz
[(z − pi)F (z)]z=pi

= F (z)|z=pi
+ (z − pi)

d

dz
F (z)|z=pi

(2.28)

= F (z)|z=pi
=

D(z)

z − pi
|z=pi

(2.29)
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d’où

Res (R(z), pi) =

[
(z − pi)

N(z)

D(z)

]

z=pi

(2.30)

2. Pôles multiples d’ordre m de R(z).

Si D(z) = (z − pi)
mF (z) avec F (pi) 6= 0 alors

Res (R(z), pi) =
1

(m − 1)!

dm−1

dzm−1

[
(z − pi)

m N(z)

D(z)

]

z=pi

(2.31)

Démonstration :

Soit

R(z) =
N(z)

D(z)
=

N(z)

(z − p)mD1(z)
avec D1(p) 6= 0

R(z)(z − p)m = N(z)
D1(z) est holomorphe au voisinage de p. On effectue un développement

en série entière :

R(z)(z − p)m =
∞∑

n=0

an(z − p)n avec, selon la formule de Taylor,

an =
1

n!

dn

dzn
[R(z)(z − p)m]z=p

R(z) =

∞∑

n=0

an(z − p)n−m

=

∞∑

k=−m

ak+m(z − p)k

Res (R(z), p) est par définition le coefficient am−1 en (z − p)−1 (i.e. pour k = −1) :

Res (R(z), p) =
1

(m − 1)!

dm−1

dzm−1
[(z − p)mR(z)]z=p

Exemple 2.10 : Soit

X(z) =
z

z − e−a
avec a > 0

Il existe un pôle simple p1 = e−a.

x(n) = Res
(
zn−1X(z), p1

)
= Res

(
zn

z − e−a
, p1

)
(2.32)

= zn|z=pi
= e−an.u(n) (2.33)
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Exemple 2.11 : Calculer la TZI de

X(z) =
z

(z − 1)2

X(z) = z−2

2.4.2 Transformée inverse par division polynômiale

Il est possible de calculer la transformée en Z inverse selon les puissances croissantes de z−1

ou selon les puissances décroissantes de z.
S’il est possible d’écrire X(z) comme une série de puissances de z−1, l’unicité de la transfor-
mation directe conduit à prendre les coefficients de la série pour le signal temporel. Si

X(z) =
N(z)

D(z)
=

∞∑

n=−∞
cnz−n

alors
x(n) = cn

On recherche par exemple la réponse impulsionnelle d’un système décrit par l’équation aux
différences suivante :

s(n) = s(n − 3) + e(n)

On trouve aisément :

H(z) =
1

1 − z−3

En utilisant la limite des séries géométriques, on a :

1

1 − z−3
=

∞∑

k=0

(z−3)k

H(z) =

∞∑

k=0

z−3k = 1 + z−3 + z−6 + · · ·

on obtient donc :

h(n) =

∞∑

k=0

δ(n − 3k)

Il s’agit ici d’un cas simple d’utilisation des séries géométriques (développement en série de
Laurent).

Exemple 2.12 : Calculer la TZI de

X(z) =
0.5z

z2 − 1.5z + 0.5
=

0.5z−1

1 − 1.5z−1 + 0.5z−

par division polynômiale selon les puissances croissantes de z−1 et selon les puissances
décroissantes de z
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2.4.3 Transformée inverse par décomposition en fractions rationnelles

L’idée générale de cette approche consiste à trouver pour une fonction X(z) complexe un
développement en fonctions en Z plus simples et pour lesquelles une transformée inverse est
connue. En appliquant le principe de linéarité de la transformée, il est aisé de recomposer le
signal temporel inverse à partir des signaux temporels correspondant à chacune des transfor-
mées élémentaires. En supposant :

X(z) = α1X1(z) + α2X2(z) + · · · + αLXL(z)

On obtient :
x(n) = α1x1(n) + α2x2(n) + · · · + αLxL(n)

La classe des transformées en Z rationnelles peut toujours s’écrire selon ce principe. On écrira
alors :

X(z) = α1
z

z − p1
+ α2

z

z − p2
+ . . . (2.34)

On aura alors par TZI :
x(n) = α1p

n
1 + α2p

n
2 + . . . (2.35)

Il faut toutefois remarquer que pour les TZ l’original le plus simple est celui de z
z−a ⇋ an et

non 1
z−a . De ce fait, il est plus simple de décomposer z−1X(z) que X(z).

z−1X(z) = α1
1

z − p1
+ α2

1

z − p2
+ . . . (2.36)

Les formes élémentaires des fonctions Xi(z) sont le plus souvent des formes telles que définies
selon le tableau suivant :

Type Xi(z) xi(n)

polynomial en z
∑

k c−k
k

∑
k ckδ(n − k)

pôle réel simple 1
1−pz−1 pnu(n)

pôle réel double pz−1

(1−pz−1)2
npnu(n)

pôle réel double 1
(1−pz−1)2

(n + 1)pnu(n)

pôle réel triple p2z−1

(1−pz−1)3
n(n−1)

2 pnu(n)

pôle complexe conjugué r sin(ω0)z
(z−reiω0)(z−re−iω0 )

rn sin(ω0n)u(n)

2.5 Transformées en Z et en Z inverse de fonctions usuelles

Le tableau 2.1 résume les transformées en Z et en Z inverse des fonctions les plus utilisées en
traitement du signal. T est la période d’échantillonnage du signal transformé dans lequel on
a posé t = nT .
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x(t) x(n) X(z)

δ(n) 1

δ(n − k) z−k

u(t) u(n)
z

z − 1

t n
Tz

(z − 1)2

1

2
t2 1

2(nT )2
T 2z(z + 1)

2(z − 1)3

a
t
T an z

z − a

e−at e−anT z

z − e−aT

sin ω0t sin ω0nT
z sin ω0T

z2 − 2z cos ω0T + 1

cos ω0t cos ω0nT
z(z − cos ω0T )

z2 − 2z cos ω0T + 1

e−at sin ω0t e−at sinω0nT
ze−aT sinω0T

z2 − 2ze−aT cos ω0T + e−2aT

e−at cos ω0t e−at cos ω0nT
z2 − ze−aT cos ω0T

z2 − 2ze−aT cos ω0T + e−2aT

ax1(t) + bx2(t) ax1(n) + bx2(n) aX1(z) + bX2(z)

x(t − kT ) x(n − k) z−kX(z)

Tab. 2.1 – Tables des transformées en Z de fonctions usuelles. T est la période d’échantillon-
nage du signal transformé dans lequel on a posé t = nT .
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Chapitre 3

Transformée de Fourier d’un signal

discret

Nous avons vu au cours du chapitre sur les signaux et systèmes que la transformée de Fourier
de deux signaux convolués correspond à la multiplication des transformées des deux signaux
pris séparément. Comme l’opérateur de convolution est un opérateur fondamental dans l’ana-
lyse des systèmes de traitement du signal, il est donc important de disposer de solutions
algorithmiques efficaces pour cet opérateur.

Pour une transformée de Fourier à temps discret la variable temps est discrète, donc peut
être représentée sur un calculateur tandis que la variable fréquence est une variable continue
qu’il faut aussi discrétiser. En fait sur un calculateur, un signal temporel, est une séquence de
longueur finie, par exemple N points. Il n’est pas nécessaire d’avoir une précision infinie dans
le domaine fréquentiel ; N points fréquentiels suffisent pour contenir l’information du signal
temporel.

La Transformée de Fourier Discrète, TFD (ou DFT pour Discrete Fourier Transform), est
donc l’outil définissant le cadre de calcul d’une transformée de Fourier à temps discret et à
fréquences discrètes.

3.1 Rappels sur les signaux continus

Soit un signal analogique xa(t) dont la transformée de Fourier est définie par :

Xa(jω) =

∫ ∞

−∞
xa(t)e

−jωtdt (3.1)

avec ω = 2πf .

On retrouve le signal temporel à partir de sa transformée par la transformée de Fourier inverse
définie par la relation suivante :

xa(t) =
1

2π

∫ ∞

−∞
Xa(jω)ejωtdω (3.2)

31
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Ω2π

|H(ejΩ)|

π

Fig. 3.1 – TF d’un signal non périodique

3.2 Signaux discrets non périodiques

Pour un signal x(n) discret quelconque non périodique, sa transformée de Fourier (TF ) s’écrit :

X(ejΩ) =

∞∑

n=−∞
x(n)e−jΩn (3.3)

On parlera également de Transformée de Fourier à Temps Discret (TFTD ou DTFT en
Anglais).
X(ejΩ) peut être exprimé à partir de la transformée en Z par la relation :

X(ejΩ) =
∞∑

n=−∞
x(n)z−n

∣∣
z=ejΩ = X(z)|z=ejΩ (3.4)

Cette équation implique que le TF n’existe que si le cercle unité, caractérisé par z = ejΩ

(|z| = 1), appartient au domaine de convergence de X(z) (|z| > r avec r < 1 pour une TZ
monolatérale).

X(Ω), que l’on notera donc X(ejΩ), est périodique de période 2π. Ceci implique que le spectre

d’un signal discret est périodique (voir l’exemple figure 3.1).

Si x(n) est une suite réelle, alors des propriétés de symétrie existent : |X(ejΩ)| est paire et
Arg X(ejΩ) est impaire.

Ces propriétés de périodicité et de symétrie sur le spectre d’un signal discret sont importantes
pour représenter graphiquement le module et l’argument de la TF

La TF inverse est obtenue à partir de la transformée en Z inverse de X(z).

x(n) = TZ−1 [X(z)] =
1

2jπ

∮

C
zn−1X(z)dz =

1

2jπ

∮

C
znX(z)

dz

z
(3.5)
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pour des valeurs de z prises sur un contour fermé du plan complexe qui contient l’origine du
plan tout en étant inclue dans le domaine de convergence de la fonction.

Si

z = ejΩ

alors le contour est le cercle unité et Ω varie de 0 à 2π (ou de −π à π).

dz

z
= j ejΩ

︸ ︷︷ ︸
dz

e−jΩ
︸︷︷︸

1
z

dΩ = jdΩ

A partir de l’équation 3.5, on obtient alors la définition de la transformée de Fourier inverse :

x(n) =
1

2π

∫ 2π

0
X(ejΩ)ejnΩdΩ =

1

2π

∫ π

−π
X(ejΩ)ejnΩdΩ (3.6)

Dans le cas où on utilise la variable fréquence f , la TF s’écrit :

X(f) = X(ej2πfT ) =
∞∑

n=−∞
x(n)e−j2πfnT (3.7)

La période de X(f) est maintenant de fe = 1/T . Le spectre d’un signal discret est périodique
de période fe. La transformée inverse s’écrit :

x(n) =
1

fe

∫ fe

0
X(f)ej2πfnT df (3.8)

Exemple 3.1 : Soit le signal x(n) = anu(n) avec |a| < 1, déterminer sa TF X(ejΩ).
Tracer son module et son argument.
Retrouver x(n) par TF inverse de X(ejΩ).

Exemple 3.2 : Démontrer que les équations 3.3 et 3.6 sont inverses l’une de l’autre.

3.3 Signaux discrets périodiques

Pour un signal xp(n) discret périodique de période N , une décomposition en série de Fourier
doit être utilisée sous la forme :

Xp(k) =

N−1∑

n=0

xp(n).e(−2jπ n.k
N

), k = 0, 1 . . . N − 1 (3.9)

xp(n) =
1

N

N−1∑

k=0

Xp(k).e(2jπ n.k
N

), n = 0, 1 . . . N − 1 (3.10)



34 Transformée de Fourier d’un signal discret

Sa transformée de Fourier s’écrit alors :

Xp(e
jΩ) =

2π

N

∞∑

k=−∞
Xp(k)δ

(
Ω − k

2π

N

)
(3.11)

Exemple 3.3 : Soit le signal xp(n) = sin 2πn/N0, déterminer les coefficients Xp(k)
de la série de Fourier et en déduire sa TF Xp(e

jΩ).
Tracer son module et son argument.
Retrouver x(n) par TF inverse de X(ejΩ).

3.4 Conditions d’existence de la transformée de Fourier

Déterminer la classe de signaux qui peuvent être représentés par l’équation 3.6 est équivalent
à considérer la convergence de la somme infinie de l’équation 3.3. La condition suivante :

|X(ejΩ)| < ∞ ∀Ω

doit être satisfaite, avec X(ejΩ) la limite quand M → ∞ de la somme finie 3.12

XM (ejΩ) =

M∑

n=−M

x(n)e−jΩn (3.12)

Une condition suffisante peut être déterminée comme suit :

|X(ejΩ)| =

∣∣∣∣∣

∞∑

n=−∞
x(n)e−jnΩ

∣∣∣∣∣

≤
∞∑

n=−∞
|x(n)||e−jnΩ|

≤
∞∑

n=−∞
|x(n)| < ∞

Donc, si x(n) est absolument sommable, alors sa TF X(ejΩ) existe. De plus, la série converge
uniformément vers une fonction continue de Ω. Comme une séquence (respectivement un
système) stable est, par définition, absolument sommable, alors toute séquence stable (res-
pectivement tout système stable) ont une transformée de Fourier (respectivement une réponse
fréquentielle) continue et finie. Cette condition est donc également vérifiée pour les séquences
de durée finie.

Exemple 3.4 : Soit le signal x(n) = anu(n), déterminer la condition d’existence de
sa TF X(ejΩ).
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La condition absolument sommable est suffisante et garantit une convergence uniforme. Cer-
taines séquences ne sont pas absolument sommables mais sont de carré sommable (ou à énergie
finie), i.e.

∞∑

n=−∞
|x(n)|2 < ∞ (3.13)

Ces séquences peuvent être représentées par une transformée de Fourier mais sans convergence
uniforme de la somme infinie définissant X(ejΩ). Dans ce cas, il y aura convergence des
moindres carrés définie par :

lim
M→∞

∫ π

−π
|X(ejΩ) − XM (ejΩ)|2dΩ = 0 (3.14)

Cela signifie que l’erreur |X(ejΩ)−XM (ejΩ)| ne tend pas vers 0 quand M → ∞ mais que par
contre l’énergie de l’erreur tend vers 0. L’exemple suivant illustre ce cas sur le phénomène de
Gibbs (voir détail dans l’exemple suivant).

Certaines séquences ne sont ni absolument sommables, ni de carré sommables. Cependant il
est utile de pouvoir les représenter par leur transformée de Fourier. Le tableau 3.1 donne par
exemple les TF des signaux : x(n) = 1, x(n) = u(n), x(n) = ejΩ0n.
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Fig. 3.2 – Mise en évidence du phénomène de Gibbs en Ω = Ωc. HM(ejΩ) est représentée
pour différentes valeurs de M . Ω = 2πF
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Exemple 3.5 : Phénomène de Gibbs sur un filtre passe bas idéal.
Soit le filtre passe-bas idéal de période 2π défini par :

H(ejΩ) =

{
1, |Ω| < Ωc

0, Ωc < |Ω| ≤ π
(3.15)

La réponse impulsionnelle peut être trouvée par TF inverse. On obtient :

h(n) =
sin nΩc

nπ
, −∞ < n < ∞. (3.16)

h(n) n’est pas un signal causal. h(n) n’est pas absolument sommable car H(ejΩ) est
discontinue en Ωc. Par conséquent, la somme infinie

∞∑

n=−∞

sin nΩc

nπ
e−jnΩ

ne converge pas uniformément pour toutes le valeurs de Ω. Soit la somme finie

HM(ejΩ) =

M∑

n=−M

sinnΩc

nπ
e−jnΩ,

on peut facilement montrer que HM (ejΩ) s’exprime par :

HM (ejΩ) =
1

2π

∫ Ωc

−Ωc

sin [(2M + 1)(Ω − θ)/2]

sin [(Ω − θ)/2]
dθ

La fonction HM (ejΩ) est représentée figure 3.2 pour différentes valeurs de M . On
peut constater que, lorsque M augmente, les oscillation présentes à Ω = Ωc (souvent
appelées phénomène de Gibbs) sont plus rapides, mais leur amplitude ne décrôıt
pas. En fait, il peut être démontré que lorsque M → ∞ l’amplitude maximale
des oscillations ne tend pas vers zéro mais converge vers une amplitude localisée
en Ω = Ωc. Par conséquent, la somme infinie ne converge pas uniformément vers
la fonction discontinue H(ejΩ) de l’équation 3.15. Cependant, h(n) est de carré
sommable et HM (ejΩ) converge au sens des moindres carrés vers H(ejΩ), i.e.

lim
M→∞

∫ π

−π
|H(ejΩ) − HM (ejΩ)|2dΩ = 0

L’erreur entre limM→∞ HM(ejΩ) et H(ejΩ) est importante dans ce cas. C’est l’effet
de la troncature temporelle qui sera défini dans le cours de Traitement Numérique
du Signal en deuxième année.

3.5 Propriétés de la transformée de Fourier

Les principales propriétés de la TF sont énumérées ci dessous.
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– Linéarité ou superposition

a.x(n) + b.y(n) ⇋ a.X(ejΩ) + b.Y (ejΩ)

– Décalage en temps-fréquence

x(n − n0) ⇋ e−jn0ΩX(ejΩ)

x(n)ejnΩ0 ⇋ X(ej(Ω−Ω0))

– Dérivation en fréquence

n.x(n) ⇋ j
dX(ejΩ)

dΩ

– Produit de convolution

x1(n) ∗ x2(n) =
∞∑

i=−∞
x1(i) ∗ x2(n − i) ⇋ X1(e

jΩ).X2(e
jΩ)

∞∑

n=−∞
x1(n) ∗ x2(n) ⇋

1

2π

∫ π

−π
X1(e

jΩ).X∗
2 (ejΩ)dΩ

– Théorème du fenêtrage (ou de la modulation)

x1(n).x2(n) ⇋
1

2π

∫ π

−π
X1(e

jΘ).X2(e
j(Ω−Θ))dΘ

– Théorème de Parseval (conservation de la puissance d’un signal)

∞∑

i=−∞
|x(i)|2 =

1

2π

∫ π

−π
|X(ejΩ)|2dΩ

– Propriétés de symétrie
x(n) ∈ R ⇋ X(ejΩ) = X∗(e−jΩ)

Si x(n) est une suite réelle, alors sa TF est symétrique conjuguée. Cela implique que sa
partie réelle et son module sont pairs, et que sa partie imaginaire et sa phase (ou argument)
sont impaires.

x(−n) ⇋ X(e−jΩ)

x(−n) ⇋ X∗(ejΩ), si x(n) ∈ R

– Densité spectrale d’énergie
Pour des signaux à énergie finie : E(∞) =

∑∞
n=−∞ |x(n)|2 < ∞, on définit la densité

spectrale d’énergie par la relation :

SE(f) = |X(ej2πfT )|2 (3.17)
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x(n) X(ejΩ)

δ(n) 1

δ(n − n0) e−jΩn0

1

∞∑

k=−∞
2πδ(Ω + 2πk)

u(n)
1

1 − e−jΩ
+

∞∑

k=−∞
πδ(Ω + 2πk)

anu(n) (|a| < 1)
1

1 − ae−jΩ

(n + 1)anu(n) (|a| < 1)
1

(1 − ae−jΩ)2

x(n) =

{
1 si 0 ≤ n ≤ N
0 ailleurs

sin (Ω(N + 1)/2)

sin(Ω/2)
e−jΩN/2

sinΩcn

πn
X(ejΩ) =

{
1 si |Ω| < Ωc

0 si Ωc < |Ω| < π

ejΩ0n
∞∑

k=−∞
2πδ(Ω − Ω0 + 2πk)

cos(Ω0n + φ)

∞∑

k=−∞
[πe−jφδ(Ω + Ω0 + 2πk) + πejφδ(Ω − Ω0 + 2πk)]

sin(Ω0n + φ) j

∞∑

k=−∞
[πe−jφδ(Ω + Ω0 + 2πk) − πejφδ(Ω − Ω0 + 2πk)]

Tab. 3.1 – Tables des principales transformées de Fourier

Le tableau 3.1 donne les transformées de Fourier des fonctions les plus utilisées en traitement
du signal. T est la période d’échantillonnage.

3.6 Transformée de Fourier Discrète

3.6.1 Définition

Si un signal est défini par N échantillons temporels, la transformée de Fourier Discrète est une
transformée qui opère sur N points fréquentiels définis par la série des pulsations suivantes :

Ωk =
2πk

N
, k = 0, 1, · · · , N − 1

La transformée de Fourier Discrète (TFD) d’un signal x(n) à temps limité de longueur N est
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donc définie par la relation suivante :

X(k) =
N−1∑

n=0

x(n)e−j 2πkn
N

n

x(n)

N-1

Pas temporel : T=1/Fe

k

X(k)

N-1

Pas fréquentiel : 1/NT=Fe/N

TFD

Fig. 3.3 – TFD d’un signal discret à durée limitée

La figure 3.3 illustre la relation entre les pas fréquentiels et temporels. Étant donnée la défi-
nition de N permettant une reconstruction du signal temporel par sa transformée inverse, on
peut aussi écrire :

X(k) =

N−1∑

n=0

x(n)e−j 2πkn
N , k = 0, · · · , N − 1 (3.18)

On a la transformée de Fourier discrète inverse définie par :

x(n) =
1

N

N−1∑

k=0

Xke
j 2πkn

N , n = 0, · · · , N − 1 (3.19)

3.6.2 Propriétés

Les principales propriétés de la TFD sont énumérées ci dessous.
– Linéarité
– Décalage en temps-fréquence

x(n − n0) ⇋ e−2jπ
kn0
N X(k)

– Produit de convolution circulaire

x1(n) ⊛ x2(n) =

N−1∑

i=0

x1(i) ∗ x2(n − i) ⇋ X1(k).X2(k)

avec x1(n) et x2(n) des signaux périodiques de période N .
– Théorème de Parseval (conservation de la puissance d’un signal)

1

N

N−1∑

n=0

|x(i)|2 =
N−1∑

k=0

|X(k)|2

– Propriétés de symétrie
x(n) ∈ R ⇋ X(k) = X∗(N − k)
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Un autre intérêt de cette transformée réside dans un calcul d’une somme finie de termes qui
peut être particulièrement efficace si N est une puissance de 2, (Fast Fourier Transform,
FFT ) [BP85].

3.6.3 Relation entre TFD et transformée de Fourier

Soit un signal x(n) quelconque, qu’il soit à temps limité ou non, périodique ou apériodique,
on peut alors énoncer les propriétés suivantes.

1. Pour un signal x(n) périodique de période N , les valeurs X(k) de la TFD sont les
coefficients de la décomposition en série de Fourier du signal. La TFD est un calcul
exact.

2. Pour un signal x(n) quelconque, on a :

xp(n) = x(n), pour n = 0, · · · , N − 1

Donc si on prend un signal à temps discret quelconque, on effectue une TFD sur N
échantillons, puis une TFD inverse sur N points, on obtient exactement le signal d’ori-
gine pour l’intervalle 0 ≤ n ≤ N − 1.

3. Si x(n) est à temps limité avec L ≤ N , on a alors :

Xk = X(Ω)|Ω= 2πk
N

Il est dans ce cas possible de trouver la transformée de Fourier discrète d’un signal, en

évaluant sa transformée en z sur le cercle unité, c’est-à-dire en prenant z = ej 2πk
N .

Il est aussi possible d’exprimer X(z) en fonction des Xk, on a :

X(z) =
(1 − z−N )

N

N−1∑

k=0

Xk

1 − e−j 2πk
N z−1

4. Si x(n) n’est pas à temps limité, il existe toujours une relation en le spectre discret et
le spectre continu mais qu’il est difficile d’interpréter. Comme la plupart du temps, on
souhaite interpréter directement les Xk comme des composantes fréquentielles du signal
on se débrouillera pour ne ne traiter que des signaux à temps limité (fenêtrage).

La transformée de Fourier Discrète est un outil efficace permettant de calculer la Transformée
de Fourier à temps discret d’un signal à temps limité x(n). La Transformée de Fourier Discrète
est souvent utilisée pour des opérations de filtrage sous une forme rapide.

3.7 Échantillonnage du domaine Fréquentiel

Pour un signal x(n) quelconque, sa Transformée de Fourier à Temps Discret (TFTD) est
donnée à l’équation 3.3. On échantillonne maintenant la TFTD en N points fréquentiels, tels
que :

Xk , X(
2π

N
k) =

∞∑

n=−∞
x(n)e−j 2πkn

N
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Essayons maintenant de trouver la relation qu’il peut y avoir entre le signal x(n) et sa Trans-
formée de Fourier Discrète (TFD) définie par la séquence des nombres Xk. Pour cela, on
découpe la somme infinie de l’équation précédente en blocs de N points et on effectue un
changement de variable.

Xk =

∞∑

n=−∞
x(n)e−j 2πkn

N

=

∞∑

l=−∞

lN+N−1∑

n=lN

x(n)e−j 2πkn
N

=

∞∑

l=−∞

N−1∑

n=0

x(n + lN)e−j 2πk(n+lN)
N

=
∞∑

l=−∞

N−1∑

n=0

x(n + lN)e−j 2πkn
N

=

N−1∑

n=0

∞∑

l=−∞
x(n + lN)e−j 2πkn

N

=
N−1∑

n=0

∞∑

l=−∞
x(n − lN)e−j 2πkn

N

On trouve donc :

Xk =

N−1∑

n=0

[

∞∑

l=−∞
x(n − lN)]e−j 2πkn

N

Soit encore :

Xk =

N−1∑

n=0

xp(n)e−j 2πkn
N où xp(n) ,

∞∑

l=−∞
x(n − lN)

On constate donc par l’équation précédente que le signal xp(n) est un signal périodique, et
plus précisément :

xp(n + N) = xp(n)

Puisque le signal xp(n) est périodique, il peut s’exprimer comme une série de Fourier. Il est
donc possible de retrouver les échantillons xp(n) à partir de la séquence Xk par une série de
Fourier à temps discret :

xp(n) =
N−1∑

k=0

cke
j 2πkn

N avec ck =
1

N

N−1∑

n=0

xp(n)e−j 2πkn
N

En comparant les coefficients de la série de Fourier et ceux de la TFTD, on obtient :

ck =
1

N
Xk

On obtient donc xp(n) à partir des Xk selon la relation suivante :

xp(n) =
1

N

N−1∑

k=0

Xke
j 2πkn

N
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Il faut bien voir qu’il s’agit d’une relation entre xp(n) et la séquence des Xk, il faut déterminer
la relation entre xp(n) et x(n).
Cette relation s’interprète de la même manière que les versions répliquées du spectre d’un si-
gnal analogique lorsqu’on effectue un échantillonnage temporel de ce signal. Ici, le signal xp(n)
est une somme de répliques du signal ”de base” x(n). On observe alors le même problème de
reconstruction que lors de la discrétisation de la variable temporelle, c’est-à-dire, si les échan-
tillons se recouvrent entre deux séquences consécutives, on est en présence de recouvrement
dit temporel ou time aliasing.
Il existe un cas particulier où les sommes décalées dans la construction de xp(n) ne se re-
couvrent pas ; il s’agit des signaux à temps limité. On définit un signal à temps limité un
signal x(n) de durée L, prenant des valeurs non nulles seulement dans l’intervalle [0 · · ·L−1].
Ainsi, si x(n) est un signal à temps limité de durée L, tel que N ≥ L, il est possible de
retrouver x(n) à partir de xp(n) en isolant une séquence particulière :

x(n) =

{
xp(n) si 0 ≤ n ≤ L − 1
0 sinon

Puisqu’on a reconstruit le signal d’origine x(n) à partir de sa TFD, séquence des valeurs Xk, il
n’est pas interdit maintenant de calculer par une TFTD le spectre de x(n) pour des fréquences
continues, X(ω). Il existe une formule de passage directe entre les Xk et X(ω),−π ≤ ω ≤ π :
il s’agit de la formule d’interpolation de Dirichlet [OS99].
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Chapitre 4

Systèmes discrets

4.1 Introduction

Un système à temps discret est un système qui transforme un signal d’entrée à temps discret,
appelé signal d’excitation, en un signal de sortie à temps discret, appelé signal de réponse.

Un signal d’entrée e(n) est transformé en un signal de sortie s(n) :

s(.) = T [e(.)]

Il faut comprendre la notation précédente comme la transformation de la séquence complète
e(n). On distingue les systèmes à temps discret sans effet de mémoire et les systèmes dy-
namiques. Un système à temps discret sans effet de mémoire est un système pour lequel un
échantillon de sortie d’instant n ne dépend que de l’échantillon d’entrée du même instant.
Dans tous les autres cas, il y a un effet de mémoire et le système est dit dynamique.

Les systèmes pour lesquels le comportement entre le signal d’entrée et le signal de sortie
n’évolue pas en fonction du temps sont faciles à analyser. Un système est dit invariant en
temps (ou au décalage) si et seulement si :

e(n)
T−→ s(n) ⇒ e(n − k)

T−→ s(n − k) ∀ e(.), ∀ k ∈ (N)

Un système est linéaire si et seulement si :

T [a × e1(n) + b × e2(n)] = a × T [e1(n)] + b × T [e2(n)] ∀ e1(.) ∀ e2(.) ∀ (a, b)

Un système linéaire conserve donc l’opérateur d’addition et de multiplication.

Un système est causal si la sortie s(n) à n’importe quel instant n dépend seulement des
échantillons passés et de l’échantillon présent du signal d’entrée.

4.2 Systèmes linéaires invariants

Il s’agit d’une classe de système largement utilisée en traitement du signal. On suppose un
tel système linéaire et invariant dans le temps. L’hypothèse de linéarité conduit au principe
de superposition dû à la conservation de l’opérateur d’addition par la transformation ; cette
hypothèse simplifie grandement les études analytiques des systèmes numériques.

La stratégie générale d’analyse d’un système linéaire invariant est la suivante :

45
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1. Décomposition du signal d’entrée en une somme de signaux ou fonctions de base.

e(n) =
∑

k

αke
b
k(n)

2. Etude de la réponse du système pour l’ensemble des fonctions de base.

sb
k(n) = T [eb

k(n)]

3. Recomposition de la sortie en appliquant le principe de superposition.

s(n) =
∑

k

αks
b
k(n)

L’intérêt d’une telle approche est de s’appuyer sur un ensemble de fonctions de base possé-
dant des caractéristiques intéressantes connues (fonction δ(n) et l’exponentiel complexe par
exemple).

4.2.1 Représentation d’un signal

Appliquons le premier point énuméré précédemment en utilisant des signaux δ comme fonction
de base. Soit e(n) un signal numérique quelconque que l’on cherche à représenter uniquement
avec un ensemble de fonctions δ(n).

Développons le signal e(n) :

e(n) = · · · , e(−2), e(−1), e(0), e(1), e(2) · · ·

On rappelle que δ(n) vaut 1 si n = 0, 0 sinon ; une somme de fonction δ(n) qui ne se recouvre
pas sur le même indice vaut soit 1, soit 0.

On peut donc écrire :

... =
...

e(−1) = · · · + 0.e(−2) + 1.e(−1) + 0.e(0) + 0.e(1) + 0.e(2) + · · ·
e(0) = · · · + 0.e(−2) + 0.e(−1) + 1.e(0) + 0.e(1) + 0.e(2) + · · ·
e(1) = · · · + 0.e(−2) + 0.e(−1) + 0.e(0) + 1.e(1) + 0.e(2) + · · ·

... =
...

Le signal e(n) s’écrit alors :

e(n) =

+∞∑

k=−∞
e(k)δ(n − k)
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4.2.2 Système linéaire invariant

Soit maintenant un système linéaire (SL) transformant un signal d’entrée e(n) en un signal
de sortie s(n) :

s(n) = T [e(n)]

s(n) = T [

+∞∑

k=−∞
e(k)δ(n − k)]

s(n) =

+∞∑

k=−∞
T [e(k)δ(n − k)]

s(n) =
+∞∑

k=−∞
e(k)T [δ(n − k)]

On pose :

hk(n) = T [δ(n − k)]

En plus d’être linéaire, si le système est invariant, hk(n) ne dépend plus de k, donc :

h(n) = T [δ(n)]

Pour un système linéaire invariant (SLI), on obtient alors la relation suivante entre signal
d’entrée et de sortie :

s(n) =
+∞∑

k=−∞
e(k)h(n − k)

Un système linéaire invariant est donc entièrement caractérisé par sa réponse impulsionnelle
h(n).

Cette opération d’accumulation de termes multiplicatifs porte le nom de convolution et se
note ∗, on a :

s(n) = e(n) ∗ h(n)

Par un simple changement de variable sous le signe somme, il est simple de montrer qu’il
s’agit d’une opération commutative, on a :

s(n) = e(n) ∗ h(n) = h(n) ∗ e(n)
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Exemple 4.1 : Exemple de convolution
Soit la réponse impulsionnelle h(n) d’un système linéaire invariant telle que :

h(n) =

{
an si n ≥ 0
0 si n < 0

ou encore :
h(n) = anu(n)

Ce signal est représenté en haut et à gauche de la figure 4.1.
Étudions la réponse d’un tel système à l’entrée suivante :

e(n) = u(n) − u(n − N)pour N fixé

On trouvera en haut et à droite de la figure 4.1 une représentation de ce signal.
On peut distinguer 3 cas :

1. Pour n < 0, h(n − k) et e(n) n’ont aucun échantillon non nuls en commun
donc s(n) = 0 pour n < 0

2. Pour 0 ≤ n < N , on a un recouvrement d’échantillons non nuls pour 0 ≤ k < n,
donc pour 0 ≤ n < N on obtient :

s(n) =
n∑

k=0

an−k = an 1 − a−(n+1)

1 − a−1

3. Pour n ≥ N , on a n recouvrements d’échantillons non nuls pour 0 ≤ k < N ,
donc pour n ≥ N on a :

s(n) =
N−1∑

k=0

an−k = an 1 − a−N

1 − a−1

La réponse du système est représentée en bas de la figure 4.1.

4.2.3 Stabilité

Un système est stable si à une entrée bornée correspond une sortie bornée. Soit h(n) la ré-
ponse impulsionnelle d’un système linéaire invariant, la condition de stabilité d’un tel système
s’écrit :

+∞∑

k=−∞
|h(k)| < +∞

Démonstration :

”⇒” :

Soit un signal e(n) borné, c’est-à-dire :

∃M < +∞ tq |e(n)| < M ∀ n
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Fig. 4.1 – En haut à gauche, réponse impulsionnelle du système, au haut à droite entrée du
système, en bas, signal de réponse du système à l’entrée
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Par l’opération de convolution (2ème forme) on obtient :

|s(n)| = |
+∞∑

k=−∞
h(k)e(n − k)|

En utilisant l’hypothèse d’une entrée bornée :

|s(n)| ≤ M
+∞∑

k=−∞
|h(k)| < +∞

”⇐” :
Il suffit d’un contre-exemple pour valider ce sens de la démonstration. Soit la sortie d’un sys-
tème linéaire invariant supposée bornée, on suppose de plus le système instable, on recherche
alors une entrée bornée.
Soit l’entrée :

e(n) =

{
h∗(−n)
|h(n)| si h(n) 6= 0

0 si h(n) = 0

Pour n = 0 (un échantillon contre exemple suffit) on obtient :

s(0) =

+∞∑

k=−∞
e(−k)h(k) =

+∞∑

k=−∞

h∗(k)h(k)

|h(k)|

s(0) =

+∞∑

k=−∞

|h(k)|2
|h(k)| = +∞

�

4.2.4 Causalité

Un système est causal si un changement en sortie ne précède pas un changement en entrée.
Soient deux signaux d’entrée e1(n) et e2(n) ainsi que leurs sorties respectives s1(n) et s2(n),
un système est causal si et seulement si ∃n0 tel que si e1(n) = e2(n) pour n < n0 alors
s1(n) = s2(n) pour n < n0.
Un système linéaire invariant est causal si et seulement si h(n) = 0 pour n < 0.
Un séquence est causale si les échantillons de cette séquence sont nuls pour n < 0.

4.3 Représentation temporelle des systèmes discrets

4.3.1 Produit de convolution

La section 4.2.2 a déjà montré que la sortie d’un système discret pouvait se formuler de la
manière suivante :

s(n) =

+∞∑

k=−∞
e(k)h(n − k) = e(n) ∗ h(n) (4.1)

s(n) =
+∞∑

k=−∞
h(k)e(n − k) = h(n) ∗ e(n) (4.2)
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Un système discret est donc entièrement caractérisé par sa réponse impulsionnelle h(n). L’opé-
ration ∗ liant la sortie s(n) à l’entrée e(n) et à la réponse impulsionnelle du système h(n) est
appelée produit de convolution.

4.3.2 Equation aux différences finies

Les équations de convolution développées au cours des paragraphes précédents font intervenir
des sommes infinies de termes. Si la réponse impulsionnelle possède un nombre infini de termes
il est difficilement envisageable de mettre en oeuvre cette convolution sur un calculateur. Mais,
il cependant possible pour certaines classes de réponses impulsionnelles infinies de développer
la convolution sous la forme d’une récursion. La relation entre l’entrée et la sortie est une
combinaison linéaire à coefficients constants (et en nombre fini) des échantillons d’entrée et
de sortie.

Une équation aux différences finies peut s’écrire sous la forme :

s(n) = −
N∑

k=1

aks(n − k) +

M∑

k=0

bke(n − k)

Un système régit par une équation aux différences finies du type précédent est linéaire, inva-
riant et causal. Si N ≥ 1 :

– un échantillon de sortie au temps n, s(n) dépend des N précédents échantillons de sortie
s(n − 1) · · · (n − N),

– un tel système est dit récursif,
– la réponse impulsionnelle est infinie, RII, ou IIR en anglais (Infinite Impulse Response).

Si N = 0 :

– la sortie s(n) dépend seulement de l’entrée courante e(n) et de ses M échantillons précédents,
– le système est dit non-récursif,
– la réponse impulsionnelle est finie, RIF, ou FIR en anglais (Finite Impulse Response).

La réponse impulsionnelle d’un système RIF est donnée par :

h(n) =

M∑

k=0

bkδ(n − k)

c’est-à-dire par la séquence des {bk}.
Puisque qu’étudier un système linéaire invariant revient à étudier sa réponse impulsionnelle, le
cas particulier d’une réponse impulsionnelle mise sous la forme d’une équations aux différences
finies consiste à étudier un système linéaire d’équations, c’est-à-dire à en extraire les racines
du polynôme caractéristique. Ceci sera effectué de manière efficace en utilisant la transformée
en Z.

4.3.3 Fonction de transfert en z

La fonction de transfert H(z) d’un système est définie par :

H(z) =
S(z)

E(z)
(4.3)

H(z) est également la transformée en Z de la réponse impulsionnelle h(n) du système.
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4.3.3.1 Cas général

Dans le cas général, H(z) peut être obtenue à partir de l’équation aux différences (voir section
2.3.2). On a alors :

H(z) =

∑M
k=0 bkz

−k

1 +
∑N

k=1 akz−k
=

N(z)

D(z)
(4.4)

En multipliant N(z) et D(z) par zN on obtient :

H(z) =

∑M
k=0 bkz

N−k

zN +
∑N

k=1 akzN−k
(4.5)

ou en faisant apparâıtre les pôles et les zéros :

H(z) = b0z
N−M

∏M
i=1(z − zi)∏N
i=1(z − pi)

= b0

∏M
i=1(1 − ziz

−1)
∏N

i=1(1 − pi)z−1
(4.6)

L’équation précédente permet de tracer dans le plan complexe le diagramme des pôles et des
zéros.

4.3.3.2 Systèmes tout zéros

Un système tout zéros est un système dont la transformée en Z s’exprime sous la forme de
l’équation (2.19) avec N = 0, c’est-à-dire pour lequel a1 = a2 = · · · = aN = 0.
La fonction de transfert devient :

H(z) =
M∑

k=0

bkz
−k =

1

zM

M∑

k=0

bkz
M−k

Le polynôme numérateur possède M racines. La réponse impulsionnelle de ce système est de
type finie (RIF ou FIR).

4.3.3.3 Systèmes tout pôles

Un système tout pôles est un système dont la transformée en z s’exprime sous la forme de
l’équation (2.19) avec M = 0, c’est-à-dire pour lequel b1 = b2 = · · · = bM = 0.
La fonction de transfert devient :

H(z) =
b0

1 +
∑N

k=1 akz−k
=

b0z
N

∑M
k=0 akzN−k

Le polynôme dénominateur possède N racines. La réponse impulsionnelle de ce système est
de type infinie (RII ou IIR).
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4.4 Analyse des systèmes discrets par la transformée en Z

L’objet de ce paragraphe est d’étudier le comportement des systèmes linéaires invariants
par l’analyse de leur fonction de transfert décrite par une fonction en Z. Il s’agit donc de
caractériser la sortie d’un système en fonction d’une entrée et de spécifier les conditions de
stabilité d’un tel système.

4.4.1 Réponse d’un système décrit par une fonction rationnelle

Soit le système décrit par l’équation suivante :

S(z) = H(z)E(z)

Il s’agit de caractériser s(n). On suppose que H(z) peut s’écrire sous la forme d’une fraction
de polynômes en z, c’est-à-dire :

H(z) =
N(z)

D(z)

On suppose de plus que la transformée de l’entrée du système E(z) s’écrit par une fraction
de polynômes :

E(z) =
P (z)

Q(z)

On a donc :

S(z) =
N(z)P (z)

D(z)Q(z)

Le signal de sortie est donc caractérisé par une transformée rationnelle.

Supposons :

– les pôles du système sont uniques, p1 · · · pN ,
– les pôles de l’entrée sont uniques, q1 · · · qL,
– les pôles du système et de l’entrée sont différents,
– les zéros du système et de l’entrée diffèrent de l’ensemble des pôles.

On peut alors écrire Y (z) sous la forme suivante :

S(z) =

N∑

k=1

Dk

1 − pkz−1
+

L∑

k=1

Qk

1 − qkz−1

En supposant un système causal, on obtient :

s(n) =

N∑

k=1

Dkp
n
ku(n) +

L∑

k=1

Qkq
n
k u(n)

L’équation précédente montre que le signal de sortie peut être considéré comme composé de
deux parties :

– une réponse en régime naturel (termes en pk),
– une réponse en régime forcé (termes en qk).
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4.4.2 Régimes transitoires et permanents

On considère sn(n) la réponse du système en régime naturel :

sn(n) =

N∑

k=1

Dkp
n
ku(n)

et sf (n) en régime forcé :

sf (n) =
L∑

k=1

Qkq
n
k u(n)

Si tous les pôles de la fonctions de transfert du systèmes ont des amplitudes inférieures à
1, alors le régime naturel est dit transitoire. Des pôles de faible module conduisent à une
décroissance rapide de la réponse naturelle. Réciproquement des pôles proches du cercle unité
conduisent à une réponse transitoire longue.

Si tous les pôles du signal d’entré ont un module inférieur à 1, alors la réponse forcé décrôıt
vers 0 pour n allant vers l’infini. Si le signal d’entrée a un pôle sur le cercle unité, alors le
signal est composé d’une sinusöıde persistante. Dans un tel cas, la réponse forcée correspond
à ce que l’on appelle un état stable.

4.4.3 Condition de causalité pour H(z)

Au cours du chapitre caractérisant les systèmes à temps discret, on a vu qu’un système linéaire
invariant est causal si et seulement si sa réponse impulsionnelle h(n) est nulle si n < 0.

Un système linéaire invariant est causal si et seulement si le domaine de convergence de sa
transformée en z est l’extérieur d’un cercle de rayon r < ∞ incluant z = ∞. Ainsi, H(z) = z2

a une région de convergence : C −∞ qui est extérieur à un cercle de rayon 0 mais excluant
z = ∞. Donc le système est non causal.

4.4.4 Condition de stabilité pour H(z)

On a vu que pour qu’un système linéaire invariant soit stable il faut et il suffit que sa réponse
impulsionnelle vérifie :

∞∑

n=−∞
|h(n)| < ∞

Un système linéaire invariant est stable si le domaine de convergence de sa transformée en z
inclue le cercle unité.

Pour finir, un système linéaire invariant causal est stable si et seulement si tous les pôles

de sa fonction de transfert sont à l’intérieur, strictement, du cercle unité.

4.4.5 Détermination du module et de la phase du système

Pour un système dont le domaine de convergence de sa fonction de transfert X(z) contient le
cercle unité, alors la réponse fréquentielle de ce système consiste à évaluer X(z) sur le cercle
unité, c’est-à-dire pour z = ejΩ.
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Exemple 4.2 : Prenons par exemple, un système dont la fonction de transfert
s’exprime sous la forme suivante :

H(z) =
1

1 + 0.5z−1

on a :
H(z) =

z

z + 0.5

Ce système possède donc un zéro en z = 0 et un pôle en z = −1
2 .

En prenant z sur le cercle unité :

H(ejΩ) =
ejΩ

ejΩ + 1
2

En précisant explicitement amplitude et phase :

H(ejΩ) = |H(ejΩ)|ejarg(H(ejΩ))

On obtient alors :

|H(ejΩ)| =
1

ejΩ + 1
2

(4.7)

arg(H(ejΩ)) = Ω − arg(ejΩ +
1

2
) (4.8)

La figure 4.2 représente sur sa partie gauche la position des pôles et des zéros de la
fonction de transfert (un pôle est indiqué par le symbole x, et un zéro par le symbole
o) et sur sa partie droite la réponse fréquentielle du système : module et phase pour
0 ≤ Ω ≤ π.
L’évolution du module de la réponse fréquentielle nous montre qu’il-y-a atténuation
des contributions dues au basses fréquences par rapport aux hautes fréquences. Le
comportement de ce système est donc celui d’un filtre passe-haut.

4.5 Représentation fréquentielle des systèmes discrets

Au cours du paragraphe précédent, nous avons vu que les systèmes linéaires invariants ont
des propriétés, notamment le principe de superposition, qui conduisent à des solutions analy-
tiques simples. Si on applique une sinusöıde à l’entrée d’un système LI la sortie est elle aussi
sinusöıdale et de même pulsation. Les amplitudes et phases dépendent par contre des carac-
téristiques du système. Il est donc possible d’analyser le comportement d’un système linéaire
invariant par l’observation de l’évolution des paramètres d’une série de sinusöıdes. C’est cette
propriété qui rend si intéressante l’utilisation de la transformée de Fourier pour l’étude des
systèmes LI.

Soit l’entrée e(n) = ejnωT = ejnΩ pour −∞ < n < +∞ d’un système linéaire invariant de
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Fig. 4.2 – Réponse fréquentielle, X(z) = 1
1+0.5z−1

réponse impulsionnelle h(k). La sortie peut alors s’écrire :

s(n) =
∞∑

k=−∞
h(k)ej(n−k)Ω

s(n) = ejnΩ
∞∑

k=−∞
h(k)e−jkΩ

En posant :

H(ejΩ) =

∞∑

k=−∞
h(k)e−jkΩ

L’équation précédente représente la modification apportée par le système et modélisée par
une amplitude complexe.
H(ejΩ) est appelé réponse fréquentielle du système caractérisé par sa réponse impulsionnelle
h(k). Il s’agit d’un terme complexe qui peut s’exprimer par une partie réelle ou imaginaire ;
on adopte le plus souvent une représentation de type polaire où l’on fait référence au module
et à la phase de cette réponse fréquentielle :

H(ejΩ) = |H(ejΩ)|ejarg[H(ejΩ)]

La définition de la réponse fréquentielle d’un système linéaire invariant montre qu’il s’agit
d’une fonction périodique de période 2π. Cela veut dire qu’à deux entrées identiques mais
à une pulsation double le système répond d’une manière identique. Puisque H(ejΩ) est une
fonction périodique, elle peut être représentée par une série de Fourier. En fait l’équation de
définition fait apparâıtre H(ejΩ) comme une série de Fourier où les coefficients sont h(k).



Chapitre 5

Échantillonnage et reconstruction

des signaux

Ce chapitre présente l’opération d’échantillonnage des signaux à temps continu permettant
de représenter des signaux physiques analogiques sur une forme à temps discret. On abordera
cette notion en étudiant tout d’abord le cas d’un échantillonnage idéal où les échantillons du
signal à temps discret sont dérivés du signal analogique à des instants périodiques multiples
d’une période élémentaire. Comme la notion d’instant a peu de sens en pratique et qu’il est
plus juste de parler de durée, on abordera ensuite le cas d’un système d’échantillonnage réel,
tel qu’on peut on trouver dans des convertisseurs analogique/numérique ; on précisera quelles
approximations permettent de se ramener au cas de l’échantillonneur idéal.
L’opération d’échantillonnage inverse consiste à reconstruire un signal analogique à partir d’un
signal à temps discret. On étudiera un modèle de reconstruction du signal tel que l’opération
complète échantillonnage et reconstruction soit transparente.

5.1 Échantillonnage idéal

Soit un signal analogique xa(t) dont la transformée de Fourier est définie par :

Xa(jω) =

∫ ∞

−∞
xa(t)e

−jωtdt

avec ω = 2πf .
On retrouve le signal temporel à partir de sa transformée par la transformée de Fourier inverse
définie par le relation suivante :

xa(t) =
1

2π

∫ ∞

−∞
Xa(jω)ejωtdω

Un signal à temps discret x(n) dérivé d’un signal analogique xa(t) consiste à prendre des
valeurs de xa(t) à des instants multiples d’une période fixe T . T est appelée période d’échan-
tillonnage. On a donc :

x(n) = xa(t = nT )

L’inverse de la période d’échantillonnage est appelée fréquence d’échantillonnage, fe ; on a
fe = 1

T . On notera ω, la pulsation non normalisée s’exprimant en radian par seconde. On
notera Ω, la pulsation normalisée, s’exprimant en radian par période. On a ω = Ω

T .

57
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Pour se rendre compte de la relation qu’il y a entre x(n) et xa(n), il est utile de relier les
transformées de Fourier de ces deux signaux.
On a :

x(n) = xa(nT ) =
1

2π

∫ ∞

−∞
Xa(jω)ejωnT dω

A partir de la définition de la transformée de Fourier à temps discret, on a aussi :

x(n) =
1

2π

∫ π

−π
X(jΩ)ejΩndΩ

Pour pouvoir relier les deux équations précédentes (par x(n) · · · ), on exprime la première en
découpant l’intervalle d’intégration par morceaux, on a donc :

xa(nT ) =
1

2π

∞∑

k=−∞

∫ (2k+1) π
T

(2k−1) π
T

Xa(jω)ejωnT dω

Par un changement de variable, on obtient :

xa(nT ) =
1

2π

∞∑

k=−∞

∫ π
T

−π
T

Xa(jω + j
2πk

T
)ejωnT e2πkndω

On peut noter que e2πkn = 1 pour toutes valeurs entières de k et de n. En échangeant le signe
somme et le signe intégral, on obtient :

x(n) = xa(nT ) =
1

2π

∫ π
T

−π
T

[
∞∑

k=−∞
Xa(jω + j

2πk

T
)]ejωnT dω

En remplaçant ω par Ω
T , on a :

x(n) =
1

2π

∫ π

−π
[
1

T

∞∑

k=−∞
Xa(

jΩ

T
+

j2πk

T
)]ejΩndΩ

Il est donc maintenant aisée d’effectuer l’identification suivante :

X(ejΩ) =
1

T

∞∑

k=−∞
Xa(

jΩ

T
+

j2πk

T
)

La relation précédente montre que le spectre du signal numérique est périodique et correspond
à des versions décalées du spectre du signal analogique correspondant.

5.2 Théorème d’échantillonnage de Shannon

Le spectre du signal numérique est composé d’une somme infinie de versions décalées du signal
analogique. Il est donc possible de retrouver le signal à temps continu si tous les éléments
sommés ne se recouvrent pas.
Si le signal analogique est à bande limitée, c’est-à-dire si sa transformée de Fourier à temps
continu X(ω) est nulle pour |ω| > ωmax, il n’y a pas recouvrement des spectres décalés pour
ωmax < 2π

T − ωmax.
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On obtient alors :

ωmax <
2π

T
− ωmax (5.1)

ωmax <
π

T
(5.2)

2
ωmax

2π
<

1

T
(5.3)

2fmax < fN avec fN =
1

T
(5.4)

fN est la fréquence limite d’échantillonnage ou encore appelée fréquence de Nyquist. Il est
donc tout d’abord s’assurer que l’on échantillonne bien un signal continu à bande limitée. Ceci
est le plus souvent validé par le filtrage du signal analogique par un filtre passe-bas. Une fois
la bande de base fixée, on détermine a fréquence d’échantillonnage à appliquer pour obtenir
une reconstruction parfaite du signal continu à partir du signal numérique.

5.3 Exemple pratique d’échantillonnage

Soit un signal analogique xa(t) correspondant à une sinusöıde de fréquence f = 0.5Hz et défini
par :

xa(t) = 5 sin(2π0.5t) avec − 2 ≤ t ≤ +2

D’après le paragraphe précédent, la fréquence de Nyquist correspond à fN = 2 ∗ 0.5 = 1Hz.
On prend pour fréquence d’échantillonnage fe = 4Hz, soit x(n) le signal à temps discret ré-
sultant de l’échantillonnage de xa(t) à la fréquence fe.

La figure 5.3.a montre en trait continu la signal analogique que l’on vient échantillonné en
certains instants repérés par des lignes verticales terminées par des croix.
La série des figures 5.3.b à 5.3.d met en évidence les problèmes de reconstruction si on ne
respecte pas la contrainte du théorème de Shannon. Le signal analogique d’origine est une
sinusöıde de 2 Hz. Donc une fréquence d’échantillonnage valide devra être supérieure à 4 Hz.
Les figures 5.3.b et 5.3.c montrent en trait pointillé le signal analogique d’origine, en trait
plein le signal analogique reconstruit à partir du signal numérique noté par la séquence des
points-étoiles. On voit que le signal reconstruit n’a plus rien à voir avec le signal d’origine.
En effet la fréquence d’échantillonnage est inférieur à celle de Nyquist (4 Hz).
En utilisant les mêmes notations que pour les deux figures précédentes, on peut remarquer
qu’il y a reconstruction parfaite pour la figure 5.3.d, il s’agit en fait du signal numérique
échantillonné à une fréquence de 6.4 Hz. On peut aussi noter que si on ne regarde que l’enve-
loppe d’amplitude du signal numérique (séquence des étoiles), elle a peu de chose à voir avec
une sinusöıde, du moins à l’oeil !...donc méfiance.
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c. Échantillonnage d’un signal continu et
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tion parfaite après échantillonnage à fe =
6.4Hz.



Chapitre 6

Travaux Dirigés en signaux et

systèmes discrets

6.1 Transformée en Z

6.1.1 Calculs de TZ

1. Soit le signal : h(t) =

{
1 si 0 ≤ t ≤ 1
0 sinon

échantillonné à une période T = 0.2s.

Dessiner le signal discret h(nT ). Déterminer l’expression de H(z).

2. A partir de la transformée de Laplace des signaux continus suivants, déterminer les
expressions de la TZ des signaux discrets équivalents, échantillonnés à la période T :

X(p) =
1

p
+

3

p2

X(p) =
2

p + 2
+

d

dp

[
1

p + 1

]

3. Déterminer les expressions de la TZ et calculer les rayons de convergence des suites :

x(n) = [2(1 + j)]n u(n) − [5(2 − 3j)]n u(n − 1)

x(n) = k rn cos(nω0 + θ)u(n) A.N. : r = 2, k = 4

x(n) = rn sin(n + 1)θ

sin θ
u(n)

Tracer le diagramme des pôles et des zéros.

4. Établir l’expression de la TZ de :
– x1(n) = u(n) − u(n − N)
– x2(n) = nx1(n)

6.1.2 Signal exponentiel

Soit le signal : x(nT ) =

{
A e−bnT si 0 ≤ n ≤ N − 1
0 ailleurs

avec b > 0.

1. Déterminer la transformée en Z du signal x(nT ).
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6.2 Transformée en Z inverse

1. Donner les expressions de la TZI de :

X(z) =
z3 + 2z2 + z + 1

(z − 2)2(z + 3)

X(z) =
3z2 + 0.5z

z2 − z + 0.5

X(z) =
4(z − 3)

z(z − 1)(z − 2)2

– par la méthode des résidus,
– par division polynômiale n = 0, 1, 2, 3,
– par décomposition en fractions rationnelles.

Calculer x(n) pour n = 0, 1, 2, . . . , 7.

2. Donner les expressions de la TZI de :

X(z) =
1

(1 − az−1)(1 − bz−1)

– par la méthode des résidus,
– par décomposition en fractions rationnelles.

Montrer que lorsque a = 0.5(1 + j) et b = 0.5(1 − j) alors

x(n) =

(
1√
2

)n−1

cos
[
(n − 1)

π

4

]
u(n)

6.2.1 Systèmes linéaires discrets

Soit le SLD suivant :

s(n) = b1.s(n − 1) + b2.s(n − 2) + e(n)

– Déterminer sa fonction de transfert en z.
– Si b1 = 0.5 et b2 = −0.24, le SLD est il stable ?
– Donner dans ce cas sa réponse impulsionnelle puis sa réponse indicielle (réponse à l’échelon

unité).
– Donner la réponse fréquentielle du système.

6.2.2 Filtre numérique

Soit le filtre analogique de fonction de transfert :

H(p) =
3.25

(p + 1)((p + 0.5)2 + 3)

1. Déterminez la réponse impulsionnelle h(t) de ce filtre.

2. Déterminez ensuite la fonction de transfert en z d’un SLD de réponse impulsionnelle
h(nT ) = h(t)|t=nT .
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6.3 Transformée de Fourier d’un signal discret

6.3.1 TF d’un signal discret

1. Donner la définition de la transformée de Fourier X(ejΩ) des signaux à temps discrets
de la suite :

x (n) n = −∞, · · · ,+∞

Quel est le lien avec la transformée en Z ?

2. Montrer que la transformée de Fourier est périodique de période 2π. Elle peut donc être
décomposée en série de Fourier, calculer les coefficients de la série de Fourier en fonction
de X(ejΩ).

3. La densité spectrale d’énergie de la suite x (n) est définie par SE(F) = |X(ej2πF )|2.
Calculer l’énergie moyenne

E =

1/2∫

−1/2

S (F) dF

avec F la fréquence normalisée telle que : F = fT = Ω
2π .

En déduire la relation de Parseval pour les signaux à temps discrets.

4. Donner les autres relations de la Transformée de Fourier directe et inverse en faisant
intervenir la fréquence en Hertz, sachant que : x (n) ≡ x (nT ).

5. Calculer la TF de la fenêtre de pondération rectangulaire définie par :

x (n) =

{
1 n = 0, 1, · · · , N − 1
0 ailleurs

Tracer son |X (F)| et Arg (F) en fonction de la fréquence normalisée.

6.3.2 Calcul de TF

1. Déterminer la TF du signal x(n) = A e−bnT .u(n) avec b > 0. Tracer son module.

2. Déterminer la TF du signal :

x(nT ) =

{
A e−bnT si 0 ≤ n ≤ N − 1 avec b > 0
0 ailleurs

3. Donner la TF du signal suivant (appelée fenêtre de Hamming, α = 0.54) :

wH(n) =

{
α + (1 − α) cos 2πn

N−1 pour |n| ≤ N−1
2

0 ailleurs
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6.3.3 Transformée de Fourier Discrète

1. Donner la définition de la transformée de Fourier Discrète ou TFD des signaux à temps
discrets de la suite :

x (n) n = 0, · · · , N − 1

Quel est le lien avec la transformée de Fourier de l’exercice 6.3 ? avec la transformée en
Z ?

A partir de la relation de transformée de Fourier inverse établie à l’exercice 6.3, établir
la relation de transformée de Fourier Discrète inverse.

Donner les relations de la Transformée de Fourier Discrète (directe et inverse) et de la
fréquence en Hertz.

2. On périodise le signal décrit dans l’exercice 6.1.2 selon une période Ts > θ. On posera
T = Ts/N (θ = Ts/2).
Déterminer la Transformée de Fourier Discrète du signal périodique.

3. Donner la TFD sur N points de x(n) = (−1)n u(n).

4. Donner la TFD sur N points de x(n) = rn ejnω0u(n).

5. Donner la TFD sur N points de x(n) = A ej2πk1nu(n).

On rappelle que
N−1∑

n=0

qn =
1 − qN

1 − q

6.4 Analyse spectrale

6.4.1 Exercice 1

On considère le signal à temps continu x (t) = A a−bt u (t) , 0 < a < 1 dont la transformée de
Fourier est donnée par : X (f) = A/(b |Ln a| + j2πf ).
Considérons la version discrétisée de ce signal tel que t = nT et b = 1/T .

1. Donner l’expression de la transformée en z : X (z).

2. En déduire sa transformée de Fourier X
(
ejΩ

)
exprimée en fonction de la pulsation

normalisée Ω. Comparer ce résultat avec celui du signal à temps continu.

3. On pondère le signal x (nT ) par une fenêtre rectangulaire w (nT ) =

{
1 0 6 n 6 N − 1
0 ailleurs

4. Donner l’expression de XN (z), la transformée en z de ce signal.

5. Donner l’expression de la transformée de Fourier discrète X
(
ej2πkfN

)
avec fN = 1/NT .

6. Comparer à X
(
ejΩ

)
: préciser les conditions pour que la TFD soit une bonne approxi-

mation de la TF du signal discret x (n) n = −∞, · · · ,+∞.

6.4.2 Exercice 2

On considère le signal à temps continu xa (t) = e−at u(t), a > 0.

1. Calculer sa transformée de Fourier. Donner les expressions mathématiques de son mo-
dule et de son argument. Tracer le module en fonction de la fréquence. Donner la valeur
du module en 0 et 1/2T .
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2. On discrétise le signal xa (t) tel que t = nT . Donner l’expression de la transformée en z
X (z) du signal x (nT ). En déduire sa transformée de Fourier X

(
ejΩ

)
. Calculer et tracer

son module pour des valeurs variant de 0 à 1/2T .

3. Le signal x (nT ) est maintenant tronqué à l’intervalle [0, (N − 1) T ] en pondérant le

signal x (nT ) par w (nT ) =

{
1 0 6 n 6 N − 1
0 ailleurs

Calculer la transformée en z XT (z) du signal xT (nT ).

Donner l’expression de la transformée de Fourier XT

(
ejΩ

)
. Retrouver ce résultat en

considérant que le signal discret tronqué correspond à la multiplication du signal discret
de la question 2, par une fenêtre rectangulaire de N échantillons.

Calculer la transformée de Fourier Discrète (TFD) X̂T (k).

Comparer ce dernier résultat à l’expression obtenue pour la transformée de Fourier.
Préciser la condition pour que la TFD soit une bonne approximation de la TF.

4. Quelles sont les différentes opérations (dans le domaine temporel et fréquentiel) permet-
tant de passer de la TF du signal continu x (t) à la TFD de x (nT ).

5. Montrer que l’on retrouve les mêmes résultats que précédemment pour X
(
ejΩ

)
et X (k)

si l’on tronque directement le signal x (t) par la fenêtre

w (t) =

{
1 0 6 t 6 (N − 1) T
0 ailleurs
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6.5 Échantillonnage

6.5.1 Châıne de traitement numérique du signal

On s’intéresse à une châıne de traitement numérique du signal (TNS) du type de la figure 6.1.

CAN Filtre CNAbloqueur
x(t) x*(t) x(n) y*(t)y(n)

Te

Fig. 6.1 – Châıne de TNS

Le signal x(t) = A.e−at.sin(ω0.t).u(t) correspondant à une réponse transitoire d’un système
oscillant amorti est échantillonné à une période Te qui permette de limiter le recouvrement
spectral.

1. Calculer la TF X(f) de ce signal.

2. Tracer le module du spectre |X(f)| de ce signal, et précisez le lieu du maximum fmax,
ainsi que sa valeur (A.N. ω0 = 8πrad/s; a = 7; A = 20).

3. Ce spectre présente un support de durée infinie (à démontrer). Calculer et dessiner le
spectre de x∗(t) pour une période Te quelconque.

4. Pour limiter l’effet de recouvrement spectral, on choisit de considérer la partie utile de
x(t) sur un support borné. Ainsi, toute composante spectrale dont l’amplitude ne dépasse
pas 1% de l’amplitude maximale fmax du spectre sera considérée comme négligeable.
Calculer la fréquence fM au delà de laquelle l’amplitude des raies devient négligeable.

5. Calculer fe telle que le recouvrement n’entrâıne une erreur sur le spectre initial ne
dépassant pas 1% de l’amplitude du spectre en fM .

6. Existe-t-il d’autres solutions qui permettent de limiter le recouvrement spectral.

6.5.2 Échantillonnage d’un signal

1. Soit le signal x(t) = e−at.u(t), calculez et dessinez sa transformée de Fourier X(ω). On
donnera les valeurs du modules en ω = 0, a, 10a.

2. Calculez l’énergie du signal x(t).

3. On échantillonne x(t) à une période T . Calculez la transformée de Fourier Xe(ω) du
signal échantillonné xe(nT ).

4. Dessinez approximativement le module du spectre lorsque T = π/10a. Expliquez quels
problèmes peuvent survenir lors de l’échantillonnage du signal x(t).

5. Donner l’expression de l’énergie du signal x(t) en fonction de la bande de fréquence
[−B, . . . + B] considérée. On rappelle que la primitive de 1/(1 + x2) est arctg(x). Trou-
ver B donnant 90% de l’énergie totale du signal. Proposez, à partir de ces résultats,
une solution pour limiter l’effet de l’échantillonnage en considérant qu’une bande de
fréquence représentant 90% de l’énergie du signal suffit à caractériser le signal.
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6.5.3 Échantillonnage idéal

Considérons l’opération d’échantillonnage idéal du signal x (t) à la fréquence d’échantillonnage
fe = 1/T . Soit x∗ (t) le signal ainsi obtenu.
Calculer la transformée de Laplace X∗ (p) de x∗ (t) en considérant que x∗ (t) est obtenu par
un produit entre x (t) et un peigne de Dirac.
En déduire l’expression de la TF du signal échantillonné ainsi obtenu.
Dans le cas où le signal x (t) possède un support spectral non-borné, il est impossible de
reconstituer x (t) à partir de la seule connaissance du signal discret x (nT ).
Discuter du phénomène de repliement spectral dans le cas où le signal x (t) possède un support
spectral borné (fmax < 1/2T ,fmax = 1/2T ,fmax > 1/2T ).

6.5.4 Échantillonnage naturel ou avec blocage

En pratique l’échantillonnage idéal est irréalisable, on parle alors d’échantillonnage naturel
lorsque xN (t) = x (t) .Rect (Θ/T ), ou d’échantillonnage avec blocage (d’ordre zéro) lorsque
xB (t) = x∗ (t) ∗ Rect

(
t − Θ

2

)
. Comparer X∗ (f) par rapport aux spectres X∗

N (f) et X∗
B (f).

6.5.5 Reconstitution

Pour reconstruire le signal à partir de la connaissance du seul signal échantillonné x∗ (t), il est
possible d’utiliser des filtres extrapolateurs (ou polynomiaux) qui effectuent une extrapolation
à partir de chaque impulsion d’échantillonnage à partir du développement en série de Taylor
de x (t) au voisinage de t = nT , soit : x (nT + τ) = x (nT ) + τx′ (nT ) + τ2

2! x
′′ (nT ) + · · ·

Dans le cas d’un bloqueur d’ordre 0, seul le premier terme de cette série est utilisé. Déterminer
la réponse en fréquence du filtre extrapolateur ainsi obtenu et donner la réponse en fréquence
du signal après reconstitution.
Pour améliorer la reconstitution, il est possible d’éliminer par filtrage passe-bas les spectres
dupliqués autour des fréquences k fe, k ∈ N

∗.
Calculer l’ordre n du filtre passe-bas nécessaire afin d’obtenir une atténuation (maximale) de
Amax = 1dB à la fréquence maximale fmax de x (t), et une atténuation minimale deAmin =
43dB à la fréquence fe − fmax.
Sachant que la fréquence d’échantillonnage fe est égale à 4fmax, et que la fréquence de coupure
fc du filtre passe-bas est égale à 2fmax.
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Chapitre 7

Examens

7.1 DS juin 2005

Exercice 1 : Transformée en Z, Fourier, TFD (≈ 3 points)

1. Calculer la transformée en z du signal x1(n) = 1
2n [u(n) − u(n − 10)].

2. Calculer la transformée en z du signal x2(n) = (1 + n)anu(n)

3. Si X(k) est la TFD (Transformée de Fourier Discrète) sur N points d’un signal x(n),

déterminez la TFD de x3(n) = x(n).ej
2πk0n

N . En déduire la TFD de x4(n) = cos 2πk0n
N

Exercice 2 : Transformée en Z inverse (≈ 4 points)

Pour chaque transformée en z ci dessous, déterminez la transformée en z inverse en utilisant :

1. le théorème des résidus pour X1(z) la transformée en z représentée par le diagramme
des pôles et des zéros de la figure 1. Une croix représente un pôle et un cercle un zéro ;

2. la décomposition en fractions rationnelles pour

X2(z) =
1

1 − 3z−1 + 2z−2
.

Dans chaque cas, donner le domaine de convergence.

Exercice 3 : Convolution (≈ 3 points)

Calculez le résultat de la convolution suivante : u(n) ∗ [δ(n) +
(

1
2

)n
u(n)]

– par l’utilisation de la transformée en z ;
– directement dans le domaine temporel. Pour ce dernier cas, il est conseillé de s’aider en

traçant graphiquement les signaux apparaissant dans l’expression de la convolution.

Exercice 4 : Etude d’un système discret (≈ 7 points)

Considérons un système linéaire discret dont la fonction de transfert est :

H(z) =
1 − a−1.z−1

1 − a.z−1

avec a ∈ R.
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1. Le système est il causal ? Expliquez.

2. Pour quel valeurs de a le système est il stable ? Expliquez.

3. Si a ∈ [0, 1], tracez le diagramme des pôles et des zéros et indiquez la région de conver-
gence.

4. Dans le cas où le système est stable, trouver h(n), la réponse impulsionnelle du système.
Donner h(0) et h(∞).

5. Donnez l’équation aux différences caractérisant le système.

6. Le système est il invariant dans le temps ? Expliquez.

7. Déterminez H(ejΩ) la réponse fréquentielle de ce système.

8. Donnez l’expression de |H(ejΩ)| et démontrez que |H(ejΩ)| est constant, ∀Ω.

9. Quelle est la fonction de filtrage de ce système ?

Problème 1 : Échantillonnage, reconstruction et analyse spectrale (≈ 5 points)

Soit le signal analogique xa(t) dont la transformée de Fourier Xa(f) est représentée par le
spectre de la figure 2. Ce signal, échantillonné à une fréquence fe, aboutit au signal discret
x(n).

1. Quelle est la valeur minimale de la fréquence d’échantillonnage qui garantisse un échan-
tillonnage sans perte ? Expliquer.

2. Dessinez le spectre X(ejΩ) du signal discret x(n) dans les deux cas suivants : (1) fe =
3.Fm ; (2) fe = Fm.

3. Dans le cas d’un échantillonnage sans perte, rappeler le schéma de la reconstruction
idéale permettant la reconstruction du signal analogique à partir du signal discret x(n).
Expliquer clairement son fonctionnement.

On s’intéresse maintenant à un système d’analyse spectrale utilisant la TFD calculée à partir
d’un signal x(n). Le signal analogique est échantillonné à une fréquence de 10kHz et la TFD
est calculée sur N = 1024 points du signal x(n).

4. Quel est l’intervalle de fréquence entre deux raies du spectre X(k) et X(k + 1) ?

5. Dans le cas où le signal en entrée est x(n) = u(n) − u(n − 10), calculez sa TFD sur
N = 32 points X(k).

6. Représenter son spectre |X(k)| et donner sa relation avec X(ejΩ) la transformée de
Fourier de x(n).
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7.2 DS juin 2004

Exercice 1 : Transformée en Z, Fourier, TFD (≈ 5 points)

1. Calculer X(z) la transformée en z du signal :

x(n) =

{
(1
2 )n n = 0, 2, 4, . . . , 2k, . . .

0 ailleurs

En déduire sa transformée de Fourier X(ejΩ)

2. Rappelez sous quelles conditions sur les polynômes N(z) et D(z), un signal x(n), dont

la transformée en z vaut X(z) = N(z)
D(z) , sera causal.

3. Sous quelles conditions la transformée de Fourier X(ejΩ) d’un signal discret x(n) de
transformée en z X(z) existe-t-elle ?

4. Soit le signal :

x(n) =

{
1 n = 0, 1, 2, 3, 4
0 ailleurs

Dessinez le signal x(n)
Calculer la TFD sur N = 10 points X(k) du signal x(n)
Donner l’expression de |X(k)|, puis calculer ses valeurs pour k = 0, . . . , 9.
Dessiner |X(k)|. Quelle est sa période ?

Exercice 2 : Etude d’un système discret (≈ 4 points)

L’entrée d’un système linéaire discret et invariant dans le temps est : x(n) = 5u(n)
Dans ce cas, la sortie du système vaut : y(n) =

[
2
(

1
2

)n
+ 3

(
−3

4

)n]
u(n)

1. Déterminer H(z), la fonction de transfert du système. Quel est son domaine de conver-
gence ?

2. Tracer le diagramme des pôles et des zéros. Ce système est il stable ? Expliquer.

3. Trouver h(n), la réponse impulsionnelle du système. Donner h(0) et h(∞).

4. Donner l’équation aux différences caractérisant le système.

Problème 1 : Échantillonnage et reconstruction (≈ 6 points)

Soit le signal analogique xa(t) = cos(2πf0.t) échantillonné à une période T = 1/fe. On posera
fe = 1000 échantillons/s.

1. Rappeler la Transformée de Fourier Xa(f) du signal xa(t).

2. Dessiner |Xa(f | .

3. Le signal x(n) est le résultat de l’échantillonnage idéal de xa(t). Quelle est la valeur
maximale de la fréquence de la sinusöıde xa(t) (f0max) qui garantisse un échantillonnage
sans perte ? Expliquer.

4. Dessinez le spectre |X(ejΩ)| du signal discret x(n) pour Ω = −2π . . . 2π dans les deux
cas suivants : (1) f0 = 1200Hz ; (2) f0 = 200Hz.
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On s’intéresse maintenant à la reconstruction du signal analogique à partir du signal discret
x(n). On nommera le signal reconstruit x̂a(t).

5. Rappeler le schéma de la reconstruction idéale. Expliquer clairement son fonctionne-
ment.

La reconstruction réelle dans le cas d’une conversion numérique analogique avec blocage
d’ordre 0 est représentée figure 7.1. Le signal x(n) est tout d’abord converti en un train
d’impulsions xe(t) correspondant, puis transformé par un système continu nommé bloqueur
d’ordre 0 dont la réponse impulsionnelle est :

h0(t) =

{
1 0 ≤ t ≤ T
0 ailleurs

6. Exprimer le signal xr(t) en fonction de x(n) et de h0(t).

7. Calculer le transformée de Fourier H0(jω) de h0(t). Dessiner son module.

8. Expliquer clairement quelle est l’influence de h0(t) sur la reconstruction du signal ana-
logique.

9. Proposer un filtre de reconstruction idéal H̃r(jω) permettant de reconstruire le signal
analogique de sortie x̂a(t) de façon parfaite, en compensant l’influence du bloqueur h0(t).
Exprimer sa réponse fréquentielle et dessiner son module.

Fig. 7.1 – Reconstruction réelle avec blocage d’ordre 0

Problème 2 : Etude d’un système discret (≈ 5 points)

Soit le système discret décrit figure 7.2, dans lequel : h1(n) = βδ(n − 1) et h2(n) = αnu(n)

1. Calculer la fonction de transfert en z du système équivalent reliant y(n) à x(n). Le
système est il causal ? Sous quelles conditions le système est il stable ? Expliquer votre
réponse.

2. Calculer la réponse impulsionnelle h(n) de ce système. Donner les valeurs de h(n) pour
n = 0 . . . 5 lorsque α = 0.5 et β = 0.1. Dessiner h(n)

3. Calculer l’expression de H(ejΩ).
– Calculer son module et son argument.
– Calculer |H(ejΩ)| pour Ω = 0, π

2 , π, 2π lorsque α = 0.5 et β = 0.1.
– Dessiner l’allure générale de |H(ejΩ)| pour Ω = 0 . . . 2π.

7.3 DS juin 2003

Exercice 1 : Transformée en Z (≈ 3 points)
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+

Fig. 7.2 – Schéma bloc du système h(n) du problème 2

1. Calculer la transformée en z du signal :

x(n) =





0 n < 0
n 0 ≤ n ≤ N − 1
N n ≥ N

Donner son domaine de convergence.

2. Rappelez sous quelles conditions sur les polynômes N(z) et D(z), un signal x(n), dont

la transformée en z vaut X(z) = N(z)
D(z) , sera causal.

Exercice 2 : Transformée en Z inverse (≈ 3 points)

L’entrée d’un système linéaire discret et invariant dans le temps est :

x(n) = u(−n − 1) +

(
1

2

)n

u(n)

Dans ce cas, la transformée en z de la sortie du système vaut :

Y (z) =
−0.5z−1

(1 − 0.5z−1)(1 + z−1)

1. Déterminer H(z), la fonction de transfert du système.

2. Déterminer y(n).

3. Quel est le domaine de convergence de Y (z) ?

Problème 1 : Échantillonnage et analyse spectrale d’un signal
analogique (≈ 8 points)

Première partie

Soit le signal x(t) = A.e−at.sin(ω0.t).u(t) échantillonné à une période T , avec a > 0.

1. Déterminer la Transformée de Fourier X(ω) du signal x(t).

2. Calculer et dessiner approximativement le module du spectre |X(ω)| de ce signal. Cal-
culer de façon analytique |X(0)| et |X(ωmax)| avec ωmax = ±

√
ω2

0 − a2.A.N. ω0 =
8π rad/s; a = 7; A = 20.
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3. Pour limiter l’effet de recouvrement spectral, on choisit de considérer la partie utile
de x(t) sur un support borné. Ainsi, toute composante spectrale dont l’amplitude ne
dépasse pas 1% de l’amplitude maximale en ωmax du spectre sera considérée comme
négligeable. Calculer la valeur de ωM au delà de laquelle l’amplitude des raies devient
négligeable.

4. On souhaite mettre en place une châıne de traitement numérique sur ce signal, en
effectuant un échantillonnage, et tout en limitant l’effet du recouvrement afin qu’il
n’entrâıne pas d’erreurs sur le spectre initial au delà de ωM .

Proposer un schéma de principe de cette châıne et une valeur de fréquence d’échan-
tillonnage.

Dessiner le spectre du signal échantillonné sous ces conditions.

Deuxième partie

Soit le signal x(nT ) = A.sin(nω0T ).u(nT ).

1. Calculer le module de la TF |X(ejΩ)| du signal discret x(nT ).

2. Calculer la TFD X(k) du signal x(nT ) sur N points si N = 2π
ω0T .

3. Quelles sont les conditions générales pour que la TFD soit une bonne approximation de
la TF.

Problème 2 : Etude d’un système discret (≈ 6 points)

Soit le système discret représenté par l’équation aux différences suivante :

y(n) = a2.y(n − 2) + x(n)

1. Démontrer que ce système est linéaire, invariant dans le temps et causal.

2. Calculer la fonction de transfert en z de ce système. Sous quelles conditions le système
est il stable ? Expliquer votre réponse. Tracer le diagramme des pôles et de zéros.

3. Calculer la réponse impulsionnelle h(n) de ce système. Donner les valeurs de h(n) pour
n = 0 . . . 5 lorsque a2 = 0.5. Dessiner h(n)

4. On cherche maintenant à trouver la réponse indicielle v(n) de ce système, c’est à dire
la sortie du système lorsque l’entrée vaut u(n). Utiliser la transformée en z afin de dé-
terminer v(n). Déterminer la valeur de v(n) lorsque n → ∞.

5. Calculer l’expression de H(ejΩ).
– Calculer son module et son argument.
– Calculer |H(ejΩ)| pour Ω = 0, π

2 , π, 2π lorsque a2 = 0.5.
– Dessiner l’allure générale de |H(ejΩ)| pour Ω = 0 . . . 2π.
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Corrections des examens

7.4 Correction du DS de juin 2005

Exercice 1 : Transformée en Z, Fourier, TFD (≈ 3 points)

1.

X1(z) =
1 − 0.510z−10

1 − 0.5z−1
, |z| 6= 0

2.

X2(z) =
z2

(z − a)2

3.
X3(k) = X(k − k0), X4(k) = 0.5[δ(k − k0) + δ(k + k0)]

Exercice 2 : Transformée en Z inverse (≈ 4 points)

1.

X1(z) =
z + 1

(z − 0.5)(z − 0.5(j − 1))(z + 0.5(j + 1))

x1(n) =

[
6

5
(0.5)n−1 +

1

5
(x.Pn−1 + x∗.P ∗n−1)

]
u(n − 2)

avec P = −0.5 + 0.5j = 1√
2
ej 3π

4 et x = −3 + j =
√

10e−0.32j .

x1(n) =

[
6

5
(0.5)n−1 +

1

5

√
10

(
1√
2

)n−1

× 2. cos[(n − 1)
3π

4
− 0.32]

]
u(n − 2)

2.
x2(n) = (2n+1 − 1)u(n)

Exercice 3 : Convolution (≈ 3 points)

X(z) =
z

z − 1
× (1 +

z

z − 0.5
) =⇒ x(n) = u(n) + (2.u(n)− 2.(0.5)n+1u(n)) = (3− (0.5)n)u(n)

x(n) = u(n) +
∞∑

i=0

(0.5)iu(i)u(n − i) = u(n) +
n∑

i=0

(0.5)i = (3 − (0.5)n)u(n)

Exercice 4 : Etude d’un système discret (≈ 7 points)

1. Causal

2. a < 1
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3. DCV : |z| > a

4. h(0) = 1, h(∞) = 0

h(n) = anu(n) − an−2u(n − 1) = δ(n) + (an − an−2)u(n − 1)

5.

y(n) = x(n) − a−1.x(n − 1) + a.y(n − 1)

6. Oui

7.

H(ejΩ) =
1 − a−1.e−jΩ

1 − a.e−jΩ

8.

|H(ejΩ)| = |a−1|

9. Passe-tout/déphaseur pur

Problème 1 : Échantillonnage, reconstruction et analyse spectrale (≈ 5 points)

1. fe ≥ 2Fm

2. (1) fe = 3.Fm : échantillonnage parfait ; (2) fe = Fm : recouvrement important. Le
signal ne peut être reconstruit.

3. Filtrage passe-bas à fe/2

4. fe/N = 9.76Hz

5.

X(k) =
1 − e−2jπ 10k

32

1 − e−2jπ k
32

6.

|X(k)| =

∣∣∣∣∣
sin π 10k

32

sin π k
32

∣∣∣∣∣

7.5 Correction du DS de juin 2004

Exercice 1 : Transformée en Z, Fourier, TFD

1.

X(z) =

∞∑

n=0

(
1

2

)2n

z−2n =
1

1 − 1
4z−2

X(ejΩ) =
1

1 − 1
4e−2jΩ

2. Le degré du polynôme N(z) doit être inférieur ou égal à celui de D(z).

3. Il faut que le domaine de convergence de X(z) inclut le cercle unité (i.e. |z| = 1 ∈ Dcv).



7.5 Correction du DS de juin 2004 77

4.

|X(k)| = e−j4πk/10 sin πk/2

sinπk/10

|X(0)| = 5 ; |X(k)| = 0 pour k = 2, 4, 6, 8. X(k) est périodique de période N = 10.

|X(1)| = 3.236 ; |X(3)| = 1.236 ; |X(5)| = 1 ;

Exercice 2 : Etude d’un système discret

1.

H(z) =
z(z − 1)

(z − 1/2)(z + 3/4)
, |z| >

3

4

2. Deux zéros en z = 0 et z = 1. Deux pôles en z = 1/2 et z = −3/4. Stable.

3.

h(n) =

[
−2/5

(
1

2

)n

+ 7/5

(
−3

4

)n]
u(n)

h(0) = 1. h(∞) = 0.

4.
y(n) = −1/4y(n − 1) + 3/8y(n − 2) + x(n) − x(n − 1)

Problème 1 : Échantillonnage et reconstruction d’un signal analogique

1.
Xa(f) = 0.5[δ(f + f0) + δ(f − f0)]

2. Deux impulsions en f0 et −f0.

3. f0 < fe/2 donc ici f0 < 500Hz.

4. (1) f0 = 1200Hz : recouvrement de spectre, périodisation de Xa(f) ;
(2) f0 = 200Hz : pas de recouvrement de spectre, périodisation de Xa(f).
Dans le cas (1) il y a sous-échantillonnage. Cela résulte en fait à un spectre identique
au cas (2).

5. Filtre idéal Hr(jω) de fréquence de coupure πfe.

6.

xr(t) =

∞∑

n=−∞
x(n)h0(t − nT )

7.

H0(jω) = e−jωT/2 2 sin ωT/2

ω

Sinus cardinal dont les premiers zéros sont en ±fe/2.

8. h0(t) va introduire une atténuation sur la reconstruction du signal analogique. Elle
intervient dans la bande [−fefe] et correspond à l’atténuation du lobe principal de
H0(jω)
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9.

H̃r(jω) =

{
ejωT/2 ωT/2

sinωT/2 |ω| < π/T

0 |ω| > π/T

Problème 2 : Etude d’un système discret

1.

H(z) = H2(z)[1 + H1(z)] =
z + β

z − α
=

1 + βz−1

1 − αz−1

Causal. Stable si α 6= 0 et |α| < 1.

2.

h(n) = αnu(n) + βαn−1u(n − 1)

h(0) = 1;h(1) = α + β = 0.6;h(2) = 0.3;h(3) = 0.15;h(4) = 0.075;h(5) = 0.0371.

3.

H(ejΩ) =
1 + βe−jΩ

1 − αe−jΩ

–

|H(ejΩ)| =

√
1 + β2 + 2β cos Ω

1 + α2 − 2α cos Ω

– En Ω = 0, π
2 , π, 2π, |H(ejΩ)| = 2.2, 0.8989, 0.6, 2.2.

– Voir figures de la Fig.7.3.
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Fig. 7.3 – Réponses impulsionnelles et fréquentielles du SLD du problème 2

7.6 Correction du DS de juin 2003

Exercice 1 : Transformée en Z (≈ 4 points)

1. X(z) = z−1 1−z−N

(1−z−1)2
, |z| > 1.

2. Le degré du polynôme N(z) doit être inférieur ou égal à celui de D(z).
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Exercice 2 : Transformée en Z inverse (≈ 3 points)

1. H(z) = 1−z−1

1+z−1 , |z| > 1

2. y(n) =
[
−1

3(1
2 )n + 1

3 (−1)n
]
u(n)

3. Dcv : |z| > 1

Problème 1 : Échantillonnage et analyse spectrale d’un signal
analogique (≈ 7 points)
Première partie

1.

X(ω) =
Aω0

a2 + ω2
0 − ω2 + 2ajω

2.

|X(ω)| =
Aω0√

(a2 + ω2
0 − ω2)2 + (2aω)2

|X(0)| = Aω0

a2+ω2
0

= 0.73 et |X(
√

ω2
0 − a2)| = A

2a = 1.43.

3. ωmax = 24.14 rad/s, ωM = 189.3 rad/s.

4. Il faut mettre en place un filtrage de Nyquist limitant le spectre de x(t) à une bande com-
prise entre −ωM et ωM . La fréquence d’échantillonnage doit être supérieure à 2ωM/2π.

Deuxième partie

1.

2.

3.

4.

Problème 2 : Etude d’un système discret

1. La sortie est une combinaison linéaire de l’entrée et des sorties aux instants précédents :
linéaire.

La sortie ne dépend pas de l’instant n, i.e. y(n) ne dépend pas de n : invariant dans le
temps.

La sortie y(n) ne dépend que des x(n − i), i ≥ 0 et des y(n − j), j > 0 : causal.

2.

H(z) =
1

1 − a2z−2
=

z2

z2 − a2
=

z2

(z − a)(z + a)

Le système est stable si |a| < 1.
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3. h(n) = 0.5 [an + (−a)n], voir figure 7.4.

4. v(n) = 1
1−a2 u(n) + 1

2(a−1)a
n+1u(n) − 1

2(a+1) (−a)n+1u(n)

limn→∞ v(n) = 1
1−a2

5.

H(ejΩ) =
1

1 − a2e−2jΩ

– |H(ejΩ)| = 1√
1+a4−2a2 cos 2Ω

– En Ω = 0, π
2 , π, 2π, |H(ejΩ)| = 2, 2/3, 2, 2.

– Voir figure 7.4.
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Fig. 7.4 – Réponses impulsionnelles et fréquentielles du SLD a2 = 0.5
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