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Exercice 1| Approximation interne par des fonctions régulieres

On remarquera qu’on ne fait aucune hypothese de régularité sur le bord de €.

1. Soit 2 un ouvert de R"™. Soit 7. une suite de fonctions régularisantes.
Soit Q. = {z € Q tel que dist (x,00) > €}.
Soit p € [1,00[, k € N et u € W*P(Q); soit u, la suite des fonctions u, : Q. — R

Ue = 1N * U.

(a) Montrer que u, € C*(£2,) pour tout € > 0.
(b) Montrer que u, — u dans W/>P(Q) pour € — 0.

loc

2. Soit Q un ouvert borné de R" et p € [1,00[, k¥ € N. Soit u € W*P(Q), montrer qu'il
existe une suite (U, )men telle que u,, € C°(Q) N W P(Q) et u,, — u dans W*P(Q)
pour € — 0.

3. Que peut-on dire si {2 = R" ou si {2 est un domaine non borné ?
4. Que peut-on dire si p = 00 ?

5. Montrer avec un exemple que la suite (u,,)nmen ne peut pas étre toujours choisie telle

que u,, € C*(Q) (c’est a dire restriction a 2 d’une fonction C*(R")).

Opérateur de prolongement

Soit BT = {z € R" telque |z| < letx, > 0 avec z = (z1...2,), }.

1. Soit u € C'(BT). Montrer que la fonction (on I'appellera reflétée d’ordre élevé) u
définie sur B = {z € R" tel que |z| < 1} par :

(z) = { u(z) si @, >0,

—3u (1,%9, . . .\ Tpn_1, — Tp) + 4u (551, 1, — %”) sinon

appartient & C*(B).
2. Soit p € [1,00], montrer qu’il existe une constante C', qui ne dépend que de la dimen-
sion de I'espace n et de p, telle que [@|w1.p5) < Clulwieh.

3. Montrer, avec un argument de densité, qu’il existe un opérateur de prolongement
continu de W?(B™) dans W'?(B).

4. Est-ce cet opérateur, restreint a W2P(B™), continu sur W??(B)? Et plus en général
de W*?(BT), continu sur W*?(B) pour k € N, k > 37

5. Sous quelles hypotheses sur €2 on peut généraliser les résultats précédents ?



