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Partiel n°3

Il sera tenu compte du soin apporté a la rédaction.

Durée 2 heures. Vous pourrez utiliser votre feuille recto-verso de note.

Attention toute réponse devra étre précisément justifiée. Une réponse oui ou non ne sera
pas suffisante afin d’avoir les points.

Partie 1 : Estimation
Soit K € N* fixée et connu. On considére n observations 1, . .., x, issues d’un échantillon (X7, ..., X,)
(variables aléatoires indépendantes et de méme loi) distribué suivant la loi binomiale B(K, p), c’est-a-dire

tel que
P,[X; = ;] = Cip™ (1 —p)* %, x,€{0,...,K}

avec O = % On s’intéresse dans cette partie & estimer le paramétre p a partir des observations
T1,...,T,. On rappelle que la moyenne et la variance d’une loi binomiale B(K, p) sont E, [X;] = Kp et

Var, [X;] = Kp(1 —p).
[a] Déterminer un estimateur des moments du parameétre p noté paso.

[b] Déterminer 'estimateur du maximum de vraisemblance du paramétre p noté pyy. Cet estimateur
est-il sans biais et convergent ?

[c] Déterminer la borne de Cramer-Rao d’un estimateur non-biaisé de p. L’estimateur pysy est-il esti-
mateur efficace de p?

Partie 2 : Test d’hypothéses.
Soit (po, p1) €]0, 1[* A l'aide d’un échantillon (X, ..., X)) de loi binomiale définie dans la partie 1, on
désire effectuer le test statistique suivant

Hy:p=pycontre Hy : p=p;

[a] A T'aide du théoréme de Neyman-Pearson, calculer la statistique 7}, du test le plus puissant. On
retiendra pour 7, la fonction seule des observations. Indiquer les régions critiques obtenues dans les
deux cas p; > po et p1 < po. On supposera dans la suite de cet exercice que p; > py sans perte de

généralité.
[b] Justifier le fait que X; peut s’écrire
K
j=1
ou Yj1,...,Y;x sont des variables aléatoires indépendantes de méme loi de Bernoulli et en déduire la

loi de la statistique de test T,.

[c] On suppose que n est suffisamment grand pour qu’on puisse approcher la loi de 7}, par sa loi asymp-
totique issue de l'application du théoréme de la limite centrale. Quelle sont les lois asymptotiques
de T,, conditionnellement aux hypothéses Hy et H; découlant de ce théoréme ? On utilisera ces lois
dans la suite de I’exercice.



d| Exprimer le seuil du test de Neyman-Pearson noté S, en fonction du risque de premiére espéce a,
Yy
de n, K, py et de I'inverse de la fonction de répartition de la loi normale (on notera

(z) = /_Oo \/12_7Texp (-%) du.

[e] Calculer la puissance du test de Neyman Pearson notée 7 en fonction de ®, S,,n, K et p;.

Partie 3 : Test d’ajustement Pour tester si une variable aléatoire X posséde la loi binomiale B(K, p)
avec K = 3 et p = %, on dispose de 80 observations z; de cette variable aléatoire X résumées dans ce
tableau
T; 0|1 (2 |3
Nombre d’observations | 5 | 40 | 20 | 15

HO:XNB(?),%)

Pour tester les deux hypothéses

H, : non H,
on effectue un test du y2.

[a] Calculer la statistique du test du x?.
[b] Que conclue-t-on avec les risques de premiére espéce ov = 0.01 et o« = 0.057
[c] Pourquoi a-t-on K5 < K1 (ott K, est le seuil du test du x? )?

|[d] Peut-on calculer la puissance du test ? Pourquoi ?

Modé¢les de Cobb-Douglas en Economie. Pour cet exercice comme vous n’avez pas le droit & la
calculatrice, vous n’avez pas a faire les calculs, juste a donner les formules que vous auriez taper dans la
calculatrice et expliquer les conclusions en fonction des différentes valeurs possibles.

V; = AKP L%, (1)

ou K, L;,V; désignent respectivement les valeurs du capital, du travail et de la valeur ajoutée pour la ¢
¢me année d’étude (7 € {1,...,15}), les n; sont des termes d’erreur aléatoires tels que

E [Inn;] = 0 pour tout i

Cov (Inn;,Inn;) = 0 pour tout i # j

Var (Inn;) = ¢ pour tout i.

La valeur A est souvent interprétée comme le niveau de technologie dans le secteur économique consi-
déré.

Ce modele peut s’écrire sous la forme d’'un modéle de régression linéaire multiple :

Y=Xp+¢

|a] Définitions, hypothéses.
(a) Préciser Y, M, 3, et les hypothéses faites sur e.

(b) Rappeler la définition de I'estimateur des moindres carrés ordinaires B de . Sous une hypothése
nécessaire (& préciser) sur M, donner I'expression de f.

(c) Déterminer un estimateur o2 sans biais de la variance résiduelle 0.



[b] Pour le secteur économique de 'automobile, gravement touché par la crise économique actuelle, on

a
1496.5823 —150.9911 44.04131

(M'M)™' = —150.9911 45.58669 —34.78859 |,
44.04131 —34.78859  31.63375

et si y désigne la valeur observée de Y, M'Y = (139 269, 1949.137,1949.658)". Donner une formule
explicite avec les données de I’énoncé pour calculer B et 2.

[c] On considére toujours le secteur de 'automobile, mais on suppose ici que € ~ N (0, 021).
(a) Quels sont les estimateurs du maximum de vraisemblance BMV et o2 mv de B et de 02?7 Ces
estimateurs sont-ils optimaux ? Préciser.

(b) On rappelle que I'on peut montrer & partir du théoréme de Cochran les résultats suivants : -
Pour toute matrice réelle L de taille ¢ x 3 de rang ¢(q < 3), alors

L~ N (Lﬁ, o2 [LM'M] ™ L’)

et
L -y Lo 1] LG - 5]~ )

- Les estimateurs 6 et o2 sont indépendants. Construire de facon détaillée, & partir de ces
résultats, un test de I’hypothese (Ho) : 51 = 52 =0
contre l'alternative (#H;) : f1 # 0 oufs # 0 au niveau 5%. Quelle est la conclusion du test ?

(¢) Construire une région de confiance simultanée pour (f;,32) de niveau de confiance 95% et
retrouver le résultat précédent.

(d) La fonction de production donnée par (1) est plus facile & interpréter si elle est & rendements
d’échelle constants, c’est-a-dire si
p1 + B2 = 1. Construire un test de 'hypothése (Hg) : 51+ 2 =1
contre l'alternative (#H;) : f1 + f2 # 1 au niveau 5%. Quelle est la conclusion de ce test ?



Distribution du x2

Px2>az]=P
> [ 0.99 [0.975 [ 0.95 [ 090 | 0.80 | 0.70 | 0.60
1 | 0.000 | 0.00I | 0.004 | 0.016 | 0.064 | 0.148 | 0.275
2 | 0020 | 0051 | 0.103 | 0.211 | 0.446 | 0.713 | 1.022
3 | 0115 | 0216 | 0.352 | 0.584 | 1.005 | 1.424 | 1.869
4 | 0297 | 0484 | 0.711 | 1.064 | 1.649 | 2.195 | 2.753
5 | 0554 | 0.831 | 1.145 | 1.610 | 2.343 | 3.000 | 3.655
6 | 0872 | 1.237 | 1.635 | 2.204 | 3.070 | 3.828 | 4.570
7 | 1.239 | 1.690 | 2.167 | 2.833 | 3.822 | 4.671 | 5.493
8 | 1.646 | 2.180 | 2.733 | 3.490 | 4.594 | 5.527 | 6.423
9 | 2088 | 2.700 | 3.325 | 4.168 | 5.380 | 6.393 | 7.357
10 | 2.558 | 3.247 | 3.940 | 4.865 | 6.179 | 7.267 | 8.295
11 | 3.053 | 3.816 | 4575 | 5.578 | 6.989 | 8.148 | 9.237
12 | 3.571 | 4.404 | 5.226 | 6.304 | 7.807 | 9.034 | 10.182
13 | 4.107 | 5.009 | 5.802 | 7.042 | 8.634 | 9.926 | 11.129
14 | 4.660 | 5.629 | 6.571 | 7.790 | 9.467 | 10.821 | 12.078
15 | 5229 | 6.262 | 7.261 | 8.547 | 10.307 | 11.721 | 13.030
16 | 5.812 | 6.908 | 7.962 | 9.312 | 11.152 | 12.624 | 13.983
17 | 6.408 | 7.564 | 8.672 | 10.085 | 12.002 | 13.531 | 14.937
18 | 7.015 | 8.231 | 9.390 | 10.865 | 12.857 | 14.440 | 15.893
19 | 7.633 | 8.907 |10.117 | 11.651 | 13.716 | 15.352 | 16.850
20 | 8260 | 9.591 | 10.851 | 12.443 | 14.578 | 16.266 | 17.809
21 | 8.897 | 10.283 | 11.591 | 13.240 | 15.445 | 17.182 | 18.768
22 | 9.542 | 10.982 | 12.338 | 14.041 | 16.314 | 18.101 | 19.729
23 | 10.196 | 11.689 | 13.091 | 14.848 | 17.187 | 19.021 | 20.690
24 | 10.856 | 12.401 | 13.848 | 15.659 | 18.062 | 19.943 | 21.652
25 | 11.524 | 13.120 | 14.611 | 16.473 | 18.940 | 20.867 | 22.616
26 | 12.198 | 13.844 | 15.379 | 17.292 | 19.820 | 21.792 | 23.579
27 | 12.879 | 14.573 | 16.151 | 18.114 | 20.703 | 22.719 | 24.544
28 | 13.565 | 15.308 | 16.928 | 18.939 | 21.588 | 23.647 | 25.509
29 | 14.256 | 16.047 | 17.708 | 19.768 | 22.475 | 24.577 | 26.475
30 | 14.953 | 16.791 | 18.493 | 20.599 | 23.364 | 25.508 | 27.442
40 | 22.164 | 24.433 | 26.509 | 29.051 | 32.345 | 34.872 | 37.134
50 | 20.707 | 32.357 | 34.764 | 37.689 | 41.449 | 44.313 | 46.864
60 | 37.485 | 40.482 | 43.188 | 46.459 | 50.641 | 53.809 | 56.620




Distribution du x?(suite)

P
v | 050 | 0.40 | 0.30 | 0.20 | 0.10 | 0.05 | 0.025 | 0.01
1 0.455 | 0.708 | 1.074 | 1.642 | 2.706 | 3.841 | 5.024 | 6.635
2 1.386 | 1.833 | 2.408 | 3.219 | 4.605 | 5.991 | 7.378 | 9.210
3 2.366 | 2.946 | 3.665 | 4.642 | 6.251 | 7.815 | 9.348 | 11.345
4 3.357 | 4.045 | 4.878 | 5.989 | 7.779 | 9.488 | 11.143 | 13.277
5 4.351 | 5.132 | 6.064 | 7.289 | 9.236 | 11.071 | 12.833 | 15.086
6 0.348 | 6.211 | 7.231 | 8.558 | 10.645 | 12.592 | 14.449 | 16.812
7 6.346 | 7.283 | 8.383 | 9.803 | 12.017 | 14.067 | 16.013 | 18.475
8 7.344 | 8351 | 9.524 | 11.030 | 13.362 | 15.507 | 17.535 | 20.090
9 8.343 | 9.414 | 10.656 | 12.242 | 14.684 | 16.919 | 19.023 | 21.666
10 | 9.342 | 10.473 | 11.781 | 13.442 | 15.987 | 18.307 | 20.483 | 23.209
11 | 10.341 | 11.530 | 12.899 | 14.631 | 17.275 | 19.675 | 21.920 | 24.725
12 | 11.340 | 12.584 | 14.011 | 15.812 | 18.549 | 21.026 | 23.337 | 26.217
13 | 12.340 | 13.636 | 15.119 | 16.985 | 19.812 | 22.362 | 24.736 | 27.688
14 | 13.339 | 14.685 | 16.222 | 18.151 | 21.064 | 23.685 | 26.119 | 29.141
15 | 14.339 | 15.733 | 17.322 | 19.311 | 22.307 | 24.996 | 27.488 | 30.578
16 | 15.338 | 16.780 | 18.418 | 20.465 | 23.542 | 26.296 | 28.845 | 32.000
17 | 16.338 | 17.824 | 19.511 | 21.615 | 24.769 | 27.587 | 30.191 | 33.409
18 | 17.338 | 18.868 | 20.601 | 22.760 | 25.989 | 28.869 | 31.526 | 34.805
19 | 18.338 | 19.910 | 21.689 | 23.900 | 27.204 | 30.144 | 32.852 | 36.191
20 | 19.337 | 20.951 | 22.775 | 25.038 | 28.412 | 31.410 | 34.170 | 37.566
21 | 20.337 | 21.991 | 23.858 | 26.171 | 29.615 | 32.671 | 35.479 | 38.932
22 | 21.337 | 23.031 | 24.939 | 27.301 | 30.813 | 33.924 | 36.781 | 40.289
23 | 22.337 | 24.069 | 26.018 | 28.429 | 32.007 | 35.172 | 38.076 | 41.638
24 | 23.337 | 25.106 | 27.096 | 29.553 | 33.196 | 36.415 | 39.364 | 42.980
25 | 24.337 | 26.143 | 28.172 | 30.675 | 34.382 | 37.652 | 40.646 | 44.314
26 | 25.336 | 27.179 | 29.246 | 31.795 | 35.563 | 38.885 | 41.923 | 45.642
27 | 26.336 | 28.214 | 30.319 | 32.912 | 36.741 | 40.113 | 43.195 | 46.963
28 | 27.336 | 29.249 | 31.391 | 34.027 | 37.916 | 41.337 | 44.461 | 48.278
29 | 28.336 | 30.283 | 32.461 | 35.139 | 39.087 | 42.557 | 45.722 | 49.588
30 | 29.336 | 31.316 | 33.530 | 36.250 | 40.256 | 43.773 | 46.979 | 50.892
40 | 39.335 | 41.622 | 44.165 | 47.269 | 51.805 | 55.758 | 59.342 | 63.691
50 | 49.335 | 51.892 | 54.723 | 58.164 | 63.167 | 67.505 | 71.420 | 76.154
60 | 59.335 | 62.135 | 65.227 | 68.972 | 74.397 | 79.082 | 83.298 | 88.379




Table des quantilesdelav.a. de Student

Fournit les quantiles x, tels que P(X£x,)=p p = P(XEx0)
pOUI’ X -~ tm
Xp

p 0.7500 0.9000 0.9500 0.9750 0.9900 0.9950 0.9975 0.9990
dl

1 1.0000 3.0780 6.3140 12.7060 31.8210 63.6570 127.3213 318.3088
2 0.8160 1.8860 2.9200 4.3030 6.9650 9.9250 14.0891 22.3271
3 0.7650 1.6380 2.3530 3.1820 4.5410 5.8410 7.4533 10.2145
4 0.7410 1.5330 2.1320 2.7760 3.7470 4.6040 5.5976 7.1732
5 0.7270 1.4760 2.0150 2.5710 3.3650 4.0320 47733 5.8934
6 0.7180 1.4400 1.9430 2.4470 3.1430 3.7070 4.3168 5.2076
7 0.7110 1.4150 1.8950 2.3650 2.9980 3.4990 4.0293 4.7853
8 0.7060 1.3970 1.8600 2.3060 2.8960 3.3550 3.8325 4.5008
9 0.7030 1.3830 1.8330 2.2620 2.8210 3.2500 3.6897 4.2968
10 0.7000 1.3720 1.8120 2.2280 2.7640 3.1690 3.5814 4.1437
1 0.6970 1.3630 1.7960 2.2010 2.7180 3.1060 3.4966 4.0247
12 0.6950 1.3560 1.7820 2.1790 2.6810 3.0550 3.4284 3.9296
13 0.6940 1.3500 1.7710 2.1600 2.6500 3.0120 3.3725 3.8520
14 0.6920 1.3450 1.7610 2.1450 2.6240 2.9770 3.3257 3.7874
15 0.6910 1.3410 1.7530 2.1310 2.6020 2.9470 3.2860 3.7328
16 0.6900 1.3370 1.7460 2.1200 2.5830 2.9210 3.2520 3.6862
17 0.6890 1.3330 1.7400 2.1100 2.5670 2.8980 3.2225 3.6458
18 0.6880 1.3300 1.7340 2.1010 2.5520 2.8780 3.1966 3.6105
19 0.6880 1.3280 1.7290 2.0930 2.5390 2.8610 3.1737 3.5794
20 0.6870 1.3250 1.7250 2.0860 2.5280 2.8450 3.1534 3.5518
21 0.6860 1.3230 1.7210 2.0800 2.5180 2.8310 3.1352 3.5272
22 0.6860 1.3210 1.7170 2.0740 2.5080 2.8190 3.1188 3.5050
23 0.6850 1.3190 1.7140 2.0690 2.5000 2.8070 3.1040 3.4850
24 0.6850 1.3180 1.7110 2.0640 2.4920 2.7970 3.0905 3.4668
25 0.6840 1.3160 1.7080 2.0600 2.4850 2.7870 3.0782 3.4502
26 0.6840 1.3150 1.7060 2.0560 2.4790 2.7790 3.0669 3.4350
27 0.6840 1.3140 1.7030 2.0520 2.4730 2.7710 3.0565 3.4210
28 0.6830 1.3130 1.7010 2.0480 2.4670 2.7630 3.0469 3.4082
29 0.6830 1.3110 1.6990 2.0450 2.4620 2.7560 3.0380 3.3962
30 0.6830 1.3100 1.6970 2.0420 2.4570 2.7500 3.0298 3.3852
35 0.6820 1.3060 1.6900 2.0300 2.4380 2.7240 2.9960 3.3400
40 0.6810 1.3030 1.6840 2.0210 2.4230 2.7040 29712 3.3069
45 0.6800 1.3010 1.6790 2.0140 2.4120 2.6900 2.9521 3.2815
50 0.6790 1.2990 1.6760 2.0090 2.4030 2.6780 2.9370 3.2614
100 0.6770 1.2900 1.6600 1.9840 2.3640 2.6260 2.8713 3.1737
inf 0.6745 1.2816 1.6449 1.9600 2.3263 2.5758 2.8070 3.0902




Extraits de tables statistiques

Table de la loi gaussienne

P(N < g,) = a lorsque N ~ N(0,1).

&

0.9

0.95

0.975

qa || 1282 [ 1.645 | 1.96 |

: on donne pour différentes valeurs de a € [0,1], g, tel que

Table de la loi de Student : on donne pour différentes valeurs de n et de a € [0, 1], ¢, , tel que
P(T <1t,,) =alorsque T ~ 7 (n) (on rappelle que la loi de Student est symétrique).

[é 4

tia

0.9
1.36

0.95
1.80

0975
2.20

f‘|.2_,.(1

1.36

1.78

218

H3a
taa

1.35
1.35

1.77
1.76

216
214

t15.4

1.34

1.75

213

Table de la loi de Student : on donne pour différentes valeurs de g et pour différentes valeurs

de n la valeur de pn 4 = P(T < g) lorsque T ~ 7 (n).

g [ 1 111213 [ 141516 ] 17 |18 ] 19 ] 2 |
p11,4 || 0.831 [ 0.853 | 0.872 | 0.890 | 0.905 | 0.919 [ 0.931 | 0.941 | 0.950 | 0.958 | 0.965
P12,4 || 0.831 | 0.854 | 0.873 | 0.891 | 0.907 | 0.920 | 0.932 | 0.943 | 0.951 | 0.959 | 0.966
P13g || 0.832 | 0.854 | 0.874 | 0.892 | 0.908 | 0.921 | 0.933 | 0.944 | 0.952 | 0.960 | 0.967
01 de r: on donne pour s e (1, no aec |0, M2
tel que P(F < fu, n,,a) = @ lorsque F ~ F(n1, nz).

a [[0025] 005 01 | 05 | 095 [0.975

fi11. || 0.001 | 0.004 [ 0.017 | 0.486 | 4.844 | 6.724

fi12. || 0.001 | 0.004 | 0.016 | 0.484 | 4.747 | 6.554

fi13. || 0.001 [ 0.004 [ 0.016 | 0.481 | 4.667 | 6.414

fi14,4 || 0.001 | 0.004 | 0.016 | 0479 | 4.6 | 6.298

fo11, || 0.025 | 0.052 | 0.106 | 0.739 | 3.982 | 5.256

fo12,0 || 0.025 | 0.052 | 0.106 | 0.735 | 3.885 | 5.096

f213,4 || 0.025 | 0.051 | 0.106 | 0.731 | 3.806 | 4.965

fo1a,. || 0.025 | 0.051 | 0.106 | 0.729 | 3.739 | 4.857

fa9.. || 0.069 | 0.113 | 0.191 | 0.852 | 3.863 | 5.078

f310,¢ || 0.069 | 0.114 | 0.191 | 0.845 | 3.708 | 4.826

f311, || 0.07 | 0.114 | 0.191 | 0.840 | 3.587 | 4.63

fio. || 0.112 | 0.167 | 0.254 | 0.906 | 3.633 | 4.718

f110,0 || 0.113 | 0.168 | 0.255 | 0.899 | 3.478 | 4.468

fi11,. || 0.114 | 0.168 | 0.256 | 0.893 | 3.357 | 4.275

f1.00, || 0.001 | 0.004 | 0.016 | 0.463 | 4.073 | 5.404

f1,43, || 0.001 | 0.004 | 0.016 | 0.463 | 4.067 | 5.395

fi,a1, || 0.001 | 0.004 | 0.016 | 0.463 | 4.062 | 5.386

fom,. || 0.025 | 0.051 | 0.106 | 0.705 | 3.220 | 4.033

foa3,. || 0.025 | 0.051 | 0.106 | 0.704 | 3.214 | 4.024

fom, || 0.025 | 0.051 | 0.106 | 0.704 | 3.209 | 4.016




