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Deuxième partiel

Exercice 1 : Chaîne de Markov sur un triangle

On considère une chaîne de Markov sur les sommets d’un triangle ABC. Cette chaîne est
définie par les règles suivantes : à chaque instant on se déplace sur le sommet contigu en
sens trigonométrique avec probabilité p et dans le sens des aiguilles d’une montre avec une
probabilité q = 1− p, où 0 < p < 1.

1. Tracer le graphe et écrire la matrice de transition de cette chaîne.
2. Montrer que cette chaîne est irréductible, récurrente positive.
3. Calculer sa probabilité invariante π.
4. Pour quelle(s) valeur(s) de p la probabilité invariante π est-elle réversible ?

Exercice 2 : Arithmétique aléatoire

On jette un dé à 6 faces n fois de suite. On note Xi ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6} le résultat du i−ème
lancer, et (Sn)n≥0 et (Pn)n≥0 la somme et le produit des résultats :

S0 := 0, Sn =
n∑

i=1

Xi, et P0 := 1, Pn :=
n∏

i=1

Xi.

On s’intéresse aux probabilités des évènements An, Bn et Cn :

An := {Sn ≡ 0 [13]}, Bn := {Pn ≡ 0 [11]}, Cn := {Pn ≡ 1 [11]}.

Pour cela, on introduit les nouvelles variables Yk et Zk, les restes de la division euclidienne de
Sk par 13 et Pk par 11, ce pour k = 1, . . . , n :

Yk = Sk [13] ∈ {0, 1, . . . , 12}, Zk = Pk [11] ∈ {0, 1, . . . , 10}.

1. Montrer que Sn et Pn sont des chaînes de Markov. Sont-elles récurrentes ?
2. On considère la chaîne (Un)n≥0 définie par Uk := 5 × Sk [10]. Quelles sont les valeurs

possibles de Un ? Sa matrice de transition ? Sa mesure invariante ?
3. Montrer que la chaîne (Yn)n≥0 est irréductible, récurrente positive.
4. Calculer sa probabilité invariante et en déduire la limite limn→+∞ P(An).
5. La chaîne (Zn)n≥0 visite-t-elle 0 ? En déduire limn→+∞ P(Bn).
6. Calculez la probabilité invariante de la chaîne (Zn)n≥0 et en déduire limn→+∞ P(Cn).


