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Exercice 1. Soit X une variable aléatoire exponentielle avec loi e−xdx sur R+. Si x > 0 on
note [x] la partie entière et {x} la partie fractionnaire de x:

[x] ∈ N = {0, 1, 2, . . .}, [x] ≤ x < [x] + 1, {x} = x− [x] ∈ [0, 1[.

On note Y := [X], Z := {X}. Remarquer que X = Y + Z.
a) Calculer la loi du couple (Y,Z) ∈ N × [0, 1[. Montrer que les variables Y et Z sont

indépendantes.
b) Déterminer les espérances conditionnelles:

E[Y |Z], E[Z|Y ], E[Y |X], E[Z|X], E[X|Y ], E[X|Z].

Exercice 2. Soit (U, V ) un vecteur gaussien centré, et

V ar(U) = V ar(V ) = 1, E[UV ] = ρ,

où ρ ∈]− 1, 1[.
a) Calculer l’espérance conditionelle E[V |U ].
b) Expliciter la densité de la loi conditionnelle de V sachant U .

Exercice 3 Soit (Sn)n≥0 une marche aléatoire simple sur Z: S0 = 0, Sn = U1 + · · · + Un, où
les v.a. Ui sont indépendantes et de même loi et telles que 0 < P(Ui = 1) = p < 1, P(Ui = −1) =
1− p = q.

a) Soit Zn = ( q
p)Sn . Montrer que (Zn)n≥0 est une martingale positive.

b) Déduire d’une inégalité maximale appliquée à la martingale (Zn)n≥0 que

P(sup
n≥0

Sn ≥ k) ≤ (
p

q
)k

et que, lorsque q > p,
E(sup

n≥0
Sn) ≤ p

q − p
.
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