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Exercice 1. Soit X une variable aléatoire exponentielle avec loi e *dz sur Ry. Si z > 0 on
note [z] la partie entiere et {z} la partie fractionnaire de z:

] e N={0,1,2,...}, [z]<z<[z]+1, {z}=2—[z]€]0,1]

On note Y :=[X], Z:={X}. Remarquer que X =Y + Z.

a) Calculer la loi du couple (Y,Z) € N x [0,1]. Montrer que les variables Y et Z sont
indépendantes.

b) Déterminer les espérances conditionnelles:

E[Y|Z]), E[Z|Y], E[Y|X], E[z|X], E[X|Y], E[X]|Z].

Exercice 2. Soit (U, V) un vecteur gaussien centré, et
Var(U) =Var(V) =1, E[UV]=p,

oupe€|—1,1]
a) Calculer l'espérance conditionelle E[V|U].
b) Expliciter la densité de la loi conditionnelle de V' sachant U.

Exercice 3 Soit (Sy,)n>0 une marche aléatoire simple sur Z: Sp =0, S, = Uy + --- + U,, ou
les v.a. U; sont indépendantes et de méme loi et telles que 0 < P(U; = 1) =p < 1, P(U; = —1) =
1—-p=gq.

a) Soit Z,, = (%)S". Montrer que (Z,)n,>0 est une martingale positive.

b) Déduire d’une inégalité maximale appliquée a la martingale (Z,)n>0 que

P(sup S, > k) < (2)F

n>0 q

et que, lorsque g > p,
E(sup Sy) < ——.
n>0 q—p



