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Examen

Une attention particuliere sera portée a la rédaction. Tout devra étre bien justifié.

Densité et espérance conditionnelle (5 points)

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes et de méme loi, admettant pour densité

par rapport & la mesure de Lebesgue la fonction f(z) = & 11 ec(2). On pose U = XY et V = X/Y.

z

Quelle est la loi de (U, V) ? En déduire la densité conditionnelle de V' sachant U et I'espérance E(V|U).

Etude d’une chaine de Markov (5 points)

Soit (X, )n>0 une chaine de Markov homogene sur £ = {0,1,2,3,4,5,6} de matrice de transition

16 0 0 5/6 0 0 0
2/3 1/3 0 0 0 0 0
0 0 1/4 1/4 0 0 1/2
P=((P(i,/))ujerz)=] 1/3 1/3 0 1/3 0 0 0
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[a] (1pt) Effectuer la classification des états : déterminer les classes de récurrence et les états transitoires.
La chaine est-elle irréductible ?

[b] (1pt) On restreint la chaine de Markov aux états {4, 5}, la chaine est-elle irréductible ? Apériodique ?

[c] (1,5pt) On revient a la chaine entiére pour cette question et la suivante. Calculer les probabilités
d’absorption dans les classes de récurrence.

[d] (1,5pt) Déterminer les probabilités invariantes.

Temps d’atteinte via les martingales et les chaines de Markov (10 points)

Soit (Y},)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes de loi de Bernoulli de parametre p €0, 1|
i.e. telles que P(Y,, = 1) =pet P(Y,, =0) =1—p. On pose Xy :=0et X,, ;=Y +...+Y, pourn > 1. On
remarquera que contrairement au cas de la ruine du joueur, on a ici X,,; > X, p.s. pour tout n > 0. A
tout entier y € N, on associe le temps d’arrét T, := inf{n > 0: X,, = y}, avec la convention inf §) := +oc.

la] (1,5pt) Montrer, que lim X, =400 p.s. et en déduire que P(7}, < oo) = 1 pour tout y € N.

n—s+o00

[b] (1pt) Montrer que la suite (M,),>1 := (X,, — np),>1 est une martingale par rapport a la filtration
naturelle (F,)n>1 = (0(X1, ..., Xn))n>1-

[c] (2pt) Calculer 'espérance E(T),) en utilisant la martingale arrétée (Myaz, )n>1-

[d] (1,5pt) Soit Ny := > 77 lix,—y) le nombre de visites de (X,),>1 & y € N. Trouver une relation
simple reliant N, T},+1 et T, et en déduire la valeur de E(N,).
On remarque que (X,,),>1 est une chaine de Markov homogene avec matrice de transition ) donnée
par: Q(xz,z) =1—p, Q(x,x+1) = p, z € N (on ne demande pas de le prouver). On pourra supposer
que la chaine (X,,),>1 est donnée sous forme canonique.

le] (1,5pt) Déterminer la loi de X, et la loi de T;.

[f] (1,5pt) Prouver, a 'aide de la propriété de Markov forte et du point [d], que N, a méme loi que T7.

lg] (1pt) Déterminer la loi de T,.



