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Fiche de TD n°3 : Estimation

1 Modélisation et définition de base

Lois exponentielles et lois de Poisson. La durée écoulée entre I'arrivée de deux mails consé-
cutifs dans la messagerie de Gérard suit une loi exponentielle de paramétre inconnu. On suppose
que ces durées sont des réalisations de variables aléatoires indépendantes. L’observation est Y le
nombre de mails arrivés dans la messagerie jusqu’a I'instant ¢.

1) Quelle est la loi de Y ?

2) Quel est le modeéle statistique représentant cette expérience ?

Néo décide de tricher a ses examens. On suppose qu’a chaque fois, ses triches sont indé-
pendantes. A chaque fois que Néo triche, il a une probabilité p de réussir.

Soit T' le nombre de fois ot Néo a réussi a tricher avant d’échouer pour la premiére fois.

1) Quelle est la loi de T'?

2) Ecrivez le modéle sous la forme d’un triplet, espace d’observation, tribu, famille de proba-
bilités.

3) Le modéle est-il identifiable ? Dominé ?

Un circuit électrique est composé de deux types de diodes A et B montées en série. Les
durées de vie des diodes, qui sont indépendantes, suivent des lois exponentielles de paramétres
inconnus éventuellement différents.

1. Quelle est la loi suivie par la durée de vie du circuit ?

2. On a observé les durées de vie de n circuits indépendants de ce type. Quel est le modéle
statistique associé & cette expérience ?

3. Dans l'expérience de la question précédente, on a seulement observé le type de diode (A ou
B) qui a défailli. Déterminer le modéle statistique associé & cette expérience.

On considére deux variables aléatoires réelles indépendantes X et R définies sur I'espace
probabilisé (2,4, P), telles que R est une variable aléatoire de Rademacher, ie. P(R = 1) =
P(R= —1) =1/2, et X suit la loi N'(0,1). Pour § € R, on note Yy = R + X.

1. Calculer la loi de Yjp.

2. Soit une expérience dans laquelle on observe n réalisations indépendantes de la loi de Yy |,
avec 6 inconnu. Préciser le modéle statistique. En donner une mesure dominante et la famille
des densités associées.



D’une génération & la suivante, le poids moyen des cochons d’un élevage augmente d’un
facteur multiplicatif inconnu, mais cette tendance est perturbée de facon additive par une variable
aléatoire réelle gaussienne centrée, indépendante des générations précédentes et de variance in-
connue indépendante de la génération. Quel est le modéle statistique associé & ’observation du
poids moyen des cochons de I'élevage sur n générations ?

@ Soit le modéle statistique d’échantillonnage,

X1,..., X, iid. ~N(m,0?), 6 = (m,0%) €R x R%.

Parmi les variables aléatoires suivante, lesquelles sont des statistiques ?
— lAa2 mo;lfenn: empirique 2X = % S X,

— 07 =2 (Xi— X)

— no?/o?,

— T=Va—1(X-m)/s

Décrire I'expérience statistique &, étudier 'identifiabilité et la domination du modéle dans
chacun des cas suivants :

1. X suit une loi U[0,6],0 € R*..
2. X suit une loi uniforme {0,1,...,0}, 6 € N*.
3. X suit une loi N'(v,0?), 6 = (v,0%) € R x R%.

Soit I'expérience produit £™ obtenue en considérant n copies indépendantes de £. Etudier alors
dans chacun des cas précédents I'indentifiabilité et la domination du modéle.

On considére n sites de ponte indépendants. Sur chaque site ¢, le nombre d’ceufs pondus, noté
X, suit une loi de Poisson de paramétre A > 0. Chaque site est indépendant des autres. Chaque
ceuf a une probabilité p d’éclore et de donner naissance a un insecte, indépendamment des autres
ceufs. Soit Y; le nombre d’insectes observés sur le site i. Modéliser ce probléme. Est-ce que le
modéle est identifiable 7 On pourra discuter en fonction des données observées.

2 Estimateurs

@ Pour chaque 6 € R, on note Qg la loi sur Ry de densité

f(z) = 0(2_36011RJr ().

On observe un n-échantillon de loi Q.
1. Ecrire le modéle statistique correspondant.

2. Est ce que le modéle est dominé ? Identifiable 7



3. Calculer 'espérance d’une v.a de loi QQg. Proposez un estimateur par la méthode des mo-
ments.

4. Soit 6 = ﬁ Montrer que 0 est un estimateur consistant.
i=1“*1

5. Montrer que 0 est un estimateur asymptotiquement normal c’est a dire qu’il existe o > 0
tel que

Vi —60) 5 N(0,0%

n—oo

et déterminer o2 > 0.

Rappel : Soit X une variable aléatoire de loi gaussienne d’espérance 0 et de variance 1.
E(X%) =3.

Pour chaque 6 € R* , on note Qg la loi N'(0, ) normal d’espérance 0 et de variance 6, ou 6 est
un paramétre réel positif strictement positif. On observe un n-échantillon de loi Qy.

1. Ecrire le modéle statistique correspondant.
2. Calculer le maximum de vraisemblance, noté MV de 6.
3. Calculer 'espérance mathématique et la variance de oMV Que peut-on conclure ?

4. On suppose que le modéle vérifie les hypothéses afin de pouvoir appliquer les résultats sur
I'information de Fisher. Calculer la quantité d’information de Fisher. En déduire que 6™V est
efficace.

Soit le modele d’échantillonage suivant :
X1,y Xpdid. ~U[0,0 +1)%", 6 €[0,1]

ot U([A,0 + 1]) est la loi uniforme sur [0,6 + 1]. Le paramétre d’intérét est le parameétre de ce
modele.

1. Ecrire le modele sous la forme d’un triplet, espace d’observation, tribu, famille de probabi-

lités.

2. Ce modéle est-il dominé?

3. Le modéle est-il identifiable ?

4. Est ce que 'estimateur du maximum de vraisemblance de 0 existe ?

5. Soit 6 = %Z?:l X — % un estimateur de #. Est ce un estimateur biaisé ? Quelle est sa
vitesse ?

6. Donner un intervalle de confiance asymptotique & 90 pourcent de 6.

7. Soit 92 = min;—; ., X; un estimateur de 6. Quelle est la loi de 92 ?

8. Est ce que 05 est un estimateur biaisé ?

9. Quelle est sa vitesse de 65 ? Pour cela on pourra penser a calculer la fonction de répartition

de la variable aléatoire n(fy — 6) et étudier sa limite.

10. Question bonus : sur quel(s) critére(s) pourriez vous comparer ces deux estimateurs afin de
savoir lequel est le plus pertinent ?



Soit (X7, ..., X)) un n échantillon de variables aléatoires indépendantes de loi Py pour
6 €]0; 1], telle que pour tout entier k, on a Pp(X1 = k) = 6(1 — 0)F.

1. écrire le modéle statistique correspondant.

2. Calculer E(X) et déterminer un estimateur de 6 par la méthode des moments.
3. Est-ce que le modéle est identifiable 7

4. Déterminer 'estimateur du maximum de vraisemblance.

5. On suppose que le modéle vérifie les hypothéses afin de pouvoir appliquer les résultats sur
I'information de Fisher. Calculer la quantité d’information de Fisher.

. j.— 1 ?
Est-ce que 0 : S est efficace 7

3 Intervalle de confiance

Des joueurs ont envie de créer un escape game & Liffré. Ils créent un sondage & Liffré dans
le but de déterminer la proportion p d’individus ayant envie de faire un escape game.

On interroge 1000 personnes. Sur ces 1000 personnes, 352 affirment avoir envie de tenter
I’expérience d'un escape game, et les autres n’en éprouvent pas ’envie. Sur la base de ces données,
donner un intervalle de confiance a 90% pour p.

1) En utilisant l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev.

2) En utilisant le théoréme limite central.

Une chaine de production doit garantir une qualité minimale de ses produits. En par-
ticulier, elle doit garantir que la proportion 6 de produits défaillants reste inférieure & un taux
fixé par le client. Un échantillon de n produits est prélevé et analysé. On appelle X; la variable

R 1 &
aléatoire définie par X; = 1 si le iéme produit est defaillant, X; = 0 sinon.On note 0, = — Z X;
n
i=1
la proportion de produits défectueux dans 1’échantillon.
1. Proposer un modeéle statistique pour ce probléme. Quelle est la loi de nén ?

2. Donner un intervalle de confiance asymptotique & 85 pourcent de 6.

Un vol Nice-Paris est assuré par un Airbus de 140 places. L’expérience a montré que
la probabilité qu’une personne ayant acheté un billet se présente est p €]0,1[. On suppose que
les comportements des voyageurs sont indépendants les uns des autres. La compagnie fait du
surbooking, elle a vendu n billets.

1. Quelle est la loi de S, le nombre de personnes qui se présentent pour prendre ’avion ?

2. On suppose que n est un nombre assez grand, par quelle loi limite pouvez vous approcher
Sn?

3. On suppose dans un premier temps que p = 0.9 et on se demande combien de réservations
la compagnie aérienne a intérét a accepter afin d’avoir 99 % de chances de ne dédommager
personne. Vous pourrez donner votre réponse sous la forme /n est solution d’une inégalité
faisant intervenir un polyndome de dégré 2 en \/n.



4.

On observe que finalement S, /n = 0,9. Donner un intervalle de confiance asymptotique
dépendant de n & 90 pourcent de p.

[16[Lois exponentielles On considére le modéle statistique (R™, B(R™),E(N)®™\5()- Dans la

suite,

(Xl,XQ, e ,Xn) ~ 5()\)@71 et o E]O,l[.

1.

Montrer que la v.a. Amaxj<;<, X; est pivotale, i.e. sa loi ne dépend pas de A. En déduire
un intervalle de confiance pour le paramétre A au niveau de confiance 1 — a.

2. Construire un intervalle de confiance pour A au niveau 1 — « en utilisant la statistique X,.

3. Déterminer la vitesse et la loi limite de I'estimateur A = 1 /X,. En déduire un intervalle de

confiance asymptotique pour le paramétre A au niveau 1 — a.

Le coryza du chat est une maladie virale associée & un syndrome respiratoire qui touche
principalement les chatons. Pour estimer la prévalence (c’est-a-dire la proportion de présence)
dans un département, on préléve un échantillon de 145 chatons et 25 s’avérent porteurs de cette

maladie.

1.
2.

Calculer la fréquence observée de chatons porteurs du coryza dans cet échantillon.

Déterminer un intervalle de confiance au niveau de confiance asymptotique de 90% pour la
proportion de chatons touchés par la maladie dans le département.

. L’amplitude de I'intervalle de confiance asymptotique étant trop grande, on souhaite prélever

un nouvel échantillon. Quel doit étre le nombre de personne choisi pour 1’échantillon si I’on
veut que la taille de I'intervalle de confiance asymptotique soit inférieure ou égale a 0.017
On pourra donner la réponse sous la forme de produits et divisions de réels.

Soit (X1, ..., X;,) un n-échantillon de variables aléatoires indépendantes de loi Py pour
0 €]0,1] et m € N*, telle que pour tout entier k£ > 0, on a Py(X; = k) = (T’;)H’“(l — )™ % On
suppose que m est connu.
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&

Ecrire le modéle statistique correspondant.

Calculer Ep(X7) et déterminer un estimateur de 6 par la méthode des moments.
Est-ce que le modéle est identifiable 7

Déterminer I'estimateur du maximum de vraisemblance.

Montrer que Varg(X1) = mé(1 — ). Vous pourrez utiliser cette valeur dans la suite méme
si vous n’avez pas réussi a le montrer.

Soit l'estimateur 6 := % Quel est le MSE de 67

Quelle est la vitesse de convergence notée ¢, de 67 Que vaut 02(#) dans I'expression ¢, (6 —

0) — N(0,0%(0))?

A~

. Donner un intervalle de confiance asymptotique a 85% de 6.

On suppose que le modéle vérifie les hypothéses afin de pouvoir appliquer les résultats sur
I'information de Fisher. Calculer la quantité d’information de Fisher.
Est-ce que 0 est efficace?
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