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Devoir maison

Une attention particuliere sera portée a la rédaction. Tout devra étre bien justifié.
A rendre au plus tard pour le 11 octobre a midi dans mon casier ou par mail.

L’ensemble des zéros du mouvement brownien
Soit (B;)¢>0 un mouvement brownien standard défini sur un espace de probabilité (2, F,P).

1. Montrer que 'application
¢:Qx Rt — {0,1}
(w7 t) — H{Bt(W)ZU}
est mesurable lorsque 'on munit Q x IR* de la tribu F @ B(IR").
Indication : on pourra considerer les ensembles de la forme

E.p ={w € Q| Vt €la,b], B, # 0}

pour tous 0 < a < b, et montrer qu’ils sont dans F.

2. Soit Z = {t > 0| B; = 0}, 'ensemble des zéros du mouvement brownien.
Montrer que p.s. Z est fermé, non borné, de mesure de Lebesgue nulle et sans point isolé.
Indication : on pourra considérer les temps d’arrét d, = inf{t > ¢|B; = 0} pour ¢ € Q™.

Soit (Fi)i>o une filtration et M := (M;):>o une (F;) martingale continue avec My = 0. On suppose
de plus que le processus (M7 — t);>o est aussi une (F;) martingale. Le but de I'exercice est de montrer
qu’alors M est le mouvement brownien.

1. Le but de cette partie est de montrer que Vx € IR
E(Gix(Mt+h_Mt)‘.E) _ e—%x2h (1)

— Soit t,h > 0, x € IR, posons M, := M, M, k-1, En utilisant M, — M; = ZZ:1 My 1,

t+En T
e —14+a=0(a? et

n—1
) 1 ) +1 . 1 1
E(elx(Mt+h—Mt)|ft) _ e—§$2h — § E(ew(Zzzl Myn) _ ew(ZZ:l Mk,n)—ﬁfﬁh|ft)e—%(”—7“—1)$2h
r=0

montrer que
[E(eieMein=M0|F) — =30 < O(L) +
S E (‘E (Mt — 1 — i Mg+ 5 (Myg,0)? | Fpon)

%)

— Montrer que
E((Myyn — My)*F) < 12h2.

Pour cela on pourra utiliser (en la justifiant)
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(Mo = M = Jin (57 Mi)* 35 ME,) 403 M) (3 Moo

k=1



— En utilisant la question précédente montrer que

B0 = 0( ()}

— En déduire
E(e!Meen=M) _ o=37*h| F)| = O ((

)

i

— Montrer (1).

2. Conclure que M est un mouvement brownien.



