Probemes de transmission non coercifs dans des
polygones

Monique Dauge et Benjamin Texier

1 Preéesentation du probleme

Un probEme de transmission scalaire d’ordrgo< sur un domaine plan ba) peut
s’exprimer comme prokime variationnel assaca une forme biligaire b de la forme

Vu, v € H(Q), b(u,v):/ aVuVv,
Q

ol « estune fonctio@ valeurs matriceg x2 définie surQ) et reguliére par morceaux sur
une partition finie(€2;) de Q. Les solutions de tels prarnes satisfont des conditions
de saut sur leurséativees normales aux interfaces entre les sous-domdnest a est
discontinue. De tels probines sont &s auxequations de Maxwell dans des @@@hux
héterogenes.

Sila fonction ¢ satisfait une condition de positi@tuniforme du type

Elp(hpl > Ov Vr € ﬁa /00|€|2 S (CL([L’)& ' g) S p1|5|2

la forme b est coercive surH!(2), et le probéme de transmission peétre qualife
d’elliptique.

Par contre se pisente aussi la situation, en liaison avec I'applicationépations de
Maxwell pré-citee (intervention de matiau supra-conducteur)ua: est positif dans cer-
tains sous-domaines eégatif dans les autres. Ici se pose alors la question de I'ellipticit
du probeme de transmission, en plus du comportement de la solution au voisinage des
éventuelles ilggulariés de la frontre des(; .

Ici, nous allons, dans un cadrésrsimplegtudier ces questiona,savoir I'ellipticite
la long d’une interfaceaguliere ainsi que le comportement au voisinage d’un coin entre
deux sous-domaines. Ainsi, nous coisiths comme domaine un rectandle qui se
décompose er2 sous-domaines$)_ et 2, , ol Q_ est un rectangle contenu dafis et
2, son comptmentaire.



On s'intéresse alarésolution du probleéme de transmission avec condition de Dirichlet
extérieure:

Vo e Hy (), /aVqu—fv:(), (L.1)
Q
ou a est une fonction constante par morceaux:

. ay Id danSQ+
“Z1 e 1d dansQ_,

et oll le second membre f est supposé appartenir a L%(12) .

L’éude qui suit traitelecas a_a, < 0,lecas a_a, > 0 &ant bien connu, voir
NicAlIsk [3]. Etant donnée v € H}(Q2) solution de (1.1), on se propose d'en étudier la
structure, ladifficulté venant de a_ a, < 0 et dela présence des coins.

On notera u, pour u|g, €t u_ pour ulo_ . D'apres (1.1):

Voe 2(0y), —/ ay Aug v = frv.
Q4 o

Donc:
—ayAuy = fi,
et, deméme. —a_Au_ = f_. Alors, si onintegre (1.1) par parties, on obtient, pour tout

v € () lacondition suivante sur I'interface 92, N9 _ (qui est égalea 0f)_ ) entre
Q, et Q_:

/ (@10, uy +a_0,_u_)v =0. (1.2
o0_

Lasolution u n’'étant apriori quedans H' (), (1.2) aseulement un sens comme dudité
entre H'/2(00_) et H'/?(99_). L étude qui suit montre qu’en rédité, u est H?,
sauf peut-&tre au voisinage des coins, ce qui donne un sens usuel de trace aux dérivéees
normales.

Apres le choix d’'une normale (0,, = 0,,, , par exemple), on obtient la condition dite
de transmission:
ay Opuy — a_Opu_ =0, sur 0_ .

Il résultedel’ ellipticitedu Laplacienque v, estdans HZ (2.) et u_ dans HZ ().
Lacondition de Dirichlet &tant elliptique, on aaussi larégularité H? pour u auvoisinage
de tout point du bord externe 92 qui ne rencontre pas |’un des sommet de ). De plus,
commelesanglesde 2 sont /2, le principe deréflexion (et aussi lathéorie générale du
Laplacien dans un polygone, voir GRISVARD [1]) montre que « est aussi H? au voisi-
nage des coins de (2. Il reste donc a étudier u au voisinage des points de I’interface

o0_ .

Dans la section 2, on va montrer que si aya_ # —1, u, € u_ ont larégularité
H? au voisinage de tout point régulier de I’interface. Dans la section 3, on va montrer
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que, sous la méme condition a,a_ # —1, le comportement de v au voisinage des
coins de Q_ (interface a coin) releve de la théorie générale des problemes dlliptiques
dans les ouverts a coins: selon la valeur du rapport i := a,/a_, on obtiendra, soit la
régularité H? de u, et u_, soit une décomposition en parties réguliere et singuliere.
Nous concluons en section 4 par quel ques persepectives.

2 Etudeau voisinaged’uneinterface

On se place maintenant au voisinage d’un point de 0€)_ qui ne rencontre aucun coin.
Dans une premiére partie, on tronque u pour pouvoir se placer dans R? tout entier. Puis,
par transformation de Fourier partielle et un changement de variable, on aboutit al’ éude
d’un probleme a une dimension. On déduit de son étude une propriété de regularité locale
pour w .

2.1 Localisation

Sait (g, yo) un point del’interface: on suppose que I’ interface est localement contenue
dans la droite d’équation y = y,. Soit xo € Z(R), vaant 1 au voisinagede 0 et a
support suffisamment petit et soit y € 2(R?) défini par x(x,vy) = xo(z—0) xo(y—yo) -
Alors, pour v € H'(Q):

/ aV(xu)Vv = / a(VuV(xv) + uVxVuv — vVuVy).
Q Q

En intégrant par parties:

/ a,uVyxVu = —/ div(apuVy)v +/ a,uv O, X,
Q4 o

o0,
et demémesur 2_ . Par choixde x, d,x = 0. Onadonc:

/ aV(xu) Vo = / (xf + aVuVy + div(auVy)) v.
Q Q

Or, div(auVy) = d,(audyx) + 0y (audyx) = a(dx(udyx) + 9y(udyx)) , car dyx =
0 alinterface. Par suite, comme u € H'(Q), lafonction g définiepar g = xf +
aVuVx + div(auVy) estdans L*(Q). Ainsi:

Yo e Hy (), /aV(Xu)Vv = / gu.
Q Q
Donc, si on note @ le prolongement de yu par 0 atout R? et de méme ¢ le prolonge-

ay poury >0

ment de ¢ par 0, et en posant (xg,yo) = (0,0), et a:{ a. poury <0 -

Vv e H'Y(R?), /avavv:/ quv. (2.2)
RQ RQ
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2.2 Reégularité

On part maintenant de I’ équation (2.1), et onrenote @ par u €t § par g dans cette sous-
section 2.2. En procédant comme dans la section 1, on voit que « Vérifie les équations:

—ay Auy =g, poury >0,
—a_Au_=g_ poury < 0.

Appliguons latransformation de Fourier partielle par rapport a « :

a+ (52_aj>ﬂ+(£7y) :§+(§7y)7 V£ERay€R+7

de méme pour y < 0. En effectuant le changement de variable § = ||y (et ou § est
immédiatement renoté y ), on a:

1
as (1— ) iis (&, %) = G ule fg—|>.

L e changement de variable précédent permet ainsi de fixer £ = 1. On considere main-
tenant un probleme a une dimension, lavariable éant y .
Notons h(y) = 4(¢, ). et E=H'(R) N (H*(R-) x H*(R,)) i.e
E = {w cH'(R)| w_e€HR.) e w,E€ HQ(R+)}.

On s'intéresse au probleme:

Trouver w € E tel queVv € H'(R), / a(wv+VwVv)—hov =0. (2.2)
R

Supposons connéitre w € E vérifiant (2.2). Alors, en choisissant v dans (R, ) et
en intégrant par parties, on obtient comme dans la section 1:

ap (wy —wh)=hy e a_(w_—w")=h_.

En reprenant (2.2), on obtient la condition de transmission:
ayw' (0) —a_w” (0) = 0.

Considérons alors la solution wy = (wy _,wo +) € H}(R_) x H}(R,) du probléme de
Dirichlet:
a—(wo— —wg_) =h_, ap(wos —wy,)=hy.

On sait que wy_ € H*R_) e wy. € H*(R,). Sionpose w; = w — wp, alors
nécessairement:

wy, - —wy_ =0, w—w =0,
w1, (0) = w4 (0),
oy 0], (0) — a_wl_(0) —a_ uh_(0) — ay uh,(0)
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Enposant o = a_ wy _(0) — ay wy , (0) , onanécessairement, s a; +a_ # 0 :

@ +Y 23
a++a,€ : (2.3

w1+ =

D’ou I’ unicité de la solution de (2.2). Réciproquement, en posant (2.3) et w = wy + w ,
w est solution de (2.2), d' ou I’ existence.
Alors, notant £ = H'(R)N {v € H*(R_) x H*(R,), a; v, (0) —a_v"(0) =0},

S a.+a_ #0: .

E — L*R.) x LAR,)

v o— (v- =", v =)
est linéaire, continue, bijective d apres ce qui précede, donc ouverte. D’ apres le théoreme
de Banach:

3050, el g, < C (-l o, + Mll e, ) (2.4

Avec (2.4), il suffit maintenant de remonter les calculs précédents pour obtenir le
résultat de régularité annoncé. En se plagant par exemple au-dessus de I’ interface:

2

2
|’w+HH2(R+) < C HhHLQ(R) :

On applique ceci pour w(y) = (&, ) et h(y) = 4(&, &) - Or,

. 2 _ 9. N .
0 e, =112 [ 1)y pour =012

Ry
Donc
H£2/&HL2(R+) _'_ HfayaHLQ(R+) + HaiﬁHL2(R+) < C HQHL2(R) ‘ (25)
Or lacaractérisation de H*(R%) par transformation de Fourier partielle est
2 s ; d 2.6
o0y = [ 106 Mg, g 8 (26)
ou lanorme aparamétre || - ||HQGR+ ’) est définiepour p > 0 et z € H*(R,):

2 o 2 112 2 2 112
I,y = 1+ 9?2l + 10+ 0) 02l + 102, @)
L'espace H'(R?) abien siir une caractérisation analogue. Pour p grand:
2 ~ 2 112 2 2 112
1,y = 1922 a, + 1002 e, + 10%20 e -
Pour les p petits, il reste unterme H! adroite. Donc (2.5) donne:
2

~ 2 ~ 2 ~
(&, Mo e, ey < € UGE I oy + 188 M gz, ep)-
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Ainsi, déduit-on de (2.6) que:

2 2 2

Revenant a la situation antérieure de u solution du probleme (1.1), et combinant
(2.8), valable pour yu , avec les estimations elliptiques classiques au voisinage des points
intérieursde 2+ et des pointsréguliers de 02, et les estimations de régularité au voisi-
nage des coins externes de 0f, nous obtenons:

Théoreme2.1 On suppose qué a_ # —1. Soitu € H}(Q), solution du prokéme

(1.1). Soit ©Q; un ouvert deR? tel que ©; ne rencontre pas les coins de transmission

(les coins deQ)_), et soit ), tel que ; C 5. On note Qe = Q:N Q. Alors
u= (u_,uy) € H*(Q_) x H*(Q ), avec les estimations:

sl e,y < € (11 2y + Nl ay):

3 Etudeau voisinaged’un coin intérieur

Dans une premiere partie, on tronque « a nouveau, afin de se placer au voisinage d'un
coin de transmission, ou 2 et Q, coincident respectivement avec un voisinage de 0
des secteurs I'_ et ', qui forment une décomposition de I' = R?: en coordonnées
polaires (r,6),

I'_ = {(xay)a re R.;,_, NS (0777-/2)}’ F+ = {(Ivy)7 S R—i—» 0 e (7T/2727T)}
Puis, avec h = r?g ou g € L*(T") est un nouveau second membre apres localisation,

I’ étude du symbole Méllin () de notre probléme de transmission au voisinage de 0
vafournir un v, derégularité H? dansun voisinagede 0, tel que:

Z(\) o(N) = h(N)

pour tout A sur une certaine droite Re A = constante. Une extension de la formule des
résidus permet alors comparer u, €t u .

Dans toute la section 3, on note z_ = z|r_ et z; = z|p, , pour toute fonction z
définiesur R?,etausss G_ = (0,7/2), G4 = (7/2,27) et G lecercleunite R/27Z.

3.1 Localisation
Soit 7 — x(r), x € Z(R,), asupport compact, et qui vaut 1 au voisinagede 0. Alors,

Jpx = 0. Avec untel y, on peut reprendre les calculs de la sous-section 2.1, pour
obtenir:

/ aV(xu) Vo = / (xf + aVuVy + div(auVy)) v.
0 Q
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Or, div(auVy) = 0.(au0,x) par choixde x,donc g = xf + aVuVx + div(auVy)
est dans L%(2) . Aprés prolongement par z&ro:

Vo e HY(R?), /&VﬁVv:/ gu, 3.1
R2 R2

ouaestégdaa, sur I'y etaa_ surI'_.

3.2 Transformation de Mellin et espaces a poids

La transformation de Mellin est une transformation de Fourier—Laplace (i.e. a argument
complexe) radiale. Elle caractérise particulierement bien les espaces a poids suivants dont
I’introduction est classique dans lathéorie des problémes a coins, voir KONDRAT'EV [2].
Dans cette sous-section, I' désigne un secteur plan:

I'= {(x,y), reR,, 0e G}.
Definition 3.1 Soits € N ety e R,
K3(T) = {ve Lp (), r=900 e L*(I), Va e N’ |a| < s}

loc
2 _ 2
avec la norme||v||K§(F) =3 s 171! T oy -

Pour v € (R, ), latransformation de Mellin de v est notée © et est définie pour

tout A € C par laformule
+o0 d
@()\):/ r ()
0 T

Sionpose t = logr, 0(t) = v(r), et A = £ +in, aors v(\) est latransformée de
Fourier de ¢t — et 9(t) calculéeen 7.

S v e 2(T'\{0}), v sécrit en coordonnées polaires v(x) = o(r, d) , et on définit
alorslatransformée de Méllinde v par laformule:

+o00
(A, 0) = / = (r, 0) % :
0

L’ égalité de Parseval permet de démontrer:

Lemme32 Soity e Reté = —y—1. Siv € KS(F), alors la transformation de
Mellin de v est bien éfinie pour toutA = ¢ +in, (n € R), et

(n,0) — 0(¢ +1in,0) € L*(R x G).

La réciproque est vraie et on adfuivalence:

- R . 2 1/2
11 oy = (/R 19(€ + i)l gy dm) ™™
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En étudiant I’ effet du changement de variables © — (r,0) — (¢,6) surlesopérateurs
de dérivation, on peut étendre le lemme précédent aux espaces K(I') pour s € N:

Lemme33 SoityeR et se N,onpose { =s—v—1.

e Swve KiI),aors n— o(+in,-) € L*(R, H(G)).
Plus précisement, on a |’ équivalence:

~ . 2
ey = ([ 1€+l )

1/2

0]

ou pour p >0,

2 2
W, = 3 I+ 2002,

B1+pP2=s

e Réciproguement,si V() est définiepour Re A = ¢ desorteque n — V(£ +in,-)
soit dans L*(R, H*(G)) avec la condition

2
1, )y < 0

/R V(e + i)l

alors, pour tout A\ de partieréelleégalea ¢, V(\) est latransformée de Mellin
d'une fonction v € K3(I') , etona:

i(r,6) = 2i /R PV (A, 0) d. (32)

™

3.3 Inversibilité du symbole Méellin

On repart maintenant du probleme (3.1) ou on renote @ par u € —§ par g. Intégrant
par parties, on obtient que:

Auy = dans T
{ai Ut = G+ + (33)

a4 Opuy —a_Opu_ =0 sur o'y Nol'_,
avec u € H'(T') N (HZ, (T \ {0}) x Hp,
tous deux a support compact.

En appliquant la transformation de Mellin au probleme (3.3), on obtient |’ expression
de Z(\):

(T4 \ {0})), cf Théoreme 2.1, et g € L*(T),

2\ B — L2(G_) x L*(Gy)
W — (a-(A2+ )W, ax (N + 9H)W,)

ol B = H'(G)N {W € HA(G_) x H¥(G,), ay W, —a_ W' =0surdG_naG,}.
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Onsefixe A € C. Onétudiel’inversibilite de £ () .

Injectivité: Soit 1 € E tel que .Z(\)W = 0. On adonc les conditions de transmis-
sion:

Wy(@2n)—W_(0) = 0,
arWi(2n) —a_W’'(0) = 0,
Wi(w) - W (@) = 0,
ayWi(w) —a_W (w) = 0,

ol w = %, lapremiére et latroisiéme provenant du fait que W e H'(G) . Per ailleurs,
Z (AW =0 donne aussi :

Vo ¢ {0, g ort, A2+ D)W =0,
doncil existe a_, vy, B, B4 telsque W_(A\) = a_ cos(A0) + G- sin(\6) et de méme

Wi (X) = ay cos(A8)+p; sin(A9) . Eninjectant ces solutionsdans|e systeme précédent,
onobtient: .Z(\) estinjectif <= </ (\) # 0, 0u, enposant = a, /a_:

—1 0 cos 2w sin 27\
- 0 —1 —p sin 2w\ p cos2wA
SN =1 _ cos \w —sin \w cos \w sin \w
Sin \w  —cosAw —psinAw 4 cos A\w

On obtient immédiatement que
(A) = (0* + 1) sin dw sin \(2m — w) + 24 (1 — cos Aw cos A2 — w)),
dont on peut montrer qu’il est égal a
FdAN)=(b+c)(b—c), ou b= (u+1)sinAr e c=(u—1) sin \(m — w).

Surjectivité: On aboutit au méme déterminant d’ ordre deux. Donc Z’(\) est injectif si
et seulement s £ (\) est surjectif. On aainsi obtenu

Lemme34 S A #0, .Z()\) estbijectif si et seulement si
(p+1)sinAr # t(p—1)sin\(7r —w), avec p=ay/a_. (3.4)

Ici w = 7/2 et cette valeur particuliere permet de montrer la propriété suivante, qui
sera utile pour ladécomposition de w :

Lemme35 S p estrée et p# 1, pourtout A\, Re A =1, £ (\) estinversible.
DEMONSTRATION. Eneffet pour A\ = 1 + in, lacondition (3.4) s écrit
—i(p+1) shyr # £ (u—1) ch(nm/2),

dont laseuleracineest =1, n =0 (probleme de transmission trivial). [



3.4 Calcul desrésidus

Pour analyser une solution « du probléme (1.1) au voisinage d’un coin de transmission,
on se place dans le cadre du probleme (3.3), auquel on applique la transformation de
Mellin. Pour cela, on se ramene a des espaces a poids K3[I') , voir Définition 3.1. On
remargue d’abord que, comme conségquence de I'inégalité de Hardy, les fonctions dans
H'(T") asupport compact appartiennent a K!(T") pour tout ¢ > 0.

On se fixedonc ¢ > 0, que I’on pourra choisir aussi petit que I’on veut et donc,
u € KN{T). Alors, par le Lemme 3.3, appliquéa I'_ et T, on obtient que pour tout
A, Re X = —¢, 4(\) est bien définie et on a, en posant 7 = r?g:

VA Red=—g, L\ a(N) = h()).

On rappelle que

A

E=HYG)n {W e H*(G-) x H*(G,), ay W (21) —a_W'(0) =0,
ar Wi(E)—a_ W' (3)=0}

et que .Z()\) estinversiblede £ dans L*(G) s et seulement si la condition (3.4) est
vérifiee. On voit ains que I’on peut choisir ¢ > (0 assez petit pour que ¥ (\) soit
inversible pour tout A\, Re A € [—¢,0).

Gréace au Théoréme 2.1, on va démontrer une estimation sur I’inversede .2’ (\) :

Lemme 3.6 Onsupposeque a,a_ # —1. Soit £ € R. Alorsil existe 7y et C' dans
R, tellesque

YV € B YA=E+in aves il >0, V] e, < CILO) Vi,

DEMONSTRATION. On val’ obtenir par laméthode d’ addition d’ une variable en partant
de !’ estimation a priori obtenue dansle Théoréme 2.1: pour tout v € H} (), solution du
probléme (1.1) avec second membre dans L?(2):

ol o ) < € (lasBvill o, )+ la-Bo_l g+ o (35

H2(T, 4) HYT ))

avec I'y et I'; deux couronnes emboitées (par exemple I'; est I’ensemble des pointstels
que r € (277,27)). Onprend v = xr*V , avec x asupport dans I', etvaant 1 sur T’y
et par un calcul en coordonnées polaires on obtient:

lasAvsll g, < C UL Vll gy + 1V 1 )

[0l age, oy = Vel oy = MV

+InD) HY(G, n])?
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les intégrales en r disparaissant par choix du support de x et le terme ||V||Hl a1l

provenant des dérivees de y . En utilisant (3.5) et les deux inégalites precedentes on
obtient:
||V1L||H2(Gi,\17|) < dl ||°?()‘) VH + d2 ||V||H1 G, Inl)

Or
1

IV iy < g

V-l ) TVl

H2(G-, H2(G4, \ﬂl))

Ainsi pour |n| assez grand, dzHVHH1 a1l semagjore par lamoitié du membre de gauche
de I’ avant-derniere estimation, ce qui permet de prouver le lemme. [

Nous pouvons en déduire le

Theoreme 3.7 On suppose que a,a_ # —1. Soit v € R tel que la condition (3.4) soit
satisfaite sur ladroite Re A\ = 1 — . Alorsle probleme de transmission w +— p

aiAwi =Dy dans Iy,
Wy —W- = 0 Sur 6F+ N 8F_, (36)
ayOpwy —a_Opyw_ =0 sur o'y Nol_,

induit un isomor phisme de
E,:=K, ()N (K2(T-) x K3(T'y)) — K)(T).
Soninverse p — w est donné par la formule, cf (3.2)

1 , .
w(r,0) = Q—/R L (E+in) g€ +in)dy, ouE=1—yetg=r’p. (37)

™

DEMONSTRATION. Si w € E, satisfait le probléme de transmission (3.6) avec p = 0,
alors
YAeC, ReA=1—7, ZA\)w\)=0.

L’ unicité provient alors de I’injectivite de -~ (\) sur ladroite Re A =1 — v
Appliquonslelemme 3.6 alafonction V() := .2 (\)"1G(\) avec ReA=¢&=1—1:

VO e oy < CIL OV iz

pour |Im A| > ng. Maispour |ImA| < 7o, I'inversibilité de .2 (\) et la continuité de
I"inverse par rapport a A\ permet aussi d’ avoir |’ estimation ci-dessus. D’ ou:

. 2 ~ . 2
LIVt i,y < C [ 16+ i)y

Le majorant est fini, car (1, 0) — (¢ +in) € L*(R x G) par lelemme 3.3. Donc
(n,0) = V(¢ +1n,0) € L*(R, H*(G+)),
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et on conclut alors, toujours par le lemme 3.3. [ |
Nous avons immédiatement les deux conséquences suivantes pour notre probleme de
transmission initial (3.3):

Corollaire3.8 Pour ¢ > 0 tel quela condition (3.4) soit satisfaite sur la droite Re A =
—e, lasolution « du probléme (3.3) est telle que u appartienta K7, (I'y) .

DEMONSTRATION. |l suffit d’ appliquer le Théoréme 3.7 pour v = 1 + ¢, car comme

le second membre ¢ est L*(I") a support compact, il appartient & K7, .. Comme u

est d§jadans K!(T"), elle coincide avec la solution w € F;,. du probleme (3.6) avec

second membre p = g. [ |
Et gréace au Lemme 3.5:

Corollaire 3.9 Il existe une unique solution ug € E, au probleme de transmission (3.3).

DEMONSTRATION. Vu que la condition (3.4) est satisfaite sur la droite Re A = 1, il

suffit cette fois-ci d’ appliquer le Theoreme 3.7 pour v = 0. [
Il reste a comparer u €t ug. Avec h = r2g, enprenant A = —e — in comme
paramétrisation de la droite ReA = —¢ et A = 1 + in comme paramétrisation de la
droite Re A = 1, (3.7) donne:
~ 1 A -17
u(r,0) = ~5i- ! 2L (AN) 7 h(A) dA,
(20 ReA=—¢ . (38)
et d(r,0) =-—1 / L (N)Th(N) dA,
2im Re =1

avec h = r%g. On va maintenant expliquer pourquoi, comme il est classique en théorie
des problemes a coins, voir [2], la différence u — uy S exprime comme une somme finie
de résidus d’ une fonction méromorphe.

1. Lesymbole .# est polynomial en A avaleursdans|’ espace des opérateurs bornés
de £ dans L?*(G) (voir début delasection 3.3), donc analytique. Son inverse existe sauf
en un ensemble dénombrable de points en vertu du Lemme 3.4. On déduit du theoreme
analytique de Fredholm (et en remarquant que I’injection £ < L?*(G) est compacte) le
résultat suivant:

Théoréeme 3.10 L'inversedusymboleMellin A — £ (\)~! est unefonction méromorphe
sur C avaleursdans|’espace L(L*(G), E) desapplications continuesde L*(G) dans

E . Deplusses parties polaires sont derang fini. L’ ensemble de ses pdlesest noté 6(Y),
qui est le spectrede ..

2. Latransformée de Mellin du second membre est analytique:

Lemme3.11 Avec h = r2g, oll g est définie au début de la section 3.3, la fonction A
est holomorphe a valeurs dans L?(G) al'intérieur delabande —s < ReA < 1 pour
tout € > 0.

12



DEMONSTRATION. |l suffit de montrer que

s dr
| b0l <o

En coupant I’ intégrale en deux intégrales, debornes 0 et 1, resp. 1 et +oo, On majore
I’intégrale par C(Hg”KO(P) + [|gll 4o (F)) , 0l les deux normes sont bornées du fait que ¢
0 14e¢

est dans L%(T") asupport compact. n

On choisit ¢ telque &(.Z) N {—c < ReX < 0} soit vide. Comme Z'(\)~' est
méromorphe et 2(\) holomorphe, pour tout » > 0 fixé, lafonction 7.2 (X)~" h(})
est méromorphe avaleursdans £ sur labande —s < Re A < 1. L’ensemble S (%)

défini par 6(.Z)N{—e < Re\ < 1} estfini d' aprésleLemme 3.6 et le Théorémes 3.10.
De plus par choix de ¢

Go. (L) = 6(Z)N{0 < Reh < 11,

Soit 4 un contour simple entourant Sy ;(.¢’) et contenudans — < ReA < 1. Perle
théoréme de Cauchy:

1
2

/ PN TR = ) Rés 2 (A h(N). (3.9)
€ )\0660,1(,?) 0

Le Lemme 3.6 et des estimations sur |es transformées de Mellin permettant de montrer
e (u’on peut pousser le contour ¥” jusgu’au bord delabande —c < Re A < 1,
e que les cotés horizontaux du rectangle infini ne contribuent pas al’intégrale,

on déduit de (3.8) laformule:

wp—u= Y Rés L (A) (). (3.10)
/\0660,1(.5,”) -0

3.5 Deécomposition dela solution

Il reste a exploiter la formule ci-dessus. expliciter les résidus autant que faire ce peut et
retourner au probleme initial sur €.

On étudie d’ abord un peu plus en détail I'ensemble S, (.) . Il S agit detrouver les
racines \ del’équation

(p+1)sin\r = £ (u—1) sin\(7 — w), (3.12)

contenuesdanslabande Re A € [0, 1] . Lavaleur particulieredel’angle w = 7/2 permet
des calculs explicites aisés. Posons ¢ = Awr/2. Alors|’éguation (3.11) devient

2(p+1) sintcost = *(u—1) sint.

13



D’ou lesracines t = km, correspondant a A = 2k, k € Z, et I’équation résiduelle

u—1f
2/p+ 11"

cost =Tp, avec p=

Cette équation alesracines t = arccos p + 2km et t = —arccos p + (2k — 1)7 lorsque
p < 1,¢etlesracines t = 2kr *Tiargchp lorsque p > 1. D'autrepart p > 1 S et
seulement s —3 < < —1/3. Ceci permet immédiatement d’ établir

Lemme 3.12 Onsuppose 1 < 0 et pu # —1.

oSu}—% ou u< —3,

So,1 (L) = {0, A1 ()} (3.12)

ol la fonction \; est croissante sur [—3,0], avec A\ (—3) = 0 et A\ (0) = 2;
enfin \i(5;) = Ai(p) -
oS 3<pu<—3,
So,1(-Z) = {0, Tin(u)} (313)
ol la fonction 7(u) est positive, décroissante sur (—1,—3], tend vers I'infini

quand p — —1, n(—3) = 0 ; enfin n(+) = n(p).
Pour \y € 6(.¢) , introduisons I’ espace

7N = {)\Ré)\s 2 (A)T'G(N), G(X) holomorpheen Ao }.
= A0
Un développement en série de »* au voisinage de )\, donneimmeédiatement que les élé-
ments de Z*° ont laforme d’ une somme finie de termes en r* log?r p(6) . Laformule
(3.10) seréecrit alors

Uy — U = Rés z ol =z, € 2. 3.14
0 Z Pes Ao Ao ( )
Ao € 60,1(-Z)

Tronquons par y ladécomposition ci-dessus. On adonc yu, € H?(£2:) et, comme yu
est par hypothése dans H'(2), lasomme des yxz,, doit aussi appartenira H'(Q). Vu
leur structure en 70, cela exige que chacun d’entre eux soit dans H'(€2). Pour )\, de
partieréelle > 0, c'est toujoursvrai. Par contre, s Re Ay = 0 sansque )\, soit nul, cela
impliqueque z,, = 0. Enfin, s A\g = 0, celaimplique que z,, Soit une constante, donc
une fonction réguliere. C’est pourquoi I’ on pose finalement

Ureg = X (U0 — 20) € H*(Q1),
et que (3.14) devient

Upeg — XU = E Rés 2y, OU 2z, € 2. (3.15)
A= Ao
AES(Z), 0<ReA<1

Ceci, avec les préecisions fournies par le Lemme 3.12 permet finalement d’ obtenir:
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Théoreme 3.13 Soit v € H}(Q) solution du probléeme (1.1) avec second membre f €
L*(Q2) . Soit ¢ uncoindetransmission (uncoinde ©_) et x unefonction detroncature
qui vaut 1 au voisinagede ¢'. On pose i = a,/a_ €t on suppose que p < 0 et que
uw# —1.Alors:

1

oS u>—30Upu<-3,

XU = Ureg + C1XT™ 1 (0) (3.16)

ol lafonction e, € H'(Q)N (H?*(Q-) x H*(Q4)) , I'exposant \; est défini dans
le Lemme 3.12 et la fonction ¢, estdans H'(G) avec ¢, + € Z(G4).

.g _Sgug_%l

xu+ € H?*(Q4). (3.17)

4 Conclusion et perspectives

Apres les theoremes 2.1 et 3.13, la question qui reste pendante est celle de I’ existence
d’ une solution au probleme (1.1).

Par |e theoreme de Lax-Milgram, apres multiplication par un nombre complexe bien
choisi, on montre facilement que le probleme (1.1) a une unique solution s a, /a_
N appartient pasa R_ . Cela permet de déduire que

S I'opérateur A du probleme (1.1) est aindice' de HJ(2) dans H1(Q),
alors son indice est nul.

Il reste donc a savoir si I’ opérateur A est aindice. La méthode d’investigation en-
visagée est la construction d’'une paramétrix (i.e. un inverse modulo un opérateur com-
pact). Une telle construction s effectue par localisation, la seule difficulté restante étant
le voisinage de chague coin de transmission intérieur, a cause de la présence permanente
de poles du symbole . (\)~! surladroite Re A =0.

Laconjecture est la suivante :

e S p>—3 oupu< -3, opérateur A estaindice.

e S —3< < —1,opérateur A n'est pasaindice (car aimage non fermée).
3

Ceci repose sur une analyse fine de .#(\)~! au voisinage de ses poles situés sur la
droite Re A = 0. Dansle premier cas, le seul pole dans cette situationest A = 0: il est
double, donnant un espace Z° engendré par 1 est logr; 1 est une fonction réguliere
et le coefficient devant logr dans I’asymptotique est une forme linéaire continue sur
I’ espace des seconds membres (la dualité contre la fonction constante 1), contrairement
alasituation du second cas.

1Un opérateur est dit aindice s son noyau et son conoyau sont de dimension finie, I’indice est alors la
dimension du noyau moins celle du conoyau. Rappelons en particulier qu’ un opérateur aindice est aimage
fermée. De plus|’indice est une fonction continue dans |’ ensemble des opérateurs aindice pour latopologie
des opérateurs bornés.
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