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Développement asymptotique d’ordre arbitraire pour une
plaque élastique mince encastrée

Monique DAUGE et Isabelle GRUAIS

Résumé — Le comportement asymptotique d’une plaque mince linéairement élastique
constituée d’un matériau monoclinique et encastrée latéralement, est envisagé sous
la forme d’'un Ansatz polynomial. Les conditions d’encastrement font apparaitre
corrélativement un Ansatz de couche limite. La combinaison des deux constitue un
développement asymptotique dont la justification résulte d’estimations de 1’énergie et de
bornes uniformes sur les premiers termes négligés. Pour des évaluations en normes plus
élevées, I’étude des singularités aux arétes est nécessaire.

Asymptotics of arbitrary order for a thin elastic clamped plate

Abstract — The asymptotics of the displacement in a thin linear elastic clamped plate
made of a monoclinic material is described by the combination of a polynomial Ansatz
and of a boundary layer expansion. An inductive procedure is thus performed whose
justification lies in energy estimates and uniform bounds on the first neglected terms.
For higher order norms, singularities along the edges of the plate must be described.

Abridged English Version — 1. THE SCALING. — This note addresses the asymp-
totics of the solution of the plate problem set on a thin domain Q° = w x (—¢, 4¢) C
R3 where the smooth bounded midsurface w is constant and the thickness e tends
to zero. The plate being clamped on its lateral boundary I, the variational formu-
lation reads (2) with the space of admissible displacements defined by (1).

To get rid of the dependence of the open set €2° upon the parameter e, we introduce
a scaling that transforms ¢ into Q = w x (—1,41) and the initial problem into (6)
where the dependence upon ¢ lies merely on the integrand of the energy.

2. PoLyNOMIAL ANSATZ. — We formally begin with a polynomial Ansatz of
the scaled displacement u(e) under the form (8) which, once inserted into (6) and
identified term by term so as to eliminate the powers of e, induces a sequence
of boundary value problems whose solutions are the coefficients u?* in (8) : see
Theorem 1.

These problems are singularly perturbed and their principal part mainly consists
of Neumann problems with respect to the variable x3 on the interval (—1,+1) and
therefore are submitted to a compatibility condition on the right hand side, involving
the terms u2*~* and (u2"~2, u2*=?) for the solvability of the problem in u?*; the fast
variable z3 being tangential to the lateral surface I'y, the functions u?* actually do

not satisfy the boundary Dirichlet condition in general as soon as k > 0.

3. THE BOUNDARY LAYER. — To compensate for the Dirichlet traces on I'y, we
introduce a boundary layer expansion based on functions that solve a reduced-normal
problem on the semi-infinite strip (12) and have the nice property of decreasing
exponentially as ¢ = ~ tends to +oo provided the boundary Dirichlet data g in (13)
is corrected by the trace of a displacement which lies in a space #Z of dimension 4 of
rigid displacements : see Theorem 2. This will induce the construction of an extra
odd Ansatz along with the other parts of the multi-scaled expansion (16).

4. ENERGY ESTIMATES. — This ultimate step actually justifies the above con-
struction by achieving optimal estimates either in the norm of the energy or in
higher order norms for the error between the scaled displacement u(e) and a com-
plete Ansatz (17) of arbitrary order N. It is shown that the order of magnitude thus



obtained is that of the first neglected term in the infinite asymptotic expansion, see
Theorem 3. By the same strategy, we also obtain optimal estimates for the strain
and the stress tensors, see (19) and (21).

To get estimates in higher order norms, one has to take into account the singular-
ities of the problem along the edges Ow x {£1} due to the change in the boundary
condition. According to (25), this will lower the global estimate by an order ™ if
the required regularity is that of the space H™"1(2). We also obtain estimates in
L norm, see (26)-(27).

1. INTRODUCTION. — On étudie le comportement du champ de déplacement
et du tenseur des contraintes dans une famille de plaques minces 2° constituées
d’un matériau homogene caractérisé par sa matrice de rigidité A. On suppose que
0f = w X (—¢,+¢) ol le domaine a frontiere régulicre w C R? est la surface moyenne
supposée constante. Considérant le cas ou la plaque est encastrée sur son bord
latéral I'§ = Ow x (—¢, +¢), le déplacement u® est 'unique solution dans 'espace

(1) V() = {v=(v,v9,v3) € H'(Q)?* v =0 sur 5}
du probleme variationnel :

(2) Vo© e V(QF), . Ae(u®) : e(v®) = /E fe 08,
ot e(u®) est le tenseur linéarisé des déformations défini par e;;(v) = 1 (9; v; + 9; v;)
et a : b désigne le produit scalaire usuel de deux matrices 3 X 3 associé a la norme
de Frobenius. On suppose que la matrice de rigidité A = (A;;x;) est définie positive
et vérifie les relations habituelles de symétrie : Ajjm = Ajirr = Aijie = Awiij, et les
conditions caractéristiques d'un matériau monoclinique [5], [9] par rapport au plan
médian : Aups = 0 et Ayszs = 0 pour tous «, § et v € {1,2}. Pour fixer les
idées on se limite a des coefficients indépendants de la variable 3. On se propose
d’étudier le comportement quand e tend vers zéro du déplacement u® et du tenseur
des contraintes ¢ = Ae(u®).

Une dilatation suivant ’axe vertical ramene a une configuration de référence fixe :

2® = (27, 25, 25) € O = x = (21, X9, 13) €, on Q=w x 1,

avec I l'intervalle (—1,+1). Alors, le déplacement inconnu u® devient une fonction
u(e) de la nouvelle variable z que pour des raisons d’homogénéité on définit par :

(3) ua(e)(x) = ug (%), us(e)(x) = euz(a”).

En particulier, si on introduit le tenseur linéarisé mis a [’échelle des déformations
k(g)(v) associé a v € H'(Q)? quelconque par :

2

(4 Fap(e)(v) = eap(v),  Kas(e)(v) = eas(v), Hs(e)(v) =& " es(v),

on vérifie que : e(u®) = k(e)(u(e)). On ajoute des hypotheses asymptotiques sur le
second membre :

Fa(e) () = f2(a)
B @) =g

) } se développent en puissances > 0 paires de ¢,



vérifiées par exemple par la force de la pesanteur, et qui assurent que le développement
asymptotique démarre par un terme d’ordre 0 en €.

Des lors, le probleme initial (2) se réécrit sous la forme du probléme mis a l’échelle
suivant : trouver u(e) € V(Q) tel que :

(6) Vo e V(O /Am (5)(v)z/f-v,
Q
ou :
(7) V(Q)={ve H(Q)?® v=0 sur I'y=0wx I}
et I'on s’est ramené a I’étude du comportement asymptotique, quand ¢ tend vers
zéro, du déplacement inconnu u(e).

2. IANSATZ POLYNOMIAL. — Par suite de 'hypothese de symétrie du plan
médian et de la forme du développement asymptotique du second membre, on
cherche u(e) a priori sous la forme d'un développement polynomial formel pair
dit Ansatz pair :

®) u() (@) = (@) + 2 ud(@) + o+ @)+

Suivant une méthode désormais classique [2], [4], on reporte le développement
(8) dans le probleme aux limites (6) et on identifie formellement les puissances du
parametre . Ne conservant dans les conditions aux limites du probleme (6) que les
conditions de tractions nulles sur les bords w x {+1} (donc négligeant pour 'instant
les conditions de Dirichlet) on obtient une suite de problemes aux limites indexés
(2,,) par k € N, chacun faisant intervenir u?* et u*~2. 1l est bien connu [2], [4], [7],
que le premier terme u° de ce développement est un déplacement de Kirchhoff-Love,
c’est-a-dire qu’il satisfait e;3(u’) = 0. Cela signifie qu’il a la forme suivante

(9) uo(l") = (C?(%;@) — 3 alcg($1ax2)> <20($1>$2) — X3 32(:?(371,902), C:?(xl,@)),

ou les fonctions CJQ sont dites fonctions génératrices. On montre le :

THEOREME 1. — Pour tout k € N, soit f?* € €>(Q)3 le terme d’ordre 2k dans
le développement en puissances paires du second membre de (6) et soit U2 un
déplacement de Kirchhoff-Love. On suppose que u=2 = 0. Alors il existe une unique
suite (u?*) résolvant la suite de probléemes () complétés par les conditions de
Dirichlet en moyenne

o o
/1 u™(z,, x3) drg = /1 Uiy (T, x3) dzs,

(10) Va, € lw,
8 st (1, 13) dosg = / On i3y, (4, w3) das.

De plus, u** admet une décomposition unique sous la forme : u?* .= v* + w2k ou
+1

(11) v’'=0 et Vk>0, Vz,€w, / v (2, 13) drs =0,
~1

et u2k est un déplacement de Kirchhoff-Love dont les fonctions génératrices (C2*, (2%)

et (* resolvent des problemes de membrane et de flexion sur w respectwement as-
sociés a la matrice de rigidité homogénéisée Mygys = Aapys — Aapss Azsss Assys.

L’algorithme sous-jacent au Théoreme 1 est essentiellement décrit par la résolution
de problemes de Neumann en la variable x3 sur l'intervalle I exigeant pour leur
résolubilité une condition de moyenne nulle portant sur les seconds membres. C’est
cette condition qui induit les problemes de membrane et de flexion.

La condition de Dirichlet (10) équivaut a u; = uk sur [y. Mais, & Pexception
du premier terme u® = ud;, les autres termes u?* ne satisfont plus en général la
condition de Dirichlet nulle sur le bord I'.



3. LA COUCHE LIMITE. — Pour y remédier, on introduit un deuxieme Ansatz de
couche limite écrit sous la forme Yp5, e¥ w (%, s, z3) dans un systéme de coordonnées
locales (r, s) ou r est la distance au bord dw et ou s est I’abscisse curviligne classique
le long de Ow ramenée au role d’un parametre lors de la réduction qui transforme le
probleme aux limites en un probleme en les seules variables normales (¢, z3) = (£, 73)

posé sur la demi-bande :
(12) Y ={(t,z3) € R* x I}.

Par raison d’homogénéité, on introduit le changement de fonction : (w,, ws, w3) —
(Sot; Ps> 903) = (5 Wy, € Ws, w3)'

Pour tout s fixé dans Ow, le probléme normal réduit est le probleme mixte Dirichlet-
Neumann défini dans 37, de donnée de Dirichlet g sur le bord latéral 4o = {0} x I
de X, et d’inconnue ¢ :

(13) oL, =g ot Voe V), [ B)ed0,0:)(0) : e(00,0)(v) = 0,

pour des fonctions tests dans I'espace :
(14) VEH) ={ve HY(Z1)?, v=0 sur 7}

Ici, e(0}, 0, 05)(v) désigne la forme réduite du tenseur linéarisé des déformations et
la matrice réduite B(s) = A(0, s) possede les mémes propriétés de symétrie et de
positivité que A. On désigne par Z 'espace des déplacements rigides pour le tenseur
e(0,0,05)(v). L'espace Z est de dimension 4 :

(15) '% - {R - (Rt7 R57 R3) - (Ct,Cs,C3) + Cn (_‘7;37071’-) ‘ C¢, Cs,C3, Cpy S R}

Se basant sur un “principe de Saint-Venant”, ¢f par exemple [8], et sur une analyse
du probléme de Neumann associé a l'opérateur d’élasticité de matrice B(s) sur la
bande R x I par une technique de calcul symbolique a valeur opérateurs (classique
dans le traitement des ouverts a coins par transformation de Mellin), on démontre
que
THEOREME 2. — Pour tout h dans H'Y?(vy) il existe un unique déplacement rigide
R appartenant a X tel que le probléeme (13) avec donnée g = h + R|% admette
une solution dans HY(XT)3. De plus il existe ny > 0 indépendant de h, tel que
et p(t, x3) est borné sur 3T,

L’utilisation du résultat ainsi obtenu montre que la trace de 1’Ansatz polynomial
doit étre orthogonale a un espace de dimension 4 pour chaque s fixé pour assurer
la décroissance exponentielle des termes w* de couche limite, ce qui est réalisé par
I’adjonction d’'un Ansatz polynomial complémentaire impair raccordé a ’ensemble
au moyen d'un algorithme a deux pas.

4. DEVELOPPEMENT ASYMPTOTIQUE. — Finalement, on obtient un développement
asymptotique de la forme :

(16) u(e)(w) = uy (@) + W (o, 2) 4 o U D)

dont les fonctions W*(z,t) = uly (z) +0*(z) — x(r) w*(t, s, z3) contiennent les termes
de couche limite w*(¢, s, x3) exponentiellement décroissants quand ¢ — +o0, Y est
une fonction de troncature égale a 1 au voisinage de dw et a 0 pour r > ry ou ¢ est
> 0. Les termes uf;; et v* sont comme dans le Théoreme 1.



La derniere étape est celle de la justification a posteriori du développement asymp-
totique (16) par une estimation de l'erreur entre le déplacement mis a ’échelle u(e)
et le développement asymptotique complet d’ordre N. On définit ce dernier par :

A7) UNE) =t (@) + eV @, D) + (@, D) o+ NV (a, ),

et on cherche un estimation d’erreur optimale sur le reste UV (¢) = u(e) — UM (¢)
qui appartient a V (), pour la norme de I'espace H'(2)3. Pour cela, on utilise la
coercivité de 'opérateur de I'élasticité et I'inégalité de Korn, vraie pour les éléments
de V(Q), pour déduire le résultat souhaité de I'estimation de I’énergie du probleme.

Classiquement, on “pousse” le développement jusqu’a un ordre plus élevé, ici
N + 4, pour obtenir une premiere estimation grossiere de l'ordre de €?, le résultat
final provenant de 'estimation des termes “en trop” WN*L gN+2 N+3 N+ que
I'on néglige. Ainsi, on montre que l'erreur est déterminée par le premier terme
négligé WN*! et, ainsi, l'erreur obtenue est génériquement optimale. Le résultat
correspondant s’énonce :

THEOREME 3. — Soitu(e) la solution du probléme (6) avec second membre f régulier.
Alors, pour tout N >0 :

N
(18) ||u(e) Ze uf + x(r z_: , S .Tg)HHl(Q)3 < O eVt

I1 redonne en particulier les estimations de [2], [4] pour N = 0 et de [7] pour
N = 0,1,2. Par exemple, en exploitant la forme particuliere des premiers termes
pour k=0 et pour k=1 (v! =0 et wj = 0) on obtient :

Juale) = oy < €M% @ =1,2

Jus(6) = %y all ey < O et usle) =l 5 —u < e,

KL,3 KL3HH1

et pour le tenseur de déformation (4) mis a I’échelle k(¢) :

2

(19) () (ue) = 32 & a, +0))l e < €

k=0
Nous obtenons par le méme moyen un développement asymptotique et des esti-
mations pour le tenseur des contraintes mis a I'échelle o(e) = (ou(€)), .1 ;<5
Tap = Aapijtiii(€)(u(e)), 0az =™ Angijhiij (€)(ule)), o33 = €72 Aggijrii(e)(ule)).

Le développement (16) du champ de déplacement induit le développement suivant
pour le tenseur des contraintes :

20 O'Z] Z 9 Z 8 , S ZL’3) ou ka,ﬁ‘ = 0, kag = —1, ]{333 = —

k>0 k> ki

et ou les 0 sont des tenseurs réguliers et les =} sont des tenseurs exponentiellement
decro1ssants Ceci permet par exemple de V01r que les estimations, cf [1, Ch.3],

loij(€) =il < Ce'? ot Bap=L2(Q), Bay=H"'(I,H™'(w)), Ess=H*(I, H*(w))
(21)
sont optimales.



5. ESTIMATIONS DANS DES NORMES D’ORDRE PLUS ELEVE. — Lorsqu’on cherche
des estimations dans des normes d’ordre plus élevé, disons H™*!, on doit intégrer des
informations supplémentaires qui expriment que la solution u(¢) du probleme mis a
I’échelle possede des singularités au voisinage des arétes dw x {11} de la plaque. Leur
étude, basée sur [3], montre que le morceau de développement a traiter séparément

s’exprime a I'aide de fonctions singuliéres “stables” x*(t, x3) Siab,e(t, s, x3) qui dépendent

régulierement du parametre s pour donner le développement :

7" r
(22) u(e) = ureg(e) + Z Z ¢ (e - $3)Ssi;ab,z(g> s, 3)

+- ¢

ol les c?(@) sont des fonctions régulieres de I'abscisse curviligne s et ol U, (€) est la
partie réguliere dans H™*1(Q) de u(e). Tandis que la partie polynomiale de ¥*(¢)
est réguliere, le terme de couche limite concentre toute la singularité et se développe
également sous la forme :

+k -
(23) wh(t, s, x3) = wfeg(t, s, x3) + Z ch (s)x* stabg(t S, x3)
- ¢

oll ¢;" est une fonction réguliere de s et ont wf,(.,s,.) est dans H™*'(XF)* pour

tout s. Les fonctions cf’k sont les coefficients du développement asymptotique de

c?(a) :
(24) Zek ;P o@EN

On montre alors 'estimation :

N N
(25) ||Ureg(5) - z_: ekl + X Z reg .S x3)HHm+1(Q)3 < O eN-m+1/2.

Cela permet de déduire les estimations en norme uniforme :

Hua(g) - u?(L,OlHLoo(Q) S 06, o = 1, 2

(26)
Hu3(€) - u?(L,3HLoo(Q) S 06 et HUB(S) - u?(L 3 guKL,3HLoo(Q) < 062'

On remarque que, si 'on revient aux inconnues initiales u®, l’estimation sur la
troisieme composante devient

1
(27)  |us — <C et |u5— guo < Ce,

0
UKL,?)HLOQ(QE) KL,3 uKLv?’HLOO(QE) -

ce qui explique pourquoi on peut constater dans des calculs une erreur importante
entre la solution tridimensionnelle et le premier terme de Kirchhoff-Love, et quel
est le terme correctif qu’il faut ajouter pour améliorer 'estimation (comme il est
indiqué dans [6], il ne faut surtout pas prendre la couche limite pour cela) : ce
terme provient en quelque sorte de la partie non décroissante dans le calcul de la
couche limite.
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