Espaces fonctionnels Maxwell:
Les gentils, les nechants et les singulariés
M. COSTABEL & M. D AUGE"

dauge@ni v-rennesl. fr

1. Equations de Maxwell.

Ce sont legquations de Maxwell harmonique en temps dans le dom@igeR?
(0) rotE—iwpuH =0 et rotH +iweE=J dans (,

pour une fequencev # 0. Supposons la permittiate et la perngabilitt . constantes> 0
(milieu homogene et isotrope). Sion suppofeet H dansL?(Q)3 et J € L*(Q)?, alors

E, H € H(rot).
Sion suppose de plus quiv J € L?(Q2) , prenant la divergence degquations(0) on obtient
E, H e H(div).

Pour E € H(rot), la trace tangentielle eséfinie commeelement deH —/2(99)* par

Yo € HY(Q)?: <Exn,v)ag:/E-rotv—ro‘cE~v.
Q

PourH € H(div), la trace normale eséfinie commeelement deH ~1/2(99)) par
Vo€ HY(Q): (H-n, ) = / divH ¢ +H - grad ¢.
Q

Ainsi les differentes conditions aux limites ont un sens
¢ Electrique pour un conducteur parfaiE x n =0
e Magrétique pour un conducteur parfaitH - n =0

e Impédancen x (Exn)+\H xn =0.

2. Les espaces naturels.

e H(rot), Hy(rot) (trace tangentielle nulle).
H(rot,TL?*) = {uw € H(rot) ; uxnlsg € L*(9Q)*} (pour condition d'img@dance).
Pour formulations en rotationnel.
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e H(div), Hy(div) (trace normale nulle).
H(div,TL*) = {u € H(div) ; wu-nlpg € L*(0Q)}.

e Xy = Hy(rot) N H(div) et Xy = H(rot) N Hy(div).
Pour formulations “egularigees” avec conditions du conducteur parfait.

e Wy = H(rot,TL*) N H(div) et Wr = H(rot) N H(div, TL?).
Pour formulations “fégulariges” avec conditions d’inmgxance.

3. Les espaces gentils.
Ce sont les espaces admettant un sous-espace dense de foactions

Théoreme
On suppos€? Lipschitz.

e H(rot) : C>(Q)® estdensgll].
Hy(rot) :  C°(R2)? estdensgll]
H(rot, TL?) : C>(Q)* estdensg§?].

e H(div) : C*(Q)* estdensgll].
Hy(div) @ C§°(9Q)* estdenséll]
H(div,TL?) : (C*(Q)* estdense.

e Hy(rot) N Hy(div) = H(Q2)3.
o Wy=Wr : C®(Q)* estdensés, 9].

4. Une ck des @monstrations: le retour aux gradients.

Pour H (rot, TL?), H(div,TL?*), Wy et Wr on se randnea faire la @monstration sur le
sous-espace de leusfements qui sont des gradients. On peut supposer par localisation que
2 est simplement connexe. On se base suedaltat dans [1]:

Lemme
Soit v € H(div) tel quedivv = 0. Alors il existew € H'(Q)? tel querotw = v .

Pourwu € V, avecV égala H(rot,TL?), Wy ou Wy, on posev = rot u, qui est dans
H(div) ettel quedivev = 0. Donc il existew € H'(Q)? tel querotw = rotu .

Comme H'(Q2)? est un sous-espace dé dans lequelC>=(Q2)* est dense, on est ranéea
traiter w — w qui esta rotationnel nul donc un gradiegtad o € V. Le potentiely est
dans un sous-espace @& (1) .

Si V = H(div, TL?), pour w € H(div,TL?), on résout le prol@me de Neumann
Vi € H'(R), /gradgp-gradwz/ugradw.
Q Q
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Alors grad ¢ — u esta divergence nulle &t trace normale nulle, donc datf)(div) dans
lequel C5°(2)? est dense. & encoregrad » est dans) .

Selon les cas:
e SiV=H(rot, TL?), p € XA/Dir avec
Vo = {Y € H'(Q) 3 ¥lon € H'(09)},
dans lequelC>(2) est dense [2].
e SiV=H(div,TL?), ¢ € Waea avec

Wyew = {00 € H'(Q); Ay € LX(Q),  ut)]on € L3(Q)}.

e SiV =Wy, goe/WDir avec

Woi = {0 € H(Q); Ay € L(Q), ¢lon € H(9Q)}.

¢ SiV=Wr, ¢€Wye.

Les espacei/«V\Dir et /WNeu sontégauxa [12, 13]
{veH Q) AvelX(Q)}

dans lequelC>=(Q2) est dense [9].

5. Des espaces intergdiaires.
Soit C¥ =C=®(Q)P N Xy et O =C>*(Q)*N Xr. Alorsona (7, 4]

Théoreme

Soit €2 un polyedre lipschitzien.

L'adhérence deC'¥ dans Xy estl'espaceHy = H'(2)? N Xy .
L'adhérence deC'>® dans X estl'espacedr = H'(Q)* N Xr.

Ce resultat se @montre en plusieulstapes.

(i) Pourw € C¥ ou C7, lanorme|| rot u|| , + || divul| , estéquivalente la normeH*
(double inégration par parties) [6]: avee, = u-n et ut = u — u,n

/ |gradul* = /(|r0tu|2+|divu|2) +/ grad,(u,,) - ut — divr wt (uy) .
Q Q o0

J
-~

=0

Donc I'adkerence deCyy dans Xy est contenue dans I'espaégy , et de néme pourHr .

(i) Soit &> 'ensemble des coins et@tes def2 . Soit C3°(€2) I'espace des fonctions’™(€2)
dontle support ne rencontre pas Pourtoutu € H*(Q2) ettoute > 0 il existe y € C(Q)
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tel que [|u— xul| ,, < e. Se montre par simple troncature pour les coins, et par combinaison
de troncature et d’aplatissement par des fonctions dutypex > 0, pour les agtes (- est
la distance aux &tes) [8].

(iii) Pouru € Hy , on applique I€ii) a chaque composante et d@gulariseyw : pour un

parangtre de égularisation assez petit, les fonctioggulari€esv,, sont dansCe(€2) .

(iv) Il restearelever, face par face iagendamment, les traces tangentielles@esqui sont
petites puisquay — yu quiades traces tangentielles nulles sbustraire ces @ements.

6. Les espaces gchants.

Tout se joue encore sur les gradients: on remarquegguéy € Xy Si et seulement si
¢ € D(AP™) avec .
D(APY) = {p € Hy(Q); Ap e L*(Q)}

et gradp € X7 si et seulement sp € D(AN®Y) avec
DA™ ={p e H'(Q); Ape L*Q), Ouploa=0}.
Onal3]:

Théoreme
Soit 2 un polyedre lipschitzien.

Xy = Hy + grad (D(ADi")) et Xp = Hp+ grad (D(ANCH)).

Si Q est convexe,D(APT) et D(ANY) sont contenus dan&/?(€2) . Donc Xy = Hy et
Xpr=Hrp.

Par contre, si2 estun polgdre non convexe, il existe des espaces non trividyy et Kye,
tels que

(H* N Hy(Q) @ Kpi = D(APY) et {¢ € H*; 0,¢]o0 = 0} @ Kyew = D(ANY).
On a alors

Théoreme
Soit ©2 un polyedre lipschitzien non convexe.

(1) Xy = Hy & grad (KDir) et Xr = Hr® grad ([(Neu).

Les espaced(p;. et Ky., sontde dimension infinie. On peut en donner la description suiv-
ante,cf [10]. Soit C 'ensemble des coins d& et Cp;,, resp. Cxeu , l€ SOUS ensemble de

C des coins tels que le premier exposant de singeél&ritichlet, resp. Neumann, soit % .

Soit &, le sous ensemble destese non convexes dé). Alors
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Théoreme
Les applications suivantes sont des isomorphismes

1—7/we
KDir — [leecy, B X Tlees, Vo " (e)

Y (Yer Ve)s

ou 7. et~ sontles coefficients de singul@#tdery assocesa saecomposition avec partie
reguliere dansH?(Q) . Le résultat pour Ky, est similaire Cp;. est remplaé par Cyey ).

L'espaceV®,(e) estun espacepoids interradiaire entrel’?, (e) quil'espace des fonctions
v telles qued_ 'y € L?*(e), avecd, la distance aux exémites dee, et

Vile)={v] d.'v, ' € L*(e)}.

Les cecompositiong1) ne sont pas orthogonales daAgrot) N H (div) . Lesélementsu €
Hy se caradrisent par

(2) uc Xy, Vve Hy, /rotu-rot’u—i—divu dive = 0.
Q

lls sont donc les solutions d’un prashe de Maxwell€quations aux &rivees partielles) to-
talement homogne. Cet espacéy: admet une paraétrisation canonique par I'espade;, .
des fonctions singuwires duales de\P™ :

Kiw={e e 1) voe P nm@)., [ pav=0).

Théoreme
Soit 2 un polyedre lipschitzien non convexe. Alors I'application

1 *
HN KDir

u +— divu,

(3)

est bien @finie et est un isomorphisme.

Prenant dans2) les fonctions tesb = grad ¢ avec parcourantH?*N H} (<), on obtient
gue l'application est bienéfinie.

Si divue = 0, combinant la formulation(2) avec la @composition(1), on obtient queu
satisfait

Vv € Xy, /rotu-rotv+divu dive = 0.
Q

Donc u = 0 et I'application (3) est injective.

Pour montrer qu’elle est surjective, introduisons,éssr la @composition(1) I'opérateur

borré S
S . XN — KDir
u +—— Su, telque u —gradSu € Hy.
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Soit ¢ € K3, . Soit w la solution du prol#me

(4)

u e Xy, Yve Xy, /rotu-rotv+divu divv:/qA(Sv).
Q Q

Comme S|y, = 0, u satisfait (2) donc est dand75; .
Si maintenant on prend darfg) les fonctions testy = grad ' avecy € H*N H}(2) ona

Vi € H* N Hy(52), / divu A = 0.
Q

Pour les fonctions test = grad ¢ avect parcourantKp;, , onaS(gradi) =, donc

Vip € D(AP™), /(divu —q) Ay =0.
Q

Donc divu =gq.
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