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Conditions suffisantes pour I'injection compacte d'espaces
de Sobolev i poids

(ou autour d'une question de F. Mignot)

par Pierre Bolley, Monique Dauge, Bernard Helffer

$ I  Int roduct ion

On s'int.6resse dans cette note, motivee par une quest.ion de F. Mignot [Mi], d des

c ond i t.ions s uff i sant es d' i nj ecti on comp acte entre espac es d e Sobolev.

On sait que I' injection de Ht(nn) dans L2(Rn) n'est pas compacte, mais notant :

r - f tn")= {u mesurabte t .  o .J  tu(x) l 'p(x)  dx <oo}

Hf tn") ={u ,Lf, ,0* u ,Ll ,  j  = t , . . . ,  n}
I

la question :

(Q,)  Existe- t - i l  des poids p>0 re ls  que [ ' in ject ion Hf{n ' )  c  Lf (n ' )  soi t  compacre ?

semble avoir et6 moins etudiee.

Posant p = e2r ou f est une fonction C* reelle et notant :

H t 'o t (Rn)=  {  ue  t t (Rn)  ; (a . ,  -  a - , f )ue  L ' (Rn) ,  j=1 , . . . . ,n }
*i *i

la question Q, devient :

(Qr) Sous quelle condition sur I a-t-on injection compacte de Ht'vr(Rn) dans L2(Rn) ?

Le r6sultat annonce dans [Mi] est [e suivant :

Th6or0me 1.L : On suppose que

(1.1) il existe une constante 0 < C <Z et une constante D telles que Yx€ IRn

D +  C lV f  ( x )12  +  A f  (x )  2a

(l .2) I V f ( x )l rcna vers l'infini lorsque lxl tend vers l'infini

Alors l'injection de H''ot( R") dans L2(Rn) esr compacte.

N.B. Ici  et dans toute [a suite A designe le laplacien ordinaire "n6garif  ' I l=,ul.

t

Vf d6s igne te  grad ienr  de f  e t  lVr l2  o6s igne > l , la* . r12.
I
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I l  se trouve que ce probldme est voisin du probldme des boutei l les magn6tiques

introduit parAvron-Herbst-Simon [Av-He-Si] et developp6 par Helffer-Mohamed

[He-Mo].  Designant  par  A -  (A, ,  . . .  ,  An) un potent ie l  rnagn6t ique ou A,(x)  est  une

fonction C- r6elle et notant :

Hr ' iA (Rn)  =  {  u€  L t (Rn)  ;  (a * . - iA i )ueL2(nn) ,  j  =  [ , . . . . ,n ]
I

la question etait. la suivante :

(Q3) Sous quelle condit ion surA I ' inject ion de Hl(R") dans L'(nn) est-el le compacte?

Notant B le champ magn6tique :

B (x )  =  ( b i , * ) , * i , * . n  =  (0 * .  A * ( x ) -a * .  A , ( x ) )  , . i , k<n' i  "k

e r  lB (x ) l  o6s ignan t  l a  no r * .  I i u= ,1b1 , * ( * )1 ,  l e  r6su l ta t  donn6  dans  [av -He-S i ]  es t  1e

suirrant:

Th6orime I.2 : On suppose que

(1.3) t l  existe une constante C> o telle que Yx€ IRn

r,1- =,rror =,laln;,s(x)l <
(l .4) | B (x )l tend vers l'infini lorsque lxl tend vers l'infini

Alors l'injection de Ht' 
iA ( Rn) dans Lt( nn) est compacte.

Ce r6sultat a 6t6Iargement 6tendu dans [He- Mo] dont on rapellera et uti l isera les

methodes dans le S 3.

On I 'a compris,  la di f f6rence entre Q, et  Q. est [e passage d'un potent iel  r6e[ d un

potentiel imaginaire pur, ce qui change radicalement certaines proprietes.

Dans ce qu i  su i t ,  on s ' in t6resse i  deux extens ions du theordme l . l .  La  premidre

ex tens ion ,  f a i t e  dans  l e  Sz ,  n 'u t i l i se ,  comme le  th6o rdme l . l ,  que  des  p rop r i6 t6s  de

croissance i [ ' infini des d6riv6es de f d'ordre au plus 2 et essaie de donner un rdsultat

opt imal dans ce cadre. Ladeuxidme extension, fa i te dans le S3 ut i l ise au contraire des

proprietes de croissance d [ ' infini des d6riv6es de f d'ordre >-Z dans I 'esprit. de I 'extension

du th6ordme 1.2 taite dans [He-Mo]. Dans toutes ces demonstrations, on verral '  ombre

des techniques uti l isees par J.Kohn [Ko] pour d6montrer des proprietes d'hypoell ipticite

de l 'op6rateur de Hdrmander I *i par des mdthodes de crochets.



$2 Condi t ions d 'ordre 2

on montre d'abord que I 'espace Ht'or(Rn) s' injecte dans un espace i  poids I-f(n")

par l 'est.imation a priori donn6e dans le theordme 2.2valable en dimension n 7tL et bas6e

sur I'identite suirrante :

Lemme 2.1 : Pour tout ve Ci(Rn) d valeurs rdelles et tout j = l, , n, on a :

(2.r ,  [ (z(a-.r)z* a-. t )  utd* = -r la r .u.(a- -a- r )  udx.J x i  '  x i  J  x i -  '  x i  
' x i - '
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Preuve : il suffit evidemment de faire la demonstration en une seule variable x€ R..

On donne d'abord une premidre ddmonstration basee sur une technique de crochets.

Notant :

X  =  0* -0* f

et Xxl'opdrateur adjoint de X dans L2(Rn), on a pour ue Cl(R.n) dvaleurs reelles :

l l  ( x+X* )u l l2  =  l l xu l l2+zcXu,  X*u>+ l lX*u l l2

ou l l  l l  (resp. < , >) est la norme (resp. le produit scalaire) de L2(Rn).

Or :

l lXu l l2  =  l l x *u l l ' * . [X ,  x * ]u ,  u>

X+ Xx-  -zo f /dx

[x  ,xT -  -z azt /ax2.

Donc :

4 l lax f  .u l l t=  -4<Xu,0* f  .u>-2<a l f  u ,u> .

D'ou f  ident i t6 (z . t ) .

On peut aussi donner une deuxidme d6rnonstrat ion bas6e sur une technique de

Hardy. Pour ue Ci(Rn) A valeurs reel les, en notant v:.r*-t  et en choisissant R tet que

u(x )  -  o  pour  l x l>R,  on  a  :
r R  ^  ^ r r  '  f X

l la*r  .  u l l '  = I_^ (a"r(  *)) '  ret(x)  ( l ;v( t )  a,v( t )  ot)  ox

rR  rR= J_* " ,r)  
arv(r)  rJ (a*t(x)) '  ,zt(x) dx) dt :

et par intdgration par parties dans la deuxidme int6grale :

= I  l " , r)  arv(t)  {a-r(R) *"(R)- axf ( t )  * ' r ( ' )  -  [ -  (a ' . r(*)  ."(")  o*]  o,' - R  L  -  x  x  J ,  x

f R r r , f R .
= -  |  a , . f  . , r  r t  0*y .  , t  d*  -  |  |  a l f ( * )  , " ( * )  , r ' ( * )  d* .

' - R  ' \  x  t t - R  x
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D'ou I ' iden t i t6  (z . t ) .
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ThdorBme 2.2 : Pour tout s > 0, i /

u€ H''vr(m.n) , on ait :
I(2.2) JUz-e) lvr12+Ar)

enste une constante telle que pour tout

f  )  u12  dx .x i

C  >o
e

l u l t  dx  g  ccrnl- i = t  
J l (a  -  a

X .
I

Preuve : cette estimation (2.2) se d6duit de l ' identi te (z.r) en notant que f est i  valeur

r6elles er que c;(R") est dense dans Ht'or(Rn). r

De I'estimation (z.z), i l  r6sulte facitement que :

Corollaire 2.3 z On suppose que :

(2.3) i l  existe t > 0 tel que (z-t ) l vr (x)l '+ Af (x) tende vers l ' inftni quand lxl + aoo.

Alors I'injection de Hl'vr( F(n) dans Lt(lRn) esr compacte.

Remarques :

Des condit ions de ce type, en part icul ier [a condit ion ( t . t ) ,  apparaissent dans des

problemes voisins en theorie des probabilites (cf les travaux de Kusuoka,Holley et Strook

l ru-Ho-st l ) .

I l  s 'agit  bien d'une amll iorat ion du theordme t. l  de [Mi] puisque les hypothdses

(t . t )  et  ( t .z)  impl iquent  I 'hypothese (z.g)  pour e e I  o,  z-C[ .  Certe am6l iorat ion esr  b ien

rdel le comme on peut  le  voi r  en considerant  [a fonct ion f (x , ,  xr )= *?" idans IR2 pour

laque l le  on  observe  que  l v f (x ) l ' =  +* l * ' r . l " t '  e t  que  A  f  =z lx l ' .  A ins i ,  t ' hypo thdse

(t.z) n'est pas satisfaite alors que l'hypothdse Q.i est verif iee.

Remarquons d'autre part :

si  Af 2o,l 'hypothese Q.S) est, d'autant, plus faible quer est proche de z ;

si  Af < 0, [ 'hypothese (2.3) est d'autant plus faible que r est proche de z6,ro.

Enfin ce type d'hypothrlse est quasi-optimal dans le sens que, par exemple d une

variable x dans IR, si  f"  es[ born6 dans IR et si  l f ' (x) l  ne tend pas vers I ' inf ini  quand lxl

tend vers t' infini alors I' injection de Ht'w(n) dans Lz(R) n'est pas compacte. En effet, soit

A> o et (x,.) une suite de IR tels que pour tout n :

Xn* , -xn ) l  e t  l f ' ( xn ) l<a .

s i  M- tupx .R l f  ' ( x )1 ,  so i t  He  lo , | [  te t  que  MH5A. .A . lo rs  pour  tou t  xe  [ xn -H, *n+H] ,
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onal f ' (x ) l<za.Etantdonn6p€C;( lR)  avecp(x)  - lpour l * l< lerp(x)  =0pour lx l> l

les fonctions gn definies par en(x) =g(x-xn) ont les propriet6s suivantes :
( i )  en et  gm ont des supports dis joints s i  nt  m

( i i )  l len l l  =  l l ,p  l l  >  o

( i i i )  l l (a* -a* f  )en l l  <

'Ainsi [a suite (pn) ttt born6e dans I'espace Ht'oT(n^) mais ne contient pas de sous-suite
conYergent,e dans t'(nn).

Par contre, si f" n'est pas born6, une hypothdse du type de Q.i n'est bien s1r pas

n6cessaire. Voici, d t itre d'exemple, un r6sultat qui ne fait pas intervenir de condition sur

la derivee seconde.

Lemme 2.4 : supposons que I soit paire et que f' soit > o sur ] 0, + oo[. s,il existe une

constante Co t O telle que :

D 'ou le  lemme.  r

On peut donnerune extension des r6sul tats pr6c6dents (et  Conc du theordrne t . t )

v t>o '  Max*e  
[o ' t ] f ' ( x )  <

alors on a l'estimation, pour tout u € Ht'vt(n) ,

I  t n s t 2 r  1 2  f  , ,

J l f ' l ' lu l 'dx E cJ l (a*-  f ' )u l 'd* .
En consdquence, si de plus lf'I tend vers l,infini quandlxl tend vers l,infini, l,injection de

Hr'vr( R) dans t2(m. ) est compacte.

Preuve:  Gr ice a I 'hypothdse de par i t6 ,  i l  suf f i t  d '6va luer  l f  '12 lu l t  sur  IR. .  pour

ue cl(R) evaleurs reel les, en notant v=ue-r et  en choisissant R tel  que u(x) = 0 pour

lx l>R,  on a  :

l c t - - , . 2  f  
R , - . ,  

. . 2  z f ( x ) , f  
R

l l  f 'u l ln_= - j  ( f ' (x ) ) 'e ' "^ ' , l v ( t )  v ' ( t )  d r )  dx

r R  r t= 
I " ,r)  v '{ t)  tJ (r ' (x)) '  . ' r (*)  o*) dt

- J o  t o

" R= *a .  |  " ( r )  
v ' ( t )  f ' ( t )  ( rz r ( r )_  . r r (o ) )  d r-o

, f R

*  f  aoJ v( t )  v ' ( r )  f ' ( t )  , t t ( ' )  d t .



en s6parant les variables. Ainsi du lemme 2.1 on deduit immediatement que:

Th6or ime  2 .2 '  :  Pou r  tou t  S i r0  e tL r lO ,  i = l ,  ,  n  i l  ex i s te  une  cons tan te  C . , r>0

telle que pour tout u € Hr'vr(n") , on ait :

r(2.2 ' )  
"J 

I l ,^ , { {z-s,) la- f  12+a1 r}  lu l t  ox <t '  x i  x i
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Corollaire 2.3' : On suppose que :

(2.3') i l  existe des constantes tir 0 et ?"r7Q, i =1, , n telles que

>L, ^i{ Q -t,) la- f 12 +a'z- r} tende vers l ' infini quand lx | '-- + oo.
* i  x i -

Alors I'injection de Ht'or( R"l dans L2(Rn) esr compacte.

En r6sum6, dans ce paragraphe 2, nous avons montr6 que I'espace Ht'or(Rn) s'injecte

dans I 'espace d poids L;(R") otr la fonction p est de la forme

p=(Q-c . ) lv r12+Af \ " '

ou plus gen6ralement

p = ( I l=,  r i {  Q-t , ) la*.r  12+ai  t } )" ' .
l ^ i

Si de plus, p(x) tend vers t' infini quand lxl tend trers [' infini, alors I' injection de Ht'w(Rn)

dans L2(Rn) esl compacte.

Dans le 53 qui suit ,  on ne suppose plus que la fonction poids p(x) tend vers I ' inf ini

quand lx l  tend vers  [ ' i n f  in i ,  e t  on  va  vo i r  cornment  on  peut  esp6rer  de  nouveaux

r6sul tats de compaci td dans I 'espr i t  de [He-MoJ.Pour s i rnpl i f ier ,  on gardera comme

point  de depart  I 'hypothese ( t . t )  de [Mi ] .

$f  Condi t ions d 'ordre sup6r ieur

Dans [He-Mo], on 6tend [e r6sultat de compacit6 rappel6 dans le th6ordme t.2 en

donnant un critdre faisant intervenir les derivees d'ordre 22 dv potentiel .A,.

En particulier, avec les notations du paragraphe l, un des r6sultats de [He-Mo] est

le suivant :

Th6orime 3.1 : On suppose que

(3.1) t l  existe un entier r)-L et une constante C>O tels que Vxe IRn

I l *=r l ror=,  la ln; ,k(x) l  <
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Ddmonst ra t ion:  On su i t  6 t ro i tement  la  d6monst ra t ion du th6ordme 3.1  donn6e dans

lHe - Mol .

Pour simptif ier, on note :

m(x) = r* I , . ,o1. .  la l r (x)1.

Pour tout t>0,  i I  ex is te une part i t ion de I 'uni t6 C*de IRn,  not6e ( tu) ,  et  une sui te

de points de IRn, notee (xo), telles que :

Alors il existe une constante C > 0 telle que pour tout u€ Hl'to(nn) on ait :

r
I  t r*>lo=,Iror<r-r  la ln; , r . (x) l  ) ' - ' . ' Iu l t  d"  <

J  f '

c (:l=,1' ,u*, iAi).,t ' d. . J, ul' ox).

De cette estimation, i[ r6sulte evidemment que si :

I ,1*=, I ,o ,<r - r  la lu i , * ( * ) l  *  +oo Quand lx l  *  *oo '

Alors I' injection de Ht' 'A(Rn) dans L2(Rn) est compacte.

Ce r6sul tat ,  presente dans un cadre ptus g6neral  dans [Ue- Mo] a ete ensui te

dtendu par Meftah [Me] (cf aussi Iwatsuka [lw], Dufresnoy [Du] et Mohamed [Mo]).

Dans I 'espr i t  de  ces  r6su l ta ts  e t  en  u t i l i san t  les  techn iques  de  [He-Mo] ,  onva

6tabl ir  I 'est imation a priori  suivant,e en prenant comme point de depart I 'hypothdse

simptif  icatr ice de [Mi] donn6e en (t. t) .

Thdorime 3.2 : On suppose que

(3.2) il existe une constante 0 < C <2 et une constante D telles que Vx€ IRn

D +  C lV f (x ) |2  *  A f (x )  2o .

(3.3) t  I  existe un entier r >2 et une constante C>O tels que Y x€ Rn

I , . . ,=.*, lolr tx) l  <
Alors il existe une constante C> 0 telle que pour tout ue Ht'ot(nn) on ait :

I  t - r  .  . e  . n - t + 2(3.4) 
J(r+I ,<rar<. la l r tx) l  ) '  lu l 'd*<

rr
c (:L,J ' ,axi-  ax.r)ul 'd* .  J lul 'ox).
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( Erxl(x) = r

I  *n(x)  =  o  pour  lx -x* l  > t

l  la"r*l  <
(pour une constante Co ne ddpendant ni de k, ni de t).

Pour r > 0 assez petit, i l  resulte de l 'hypothese (3.3) que [a fonction y definie par :

Y = Io (r+m(x*))* i

est C* et verif ie pour tout cr€ INn et x€ IRn :

(3.s)  la"v(x) l  <

L'hypothese 3.2) permet de voir que pour une constante C et cassez petit on a :

(3 .6 )  c - tm <

Pour etabl i r  l 'est imat ion cherchee (3.4) ,  on def in i t  pour tout  s  >0,  [ 'ensemble Ms des

fonctions T qui sont C* et pour tesquelles i l  existe une constante C tel le que pour tout

u e c[ (Rn) :

|  _ r ; c  . >  _ _  |  ^  (

(3.7) 
J lv- ' - 'Tul 'd* <

Lemme: Si  Te Mt vdr f f ie  qu ' i l  ex is te C>0 te l le  quepourtout  Fe INn orrc r< lF l<z et

tout xe R 
n 

on ait :

(3.8)  laFr(x) l  < cv(x) ,

alors aoTe *s/2 pour cr€ INn avec lct l= l .

P reuve :  En  e f fe t ,  pou r  l c t l =  t  e t  u  €  C ; (Rn)

I
I tn - t+s /2(a"T)  u l 'dx

r  _2rc  I
=  -  

J  
ta" (y  

-2+s 
aoT)  u  Tu l  ox  - rJ  lv  

-2* '  
aoT aou Tu l  ox

-  |  - t /z

- , . f  

^  - t / 2  - f  -  J / 2 -
{ tJ t*r-su.-(v 

-2* '  
aoT) u 12 o*]  +z [J r*  'aoT a"u12 d*]"- ] .

or  par  hypo these  (s .B)  su r  T  e t  (3 .5 )  su r  y ,  l es  lonc t ions  y t - tao (y -2* t  a "T)  e t

v-ta"T sont bornees, donc pour une constante C on a pour tout ue Ci(Rn) :

f  ,  6 / . ,  o  . f  ^  - t / "  (
(3.9)  

J lv- r*" ' (aoT) u l 'dx <



Or par I 'hypothese (3.2)  et  I 'est imat ion (z. t )  du theordme 2.1 lcr i te  avec  ̂,  = t  et  e,  -e

ou€€10 ,2-C[ ,  i l  ex is te une constante C te l le  que pour tout  ue Ci(n^)  ,

(rr
(3.10) 

Jtu"rul 'dx < ' l l

d 'o i r :
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On note que I 'hypothdse (g.z) a 6te ut i t is6e uniquement pour obtenir  [ 'est imat ion

(g . t o )  des  ao f  .  u  pou r  l q l =  t .

De cette estimation, i l  rdsulte imm6diatement te theordme suivant :

Thdorime 3.2 z On suppose que

(3.12)  i lex is teune constante  0<C <2 e tune constanteD te l les  que Yx€ lRn

D + Clv f (x ) l '  *  A f (x )  7o.

(3.13) i l  existe un ent ier r  >l  te l  que

I,.,o,.. l0lrtx)l tende vers l ' infini quand lxl tend vers I ' infini.

(3.14) s i  r7 2 i l  existe une constante C>o tel le que Yx€ IRn

I ,o,=. . , la l r ix) l  <
Alors l'injection de Hl'vf ( R") dans L2(Rn) esr compacte.

r

n

d  6mon t re

I ' es t imat io

rr(
(3.11) 

J lu"ul td* <

De (3 .9 )  e t  (E . l l )  on  d6du i t  queaoTe M" ' .  r

Fin de la preuve du th6orime (3.2) :  On est, maintenant en mesure de

I 'est imat ion (1.+\ .  En ef fet ,  d 'aprrbs ( l . to)  on a :

a " f  e  Mt  pour  la l=  t .

Si r 7 2,I 'hypothese (s.s) et I 'est imation (E.O) assurent que :

laB(a"r)  l  <
Par cons6quent, d'apres [a propri6te de I 'espace Mt i l  en r6sulte que :

a " f  e  M t /2  pou r  l a l =  2 .

De proche en proche, on montre que :

ao f  e  p12 - r c ' t + '  pou r  l g l . , l < r .

comme Mt ' cMt ' s i  , r<s , ,  i I  en  rdsu l te  que  m€  M2- ' * ' .  c ' es t  p r6c i s6men t

annoncee en (s.+1. r
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Le cas o i r  r= l  (sous les  hypothdses ( l . tZ)  e t  (3 .13) )  n 'es t  aut re  que le  th6ordme t . t .
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