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Résumé. Des opérateurs de traces d’ordre quelconque peuvent étre définis sur les cotés d’un poly-
gone ou les faces d’un polyédre. Toutefois des conditions de compatibilité aux coins du
polygone, aux arétes et aux coins du polyédre, doiwent étre vérifiées par ces traces pour
qu’il en existe un relévement de régularité optimale. Le but de cette note est d’identifier
ces conditions. (c) Académie des Sciences/Elsevier, Paris

Compatibility of traces

on the edges and corners of a polyhedron

Abstract. Trace operators of any order can be defined on the edges of a polygon or faces of a
polyhedron. However compatibility conditions must be enforced on the corners of the
polygon, on the edges and corners of the polyhedron, in order that these traces admits
a lifting which has optimal regularity. The aim of this note is to identify these condi-
tions. (¢) Académie des Sciences/Elsevier, Paris

Abridged English Version

For domains © with smooth boundary, the global trace operator of order m defined in (1) is
continuous from W*?(Q) onto [[—' W*=F=%P(0Q) for all values of m and of s > m — 1 + %,
1 < p < +00. But for domains with a Lipschitz—continuous boundary, only the global operator of
order 1 can be defined. In contrast, when € is a polygon with edges I'; or a polyhedron with faces
I';, 1 <j <.J, a trace operator ;" can be defined by (2) on each I'; (where n; stands for the unit
outward normal to Q on T';). However the range of 7™ = (4{",...,+7") is in general not the whole
space WP ™ (9Q)) defined in (3). Indeed, as suggested in [2, §1.5.2] in the case of a polygon, the
traces are linked by some compatibility conditions on the corners if €2 is a polygon, on the edges
and corners if ) is a polyhedron. The aim of this note is to provide an explicit characterization of
these compatibility conditions. The reader is referred to [1] for the proofs.

With any positive real number s, we first associate the integer K (s) defined in (4). Next, in the
case of a simply-connected polygon 2, assuming that the edges are numbered counterclockwise
and with the convention I'g = I';, we denote by a; the common corner to I';_; and I';, and by h;
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the smallest of the lengths of I';_; and I';. For 1 < j < J, the unit tangential vector to I'; which
is directly orthogonal to m; is denoted by 7;, while €£7m(Q) stands for the space spanned by the

operators d; 7%, 0 <k < min{n,m — 1}, and 7; is defined on &} () by (5).

Theorem 1. Let p be such that 1 < p < 400, s be any real number > % and m be an integer,

1 <m < K(s)+1. A J-tuple G = (G’)1<j<y in WP™(9Q) is the image of a function in

W*P(Q) by the trace operator 4™ if and only if conditions (6) for all n, 0 < n < s — %, and,

moreover, conditions (7) forn = s — % (when s — 12—7 is an integer) are satisfied for all (L;_1,L;)

in &3~ x &I suc at L; 1+ L; =0. ere exists a continous inverse of the operator
in E1(Q) x & ,,(2 h that L; L;=0. Th t t f th t

7™ from the subspace made of all functions in W*P"™(9S)) satisfying all these conditions into
WeP(Q).

The dimension of each intersection £71(Q) N &J () is given in (8). So the number of com-

patibility conditions at each corner is bounded as a function of m, it increases from M for
m-—1+L<s<m+ % to m? for s > 2(m — 1+ %) Conditions (6) are explicitly written in the
table below in the case m = 2.

The case of a general polyhedron €2 with a Lipschitz—continuous boundary is much more complex.
Indeed, compatibility conditions must be enforced separately:
e on each edge e, which is the intersection of two faces I';_(y) and I';, ;). They are written in
(11) and also in (12) (when s — 2 is an integer), where £, (e;) stand for the spaces spanned by

the a,’;ia;;j, 0 < k < min{n,m — 1}, with obvious definitions for 7o+ and n.

e on each corner a;. Let J(i) stand for the set of indices j in {1,...,J} such that a; belongs to T';.
The compatibility conditions are written in (13) and also in (14) (when s — % is an integer). They
involve the common tangential directions o;; to any pair of faces I'; and T/, (4,7") € J(i)?, the
set ; defined in (9) and, for any face T'j, the spaces £/, (o) spanned by the operators a’gj 8’;;’“,
0 < k < min{r,m — 1}, where 7; is tangential to I'; and orthogonal to o

However, for simple geometries such as a tetrahedron or a parallelepiped or a regular dodecahedron,
the conditions on edges imply the conditions on corners.

1. Introduction
Pour des domaines 2 de frontiere tres réguliere, 'opérateur de traces d’ordre m:

T v = (vlen, (Bnv)leas -, (37 0)|an) (1)

est continu de W*P(Q) dans ]_[Z:()l Ws—k—%vp(ag) pour toutes valeurs de m et de s > m — 1+ %,
1 < p < 4+00. Mais, pour des ouverts a frontiere lipschitzienne, seul 'opérateur de traces global
d’ordre 1 peut étre défini. Par contre, sur un polygone 2 de cotés I'; ou un polyedre €2 de faces
I';, 1 <j < J, un opérateur de traces d’ordre m quelconque peut étre défini sur chaque I'; (n;
désignant le vecteur unitaire normal a I'; extérieur a )

o e (v\pj,(anjv)\pj,...,(8,75_111)|pj). (2)

Il faut toutefois noter que I'image de W*P(Q) par opérateur 4™ = (v, ... ,Y7T') est un sous-
espace en général strict de

—

m—

wermoQ) = [T [ we™*

j=1 k=0

=

P(T)- 3)

2
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En effet, différentes conditions de compatibilité relient les traces aux coins de {2 si £ est un polygone,
aux arétes et aux coins de € si  est un polyedre. Ces conditions sont suggérées dans [2, §1.5.2]
dans le cas d’un polygone.

Le but de cette note est d’identifier ces conditions de compatibilité, c’est-a-dire de donner une car-
actérisation explicite du sous-espace de W*»™(9Q) qui coincide avec 'image de W*?(Q2) par ("),
Les démonstrations de ces résultats figurent dans I'ouvrage [1], elles reposent sur une décomposition
de chaque trace sur un co6té ou une face en une partie “plate”, s’annulant aux coins et sur les arétes,
et un polynéme de degré fixé en fonction de s et de m pour lequel on peut écrire les conditions de
compatibilité.

2. Cas d’un polygone
L’énoncé requiert quelques notations. A tout réel positif s, on associe 'entier K (s) défini par
(4)

s—1-1 if s — 1 est un entier,
K(s) = P P

[s — %] sinon.

Sans restriction sur le résultat final, on suppose que le domaine 2 est un polygone simplement
connexe, on numérote ses arétes I';, 1 < j < J, en tournant dans le sens trigonométrique et, avec
la convention I'g = I';, on note a; le coin commun a T';_; et & T; et h; la plus petite des longueurs
de I';_; et I';. On désigne par 7;, 1 < j < J, le vecteur unitaire tangent a I'; et directement
orthogonal & n;. Finalement, pour 1 < j < J et pour tout entier n > 0, on désigne par Sg’m(ﬂ)
I’espace d’opérateurs engendré par les aﬁj 82;’“, 0 < k < min{n, m—1}, et par m; 'opérateur défini
sur &, ,,(Q) par

m—1
o Z Ck. 8,’,‘21 8:]__k — (e 8%_k)0§k§m71. (5)
k=0

Théoréme 1. Soit p tel que 1 < p < +00, s un nombre réel > zlﬁ et m un entier, 1 <m < K(s)+1.
Un élément G = (G7)1<j<; de WP™(9Q) est I'image d’un élément de W*P(Q) par I'opérateur
de traces v™) si et seulement si les conditions suivantes sont vérifiées pour tout n, 0 <n < s — %,
et tout (L;_1,L;) de &7 1(Q) x &) ,.(Q) tel que L;_1+ L; =0:

w1 L 1 (G7Y) (ay) + L5 (GY)(ay) = 0, (6)

et si, en outre, lorsque s — % est un entier, les conditions suivantes sont vérifiées pour n = s — % et

tout (L;_1,L;) de EI1(Q) x & ,,,(Q) tel que L;_1 + L; = 0:

h;j
/o

Soit W%m(m) le sous-espace constitué des fonctions de W*P™(9Q) vérifiant toutes ces condi-

tions. Ce sous-espace est fermé dans WP ™ () si et seulement si s — % n’est pas un entier. On

, ; P dA\
i1 L5 1(G7 ) @y = A1) + 1L (G)(a; + AT)| == < oo (7)

munit Wsmvm(aﬂ) de la norme de W#P™(9Q) si s — % n’est pas un entier, de cette norme a laquelle

on adjoint le membre de gauche des conditions (7) si s — % est un entier. Il existe alors un inverse
continu de I'opérateur v(™ de W&Pvm(aﬂ) dans W*P(Q).

Pour s = m, on retrouve les résultats de [2, §1.5.2]. Par ailleurs on vérifie que la dimension de
Vintersection de 71(2) et de & ,,(Q) est égale &

n+1 sin<m-—1,
{len sim<n<2(m-—1), (8)
0 sin>2m—1.
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Le nombre de conditions de compatibilité par coin est donc borné en fonction de m, il varie de
w pourm—l+%<s<m—|—% a m? poursZQ(m—l—F%).

De plus, ces conditions peuvent s’écrire de facon explicite. Pour m = 1 la seule condition est
celle de raccord continu g} (a;) = ggfl(aj). Les conditions pour m = 2 sont indiquées dans la table
ci-dessous. Ici, ¢; et s; désignent respectivement les cosinus et sinus de I'angle entre I'; et I';_1,
chaque G est égal a (gg, g{ ) et on note gi/, gi”, ..., les dérivées successives de la fonction gi par
rapport a la coordonnée tangentielle dans la direction de ;.

n = 0 |1 condition gé(aj)zgéil(aj)

n = 1 |2 conditions g(a;) = —c; gd ™" (a;) — 5591 (a))
. o 1
gila;) =s; 0 '(aj) —cig (a;)

1//(

n = 2 |1 condition | ¢; gg//(aj) —5; g{/(aj) = ¢ géf a;) +s; g{fl/(aj)

Remarque. Considérons un polygone dont la frontiére n’est pas lipschitzienne en a;, c’est-a-dire
tel que 'angle entre I'; et I';_q soit égal & 27 (cas d’une fissure). Le Théoreme 1 est toujours vrai,
mais le nombre de conditions en a; reste maximal car les espaces £7,1(Q) et £ () coincident.

3. Cas d’un polyedre

Soit maintenant {2 un polyedre a frontiere lipschitzienne, de faces I';, 1 < j < J, d’arétes ey,
1<?¢< L, et decoins a;, 1 <7< I. On suppose que les faces partageant un méme sommet sont
deux & deux non coplanaires. On introduit quelques notations, successivement pour les arétes et
les coins.

e Pour 1 </ < L, soit oy un vecteur unitaire tangent a l’aréte e;,. Chaque ey intersecte deux faces
de ©Q, que I'on note I';_(p) et T';_ (5. A ces faces on associe les bases orthogonales {ny_,op, 74—} et
{ney, 00, 7oy}, ol nyy désigne le vecteur unitaire normal & I'; L (v extérieur a Q et T4 le vecteur
unitaire tangent a I';, ;) directement orthogonal a . Finalement, on désigne par Eﬁfm(eg) les

espaces engendrés par les OF . i(“)fl;k, 0 < k < min{n,m — 1}, et par msy les opérateurs

min{n,m—1}

. k n—=k n—k
T+ E Ck c’in&ani — (Ck 8Téi )nggm—l-
k=0

e Pour 1 < i < I, on note J(i) 'ensemble des indices j de {1,...,J} tels que les faces T,
contiennent le coin a;. Les plans contenant I'; et I';/, pour j et j* dans J(i), j < j’, s’intersectent
en une droite: on note oj;s un vecteur unitaire porté par cette droite. On observe que o, peut
étre colinéaire & I'un des o ou non: dans le premier cas, o,/ est la direction d’une aréte réelle;
dans le second, o ;s sera appelé “direction d’aréte virtuelle”. On définit alors I’ensemble

i ={oiy, () € J(0)*, 5 <5} (9)
Puis, pour tout o dans 3;, on désigne par J(o) I’ensemble des indices j de J(i) tels que o soit
tangent & I';, par &, ,, (o) I'espace engendré par les opérateurs a’gj 8%"“, 0 < k <min{n,m—1}, on
T; est maintenant le vecteur unitaire tangential & I'; et directement orthogonal & o. L’opérateur
m; correspondant est défini par

min{n,m—1}

U Z Ck 6§J6¢J"“ — (Ck 82)_"“)099”_1. (10)
k=0
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On a encore besoin de notations supplémentaires pour traiter les cas limites.
e Pour toute aréte ey et tout point  de ey, on introduit ’ensemble

Vi) ={AeR;z— A1 €T etz + A1 €Ty, 0}

e Pour tout coin a;, il existe un secteur plan W, ayant son sommet en 0, d’angle et de rayon
assez petits pour que, pour tout j dans J(7), il existe une aplication F; composée d’une translation
et d’une rotation telle que le secteur F) (W;) ait son sommet en a; et soit contenu dans I (le
secteur W; n’intervient que dans la condition (14) et on vérifie aisément que cette condition est
indépendante du choix de W).

Théoréme 2. Soit p tel que 1 < p < +00, s un nombre réel > % et m un entier, 1 <m < K(s)+1.
Un élément G = (G7)1<j<; de WHP™(9Q) est I'image d’un élément de W*P(Q) par I'opérateur
de traces (™) si et seulement si

(i) pour tout ¢, 1 < ¢ < L: les conditions suivantes sont vérifiées pour tout n, 0 < n < s — %, et

tout (Lo—, Loy) de EL7, (e0) x ELT (er) tel que Lo— + Loy = 0:
T Lo (G7-O) 4+ 710 L4 (GI+D) =0 p.p. surey, (11)

et, en outre, lorsque s — % est un entier, les conditions suivantes sont vérifiées pour n = s — % et
tout (Lo—, Loy) de EL, (er) x ELY, (er) tel que Lo + Loy = 0:

/Ve (z)

(ii) pour tout i, 1 < i < I: les conditions suivantes sont vérifiées pour tout n, 0 <n < s — %, pour

, , P dX
w1 Lo (G (@ = A7) + 7oy Loy (GO (@ + A7) N <t

(12)
pour presque tout x de ey,

tout élément o de X; et pour tout (L;);cs() de ]
toutr,0§r<s—%—n:

jeJ (o) gflm(a) tel que ZjEJ(O') L:j =0et pour

9y Y miLi(G))(ai) =0, (13)

j€J (o)

et, en outre, lorsque s — % est un entier, les conditions suivantes sont vérifiées pour tout n, 0 < n <
sf%, pour tout élément o de X; et pour tout (L) je o) de [Te (o) &) (o) tel que Yjeso Li=0

3
/Wi

etpourr:s—l—)—n:
Il existe un inverse continu de I'opérateur v(™ du sous-espace constitué des fonctions de W*»»™ (09)
vérifiant toutes ces conditions dans W*P ().

oS mLi (G (E(N) pW < +o0. (14)

j€J (o)

La complexité du Théoreme 2 est due a la généralité de la géométrie que 1'on traite. Toutefois
les conditions (11) sur les arétes sont l’analogue tridimensionnel des conditions (6) aux coins d’un
polygone figurant dans le Théoreme 1. De plus, on peut écrire explicitement pour une trace
(g%,...,9”7) les conditions (13) au coin a; lorsque s — % n’est pas un entier et dans le cas m = 1.
(i) Pour n = 0, ces conditions se résument &

-/

V(5,5 € J(0)?, ¢ (ai) = ¢ (a), (15)
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et se déduisent des conditions (11) sur les arétes.
(i1) Pour n = 1 et pour tous j et j' de J(i), la condition précédente est dérivée dans la direction
o;;; commune a I'; et I'j/, ce qui donne

(i, 5") € J()?, 0s,9%(ai) =0, 9" (ai). (16)

D’autre part, s’il existe un o dans 3; tel que le cardinal de J(o) soit > 3, pour tous les o vérifiant
cette propriété et pour tout triplet (j,5’,7"”) de J(o), j < j° < j”, on constate que 7;~ est une
combinaison linéaire de 7; de 7/, ce qui donne lieu a la condition supplémentaire

v(j? j/7j/l) € J(U)37 aTj//gj” (a"t) = a] aTj gj(al) + O[j/ 67—]_/ gj,(al) (17)

(111) Pour n = 2, les conditions (16) doivent étre dérivées dans la direction o/ et les conditions

(17) doivent étre dérivées dans la direction o. De plus, s’il existe un o dans ¥; tel que le cardinal

de J(o) soit > 4, une nouvelle condition apparait pour tous les o vérifiant cette propriété et pour

tout quadruplet (j,5,5"”,7") de J(o), j < j' < j" < j".

Et ainsi de suite... Le nombre maximal de conditions en a; n’est donc borné qu’en fonction de s.
Toutefois ces conditions se simplifient dans un certain nombre de géométries.

e Quand tous les J(o), o € X;, ont un cardinal égal & 2, toutes les conditions de compatibilité

(13) se déduisent de (15) par dérivation tangentielle, elles s’écrivent pour 0 < r < s — %

V(.)€ J()? 0 g (ai) =3 ¢ (ai). (18)

e Quand l'intersection de fj and fj/ est une aréte ey, celle-ci est parallele au vecteur o;; et les
conditions (18) sont induites par les conditions (11) le long de e, par dérivation tangentielle.

e FEt finalement quand le cardinal de J(i) est égal & 3, toutes les intersections deux & deux des
plans contenant I'; contiennent une aréte e, (autrement dit, toutes les arétes sont réelles et non
virtuelles) et toutes les conditions de compatibilité (13) sont induites par (11).

Remarque. Lorsque tous les J(i), 1 < ¢ < I, ont un cardinal égal & 3 (c’est le cas par exemple
pour un tétracdre ou un parallélépipede ou un dodécaedre régulier), seules les conditions d’arétes
(11) et (12) subsistent. Le cas ou s — % est un entier n’est donc plus un cas limite.

Remarque. Les Théoremes 1 et 2 dans le cas m = 1 fournissent une caractérisation complete de
Pespace WP (09) qui apparait dans le théoréme de traces global.

L’extension au cas m quelconque est plus compliquée. Toutefois, la encore, en tout coin a;

appartenant & au plus trois faces, les conditions (13) sont impliquées par des conditions d’arétes
(11).
Remarque. Dans le cas ou des faces fj contenant le méme coin a; sont coplanaires, le formalisme
des conditions aux arétes (11) est toujours le méme. Par contre en ce qui concerne les coins, le
formalisme des conditions (13) ne s’applique plus car l'intersection des faces coplanaires n’est plus
une droite. On doit ajouter les conditions selon lesquelles toutes les dérivées tangentielles sur les
faces coplanaires doivent coincider au coin a;, et reformuler (13) sur I'union des plans distincts
définis par I’ensemble des faces contenant ce coin.
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