Probléeme B du 28 octobre 2006
Agrégation de Mathématiques - Analyse et Probabilités
(Mihai Gradinaru)

Tout au long du probleme (£2,.A, P) désigne un espace de probabilité sur lequel on définit
une suite {X,, }3° de variables aléatoires réelles indépendantes de carré intégrable et centrées.
1
On pose oy, 1= (E[Xﬁ])% > 0et ¥, = (3., 07)2, n € N*. On utilisera S, pour noter la
somme partielle X1 + ...+ X, et S, := S, /%, = Oy, X¢)/Zn.
Enfin, dans la suite on notera {Y},}7° une suite de variables aléatoires indépendantes et

indépendantes des variables X, de méme loi de densité v(y) = (27‘1’)_% exp(—y2/2), y € R et
Ty = (=1 0¢Ye) /-

Premiere partie
Dans cette partie seulement on supposera que les variables X, ont la méme loi, de variance
02 =1 et, de plus, elles ont des moments finis de tout ordre.
1. Montrer que, pour tout entier m > 3,
m
E [S7] = nE [X, (X, + Su1)™] = nmE [S771] +n S CLE [XIH] E [s;“_—g} .
j=2
2. Que valent X, et §n? Déduire une égalité pour IE [:S”\Q"”H} . Onnote L,,, := lim,_,oc [:S*;T} .

Montrer par récurrence que L,, existe pour tout m € IN et que pour tout m € IN*,
L1 =mLp, 1.

3 ~ 2m)!
3. En déduire que : lim | [ngfl} =0et lim E [Sﬁm} — (2m) )
n—o0 n—00 2mm!
4. Montrer que fn et Y7 ont la méme loi et que :
2 e 2m
av1] _ il o
]E[e 1}_exp[2:|— 2mm!’a€R'
m=0

Vérifier que les Y,, ont des moments de tout ordre et les calculer.

5. En déduire que pour toute fonction polynomiale ¢ : R — R, on a :

(0 Jin Be50] = [ el

n—00
Deuxieme partie
On reprend les hypotheses générales du probleme. On notera
1>
gn(e) == 2 ZE (X7 x,5e5,] -

n =1

On veut montrer que si lim, .o gn(¢) = 0, pour chaque £ > 0, alors, pour des fonctions ¢
satisfaisant certains hypotheses de régularité, I’égalité (x) ci-dessus a lieu.
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1. Soit ¢ € C3(R;R) ayant ses dérivées seconde et troisitme bornées.

a)

Soit la suite {Y,,}° comme dans I'introduction. On pose

R XK R O'EYVZ m—l/\ n R
Xpi=—,Y:=——,1<{l<n, etUm::ZXg—F Z Yy, pour 1 <m < n,

P by
n n =1 L=m+1

(ici la premiere somme est nulle si m = 1 et la deuxieme somme est nulle si m = n).
Montrer que

‘]E [(p(gn)} —~ /]Rso(y)v(y)dy‘ = ‘E [So(gn)} - B [90@")”

3

< )]E [@(Um + )?m)] —E {gp(Um + ?m)] ‘
m=1
= Y[ [RaE)] < B[R] < 3 ([ [RutE)]| + [ [muE] [}
m=1 m=1
ou le reste R,, est donné par :
R(€) 1= U +€) — olUn) — &/ (Un) = ' (Un), € € B

Prouver que : ,

Bn©)1 < (161 ) A e 1leP).

En déduire que, pour chaque € > 0 :

u S 6" ]l S 3
) ]EHRm(Xm)H S ) ]E[|Xm| n‘XmKezn}
m=1

n

" E )’52 1 < ‘L:H(P/”Hoc g U’r2n Vi
+e" oo > mlXpl>esn | S — ) vo T 17l gn(e)-
m=1""

m=1
tandis que

n . 1 n 3
B (|2 (@] < Wl=m vip) 3° 22 <

V2ralle”
SN

avec Ty, 1= Max|<i<n % En déduire I'inégalité : pour chaque & > 0,

m=1 m=1

e

[0S - [ wtmas] < (5+5) 161 + 0@l

Prouver que, pour tout 1 < m < n,
o2 <2 (62 + gn(€)) et donc que r2 < &%+ gnle).

En déduire que si lim,,_.~ gn(g) = 0 lorsque n — oo, pour chaque € > 0, alors (%)
a lieu.
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le(y)

2. Soit ¢ € C(R;R) telle que sup,ecp HyQ‘ < 0.

a)

Soit une fonction p € C*®(R;[0,00[) & support compact dans | — 1, 1] telle que
[z p(y)dy = 1. Montrer que la fonction

k
oul) =k [ plhly—)pla)do. y € R,k €V
est infiniment dérivable et & support compact. Montrer que limg_.o Y = @ uni-
formément sur tout compact. De plus, prouver qu’il existe K > 0 tel que

sup [(@ = er) (W)l < K1+ y?) pour tout y € R.
€ *

Appliquer le point 1 de cette partie pour vérifier que, lorsque lim,_, gn(e) = 0,
pour chaque R €]0, oo,

lim sup
n—oo

B [w(gn)} —/}Rw(y)v(y)dy‘

< timsuplimsup B [|( = (5] +limsup [ (o = 00 )y

k—oo m—oo k—o0
<KlimswE [(1+ 51 o[+ K [ (1+y)()dy.
n—00 lyl>R

Calculer la limite du dernier terme du majorant lorsque R T oo.

On veut montrer que le premier terme du majorant tend vers zéro. On choisit
n € Ci°(R;[0,1]) telle que n = 0 sur [—1,3], » = 1 hors de ] — 1,1[ et on pose
nr(y) == (1 4+ y*)n(y/R) pour y € R. Appliquer encore une fois le point 1 pour
vérifier que

limsup B | (1 +§3)1|§n\>3} < lim B [nR(S\n)} = /}RnR(y)'y(y)dy-

et calculer la limite lorsque R T oco.
Par b) et ¢) déduire que si lim,,_. gn(e) = 0, pour chaque € > 0, alors (x) a lieu.

3. Soient a < b deux réels. On veut montrer que

R b
#)  lmPa<8,<b)= / +(y)dy.

n—oo

a) Soient {a}7° et {Bk}5° deux suites de fonctions dans Cy(R;R) telles que la suite

croissante positive {ay}$° satisfait limy,_.o ax = 1jq) et la suite decroissante plus
petite que 1, {8 }5°, satisfait limg o B = 1[q4). Minorer liminf,, . P(a < S, <
b) a laide de oy et majorer limsup, .. P(a < S, < b) a laide de Sy

b) Montrer que les hypotheses du point 2 précédent sont vérifiées et utiliser (x) pour

déduire (#).
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Troisieme partie

Soit ¢ € CHR;R) telle que [|¢'[lc < 00. On pose ¥(z) := ¢(z) — [ ¢(¥)v(y)dy et on
définit - ,
zeR— flz) =eZ / ¢(t)e_t7dt.
1. Montrer que f € C}(R;R) et que f'(z) — zf(x) = ¥ (x), x € R.
En déduire qu'en fait f € C?(R;R) et que f"(x) — zf'(z) = f(z) + ¢'(2), € R.

2. Montrer que ¢ et f ne changent pas lorsqu’on remplace ¢ par ¢ — ¢(0).
En déduire qu’on peut supposer ¢(0) = 0. Prouver que |¢(t)| < ||¢|loolt] €t que

[ et < 1¢1ey/2.

2
3. Montrer que f(z) =—ez [ ° 1/1(t)eft7dt , ¢ € R. En déduire successivement que

xT

|f(2)] <e"22/ |¢(tsgn(x))\e*§dt

x|

mz o0 2 t2
|f(x)] < ||90/||ooe2/ t+4/— e 2dt, z € R.
|| T
z2 o0 t2 z2 o0 t2 T
62/ te"2dt=1 et 62/ e 2dt < \/7, z € R.
2| 2| 2

En déduire || f]loo < 2[|¢||oo-

et

4. Montrer que

x2
5. Utiliser ’équation différentielle du second ordre satisfaite par f pour calculer % (e7 2 f/(x)).
Montrer que:

00 2
fl(x)=—ez / (f(t)+ Lp’(t))e_%dt, r eR.
xX
En déduire par la méme méthode que || f/|lco < 3v/F ¢l €t que || f”[|oc < 6]/¢"[|so-

6. On suppose de plus que ¢ € C1(R;[0,1]) est décroissante. Montrer que |[1)]|o < 1 et
que |zf(x)] < 1, z € R. Utiliser I’équation différentielle du premier ordre satisfaite par
f pour déduire que || f'[|c < 2.

7. On note

_z_

x(z) = eﬁr@) _ /_;w(t)v(t)dt ot @ = inf{t: p(t) = O}.

Etudier la monotonie de x sur | — o0, a] et [a, 00| et calculer ses limites en £00. On note

Tournez la page S.V.P.



En déduire que,

Il = x(@) = [ " ottt - Gla) | eonta

—00 R
et que

B~ =

Ixlloo < (G(a) / so(t)v(t)chf)é ~Gla) [ ettt <

8. Prouver que |f(z)| < v2me|x(z)|, pour z € [~1,1]. En déduire || f < /75
Quatrieme partie

On reprend les hypotheses générales du probleme. On note

~

z€Rw— Fy(z) :=P(S, <z)€[0,1].

On voit (par (x) ou (#)) que la suite F,, tend vers la fonction G introduite au point 7 de la
troisieme partie. On veut estimer la distance [|Fy, — Gl|11(zR)-

1*. Soit ¢ € C'(R;R) ayant sa premiere dérivée bornée. Montrer que

| ¢ @(6(@) = Fulads = B [3)] - [ e

R

On pourra d’abord supposer que ¢ € C!(R;R) est & support compact et telle que
©(0) = 0; puis faire une intégration par parties, séparement sur chacun des intervalles
| — 00,0] et [0, 0.

2. Montrer, avec les notations de la Troisieme partie, que
B (5] - [ wntods = [v(8.)] =B [1(8.)] - B[5.5(5.)]
-3 (3B [1(80)] ~B[£(G)])
oll on a posé gy := ;—i,
0,1

]

3. On pose, pour t € | ~ ~ ~
Toalt) = 8o+ (t— DX,

Montrer que fn,g(O) est indépendante de X, et conclure que pour chaque £ € {1...,n},
1
B[Ref(5,)] = [ B[R25@ste))] ae
0

~

=t (£ (0] + | B[ (F(Ft) - P Turt))]

4. En déduire

n n 1
¢ (2)(G(z) = Fo(x))de = 6740 / By(t)dt,
=1 =170

ot Ap =B [[(8) = f/(Tos(0)] et Ba(t) := E [ X2 (f(Tuet) = 1'(Tnel0))) .
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1
5. On va supposer que les X,, ont des moments d’ordre trois et on pose 7, := (IE []Xn|3]) 3
n € IN*. On rappelle que r, = max; /<y g—i Vérifier que

)

N T¢
44 < 0"l < (77 25 ) 157
n

et que pour chaque t € [0,1] et € > 0,

1/ lloo
X

|Be(t)] < 2ty [ f"[loo + 2 E [X71)x, 5203, ]
En déduire
| ¢ @G - Fu()do < + 2 e+ 20n22) 1 o
6. Utiliser les estimations du point 5 de la Troisieme partie pour obtenir

[ — GllLiagr) < 6(rn + €) + 3V27g,(2€).

7. Vérifier que

1 - - -3
Bl <t [ B 1K1 Dot ds < o5 -
0 n

En déduire
2271_ 7_3 SZTL_ 7_3
[1Fn = GllLior) < <6rn + ;W) A (;3515 .
n n

En particulier si les variables X,, sont de variance o2 = 1 et si pour tout n € IN*, 7, < 7,

alors
64 273 < 877'3

SR

Cinquiéme partie

1Fn = Glluigr) <

Dans la suite on notera L2(v; C) I'espace des fonctions complexes définies sur R, de carré

intégrable par rapport a la mesure gaussienne v(y)dy et par (-,-) son produit scalaire.

L2(y;C)
1. Pour n € IN on définit le polynome réel

22 d" o2
H,(z) :=(-1)"e? T <e_2> , z €R.

de degré n, ayant le coefficient du terme de plus haut degré égal 4 1. On notera H, () :=
vn!

une base orthonormée de L?(7; C).

les polynémes de Hermite (normalisés). On veut montrer que {I:In 'n € ]N} est

a) Soit A4 et A_ les deux opérateurs définis sur C!(R; C) par :

[Arpl(@) =~ (@) + zple) et [A_gl(@) = F(a), v e R.
Montrer que pour deux fonctions réelles ¢ et ¢ contintiment différentiables, ayant

des dérivées a croissance au plus polynomiale a I'infini, on a :

<907 Ay, ¢>L2(W) = <A—901 1’/}>L2(7;®) :
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b) Montrer que H,,+1 = Ay H, pour tout n € IN. En déduire que pour des entiers
0o<m<n

== <A2Hm7 H0>

= '
L2(y;0) m'(sm’n'

<Hm7 H?’L)LQ(’Y;‘D) = <Hm7 A1H0>

L2(5;C)

2
c¢) Pour chaque z € C on pose H(x;z) := exp [2:1; - 2;] , ¢ € R. Montrer que :

iz—' ), x € R,

ou la convergence de la série est uniforme sur tout compact de R x C. Utiliser
I'orthogonalité des H,, et la valeur de leur norme || - || , pour déduire que, pour
chaque R > 0,

L2(y;C

|H, | =0.

L2(%;0)

M= 2IKR ;=
En déduire que la convergence de la série donnant H(x;z) est, pour z dans un
compact fixé de C, uniforme dans L?(vy; C).

d) Soit ¢ € L2(~; C) quelconque qui est orthogonale & tous les H,, (ou H,). Montrer

22

que <90’€Z.>L2<~,-m = 0, pour z € C. On pose P(z) = (2%)7% “2(x), z € R.
Montrer que ¢ € L(); C). Ici et ailleurs on note A(dy) = dy la mesure de Lebesgue.

e) Montrer que la transformée de Fourier de 1) définie par $(§ )= / exp [i€x] Y (x)dx
R

est identiquement nulle. Calculer

lim - / =Wl exp [1€2] () de
R

al0 27

et en déduire que v et donc ¢ s’annulent presque partout. Conclure que {ﬁn 'n € ]N}
est une base orthonormée.

2. En utilisant la base orthonormée {H,, : n € IN} on introduit d’une maniére unique le
multiplicateur de Hermite Hy pour chaque 0 € C, par

HoH,, :=0"H,, pour chaque n € IN.

a) Montrer que le domaine de définition de l'opérateur Hy est

Dom<H9>={soeL2<% ) S 10P" (0 ) @)2<oo}

n=1

et que

Hop = 20” £ L2(W C>H”’ ¢ € Dom(Hy).

b) Montrer que l'opérateur Hy est une contraction (c’est-a-dire de norme < 1) si et
seulement si 6 est un élément du disque unité fermé D de C et qu’il est unitaire
(c’est-a-dire de norme 1) précisement lorsque 6 € 9D.
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c) Montrer que I'adjoint de 'opérateur Hy est Hg. En déduire que 'opérateur Hy est
auto-adjoint si et seulement si 6 € R.

3. Pour 6 €]0,1] et 2,y € R on considere le noyau de Mehler

(0)% — 20zy + (y)?
2(1— 62)

1
M(x,y;0) := Wexp [—

a) Montrer que, pour tout 6 €]0,1[ et (z,z) € R x C,
[ )M G000y = H(as02),
b) En déduire que pour 8 €]0, 1] et ¢ € L2(;C)
Hop = [ MC3s0)20)1 ().
Utiliser cette égalité pour vérifier que pour chaque ¢ € L?(v; C), la fonction :

(0,2) €]0,1[xR — Hpp(x) € C

est une fonction continue qui est de plus positive si ¢ 'est presque partout.
c¢) Calculer, pour 6 €]0,1[ et = € R,

Hol(z / M(z,y;0)y(y)dy

et en déduire, en utilisant la symétrie de M en (x,y), la valeur de f]R M(x,y;0)y(z)dx
pour (0,y) €]0,1[xR.

d) Justifier pourquoi on peut appliquer I'inégalité de Jensen et I'utiliser pour prouver
que, pour tout p € [1, 00|

ool (x /Mxy, Voo () Py () dy

[ @@ < [ MGy o)ow)lr@n)dody.
R RxR
En déduire, que pour tout p € [1, 00|,

HHGSOHLP(»WC) < ”SOHLP(»WC)'

4. Pour f € L*(\;C) on notera I'opérateur de Fourier

FFE) = /R 27 (1) d, € € R,

a) Montrer que, pour tout p €]1, 00 et tous complexes ¢ et 7 on a

y? p 2
F/ exp [ C+1n)y—2p} dy = exp [§(C+1n) }
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et en déduire I’égalité
o0 Cn . 9 R o0 Cn
z;] .l /Rel ™ H,(\/2rpx)e ™ dr = e 2} H@gﬂn(\/ 2mp’ €),
n= n=

oup = 1% est le conjugué de Hélder de p et ou 6, := i(p — 1)% On pourra faire
le changement de variables y = v/27px et n = 2?” £.

En déduire que, pour chaque p €]1,00[ et n € IN,

/R eiQW&Hn(\/ﬁx)e*”Qda: = Han(Wﬁ) e
En prenant une valeur particuliere de p, montrer que
(%) Fhyp =1i"hp, n € N,
ou h,, est la n-iéme fonction de Hermite
hn(z) = Hn(QW%x)e_”2, neN et z €R.
Pour chaque p €]1, 0o[ on définit U, sur LP(~y; C) par

Uyl () = p3p(+/2mpz)e ™, 2 € R.

Montrer que U, est une isométrie surjective de LP(ry; C) sur LP(\; C). Montrer que,
pour tout p €]1, 0o[ et tout polynéme ¢

1

2

Ut o F olhyp = AyHg,p, ol Ay = ( P 1) .
()7

On pose
1
_ 21
hyp := —hp, n e N.
(n!)2

Par le point précédent, montrer que hy, = Us H,,. En déduire que {En :n € IN} est
une base orthonormée de L2(\; C). Utiliser alors I’égalité (x) du point b) ci-dessus
pour déduire 'identité de Parseval :

IFFl 2y = Iz ey £ € LIS C) NLA(A ).
Conclure que F détermine un opérateur unitaire F sur L2(\; C), tel que
Ff=Ff pour feLY()\C)NLA();C).
Utiliser le résultat précédent pour vérifier la formule d’inversion de Fourier L2,

Fl="7F,

ou

[]?f](x) = [Ff](—=z), z € R, pour f € Ll()\; C)N LQ()\; C).



