
Problème B du 28 octobre 2006
Agrégation de Mathématiques - Analyse et Probabilités

(Mihai Gradinaru)

Tout au long du problème (Ω,A,P) désigne un espace de probabilité sur lequel on définit
une suite {Xn}∞1 de variables aléatoires réelles indépendantes de carré intégrable et centrées.

On pose σn := (E[X2
n])

1
2 > 0 et Σn :=

(∑n
`=1 σ

2
`

) 1
2 , n ∈ N∗. On utilisera Sn pour noter la

somme partielle X1 + . . .+Xn et Ŝn := Sn/Σn = (
∑n

`=1X`)/Σn.
Enfin, dans la suite on notera {Yn}∞1 une suite de variables aléatoires indépendantes et

indépendantes des variables Xn, de même loi de densité γ(y) = (2π)−
1
2 exp(−y2/2), y ∈ R et

T̂n := (
∑n

`=1 σ`Y`)/Σn.

Première partie

Dans cette partie seulement on supposera que les variables Xn ont la même loi, de variance
σ2

n = 1 et, de plus, elles ont des moments finis de tout ordre.

1. Montrer que, pour tout entier m > 3,

E
[
Sm+1

n

]
= nE [Xn(Xn + Sn−1)m] = nmE

[
Sm−1

n−1

]
+ n

m∑
j=2

Cj
mE

[
Xj+1

n

]
E

[
Sm−j

n−1

]
.

2. Que valent Σn et Ŝn? Déduire une égalité pour E
[
Ŝm+1

n

]
. On note Lm := limn→∞E

[
Ŝm

n

]
.

Montrer par récurrence que Lm existe pour tout m ∈ N et que pour tout m ∈ N∗,
Lm+1 = mLm−1.

3. En déduire que : lim
n→∞

E

[
Ŝ2m−1

n

]
= 0 et lim

n→∞
E

[
Ŝ2m

n

]
=

(2m)!
2mm!

.

4. Montrer que T̂n et Y1 ont la même loi et que :

E
[
eαY1

]
= exp

[
α2

2

]
=

∞∑
m=0

α2m

2mm!
, α ∈ R.

Vérifier que les Yn ont des moments de tout ordre et les calculer.

5. En déduire que pour toute fonction polynomiale ϕ : R→ R, on a :

(?) lim
n→∞

E

[
ϕ(Ŝn)

]
=
∫
R

ϕ(y)γ(y)dy.

Deuxième partie

On reprend les hypothèses générales du problème. On notera

gn(ε) :=
1

Σ2
n

n∑
`=1

E
[
X2

` 1|X`|>εΣn

]
.

On veut montrer que si limn→∞ gn(ε) = 0, pour chaque ε > 0, alors, pour des fonctions ϕ
satisfaisant certains hypothèses de régularité, l’égalité (?) ci-dessus a lieu.

Tournez la page S.V.P.
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1. Soit ϕ ∈ C3(R;R) ayant ses dérivées seconde et troisième bornées.

a) Soit la suite {Yn}∞1 comme dans l’introduction. On pose

X̂` :=
X`

Σn
, Ŷ` :=

σ`Y`

Σn
, 1 6 ` 6 n, et Um :=

m−1∑
`=1

X̂` +
n∑

`=m+1

Ŷ`, pour 1 6 m 6 n,

(ici la première somme est nulle si m = 1 et la deuxième somme est nulle si m = n).
Montrer que ∣∣∣∣E [ϕ(Ŝn)

]
−
∫
R

ϕ(y)γ(y)dy
∣∣∣∣ = ∣∣∣E [ϕ(Ŝn)

]
− E

[
ϕ(T̂n)

]∣∣∣
6

n∑
m=1

∣∣∣E [ϕ(Um + X̂m)
]
− E

[
ϕ(Um + Ŷm)

]∣∣∣
=

n∑
m=1

∣∣∣E [Rm(X̂m)
]
− E

[
Rm(Ŷm)

]∣∣∣ 6 n∑
m=1

{∣∣∣E [Rm(X̂m)
]∣∣∣+ ∣∣∣E [Rm(Ŷm)

]∣∣∣} ,
où le reste Rm est donné par :

Rm(ξ) := ϕ(Um + ξ)− ϕ(Um)− ξϕ′(Um)− ξ2

2
ϕ′′(Um), ξ ∈ R.

b) Prouver que :

|Rm(ξ)| 6
(
‖ϕ′′′‖∞

|ξ|3

6

)
∧
(
‖ϕ′′‖∞ |ξ|2

)
.

En déduire que, pour chaque ε > 0 :
n∑

m=1

E

[∣∣∣Rm(X̂m)
∣∣∣] 6

‖ϕ′′′‖∞
6

n∑
m=1

E

[
|X̂m|31|Xm|6εΣn

]

+‖ϕ′′‖∞
n∑

m=1

E

[
X̂2

m1|Xm|>εΣn

]
6
ε‖ϕ′′′‖∞

6

n∑
m=1

σ2
m

Σ2
n

+ ‖ϕ′′‖∞gn(ε).

tandis que
n∑

m=1

E

[∣∣∣Rm(Ŷm)
∣∣∣] 6

‖ϕ′′′‖∞
6

E
[
|Y1|3

] n∑
m=1

σ3
m

Σ3
n

6

√
2 rn‖ϕ′′′‖∞

3
√
π

,

avec rn := max16`6n
σ`
Σn

. En déduire l’inégalité : pour chaque ε > 0,∣∣∣∣E [ϕ(Ŝn)
]
−
∫
R

ϕ(y)γ(y)dy
∣∣∣∣ 6 (ε6 +

rn
2

)
‖ϕ′′′‖∞ + gn(ε)‖ϕ′′‖∞ .

c) Prouver que, pour tout 1 6 m 6 n,

σ2
m 6 Σ2

n

(
ε2 + gn(ε)

)
et donc que r2n 6 ε2 + gn(ε).

En déduire que si limn→∞ gn(ε) = 0 lorsque n→∞, pour chaque ε > 0, alors (?)
a lieu.

Tournez la page S.V.P.
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2. Soit ϕ ∈ C(R;R) telle que supy∈R
|ϕ(y)|
1+y2 <∞.

a) Soit une fonction ρ ∈ C∞(R; [0,∞[) à support compact dans ] − 1, 1[ telle que∫
R
ρ(y)dy = 1. Montrer que la fonction

ϕk(y) := k

∫ k

−k
ρ(k(y − x))ϕ(x)dx, y ∈ R, k ∈ N∗

est infiniment dérivable et à support compact. Montrer que limk→∞ ϕk = ϕ uni-
formément sur tout compact. De plus, prouver qu’il existe K > 0 tel que

sup
k∈N∗

|(ϕ− ϕk)(y)| 6 K(1 + y2) pour tout y ∈ R.

b) Appliquer le point 1 de cette partie pour vérifier que, lorsque limn→∞ gn(ε) = 0,
pour chaque R ∈]0,∞[,

lim sup
n→∞

∣∣∣∣E [ϕ(Ŝn)
]
−
∫
R

ϕ(y)γ(y)dy
∣∣∣∣

6 lim sup
k→∞

lim sup
n→∞

E

[
|(ϕ− ϕk)(Ŝn)|

]
+ lim sup

k→∞

∫
R

(|ϕ− ϕk)(y)|γ(y)dy

6 K lim sup
n→∞

E

[
(1 + Ŝ2

n)1|bSn|>R

]
+K

∫
|y|>R

(1 + y2)γ(y)dy.

Calculer la limite du dernier terme du majorant lorsque R ↑ ∞.

c) On veut montrer que le premier terme du majorant tend vers zéro. On choisit
η ∈ C∞

b (R; [0, 1]) telle que η ≡ 0 sur [−1
2 ,

1
2 ], η ≡ 1 hors de ] − 1, 1[ et on pose

ηR(y) := (1 + y2)η(y/R) pour y ∈ R. Appliquer encore une fois le point 1 pour
vérifier que

lim sup
n→∞

E

[
(1 + Ŝ2

n)1|bSn|>R

]
6 lim

n→∞
E

[
ηR(Ŝn)

]
=
∫
R

ηR(y)γ(y)dy.

et calculer la limite lorsque R ↑ ∞.
Par b) et c) déduire que si limn→∞ gn(ε) = 0, pour chaque ε > 0, alors (?) a lieu.

3. Soient a < b deux réels. On veut montrer que

(#) lim
n→∞

P(a 6 Ŝn 6 b) =
∫ b

a
γ(y)dy.

a) Soient {αk}∞1 et {βk}∞1 deux suites de fonctions dans Cb(R;R) telles que la suite
croissante positive {αk}∞1 satisfait limk→∞ αk = 1]a,b[ et la suite decroissante plus
petite que 1, {βk}∞1 , satisfait limk→∞ βk = 1[a,b]. Minorer lim infn→∞P(a 6 Ŝn 6

b) à l’aide de αk et majorer lim supn→∞P(a 6 Ŝn 6 b) à l’aide de βk.

b) Montrer que les hypothèses du point 2 précédent sont vérifiées et utiliser (?) pour
déduire (#).

Tournez la page S.V.P.
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Troisième partie

Soit ϕ ∈ C1(R;R) telle que ‖ϕ′‖∞ < ∞. On pose ψ(x) := ϕ(x) −
∫
R
ϕ(y)γ(y)dy et on

définit
x ∈ R 7→ f(x) := e

x2

2

∫ x

−∞
ψ(t)e−

t2

2 dt.

1. Montrer que f ∈ C1(R;R) et que f ′(x)− xf(x) = ψ(x), x ∈ R.
En déduire qu’en fait f ∈ C2(R;R) et que f ′′(x)− xf ′(x) = f(x) + ϕ′(x), x ∈ R.

2. Montrer que ψ et f ne changent pas lorsqu’on remplace ϕ par ϕ− ϕ(0).
En déduire qu’on peut supposer ϕ(0) = 0. Prouver que |ϕ(t)| 6 ‖ϕ′‖∞|t| et que∣∣∣∣∫

R

ϕ(y)γ(y)dy
∣∣∣∣ 6 ‖ϕ′‖∞

√
2
π
.

3. Montrer que f(x) = −e
x2

2

∫∞
x ψ(t)e−

t2

2 dt , x ∈ R. En déduire successivement que

|f(x)| 6 e
x2

2

∫ ∞

|x|
|ψ(t sgn(x))|e−

t2

2 dt

et

|f(x)| 6 ‖ϕ′‖∞e
x2

2

∫ ∞

|x|

(
t+

√
2
π

)
e−

t2

2 dt, x ∈ R.

4. Montrer que

e
x2

2

∫ ∞

|x|
te−

t2

2 dt = 1 et e
x2

2

∫ ∞

|x|
e−

t2

2 dt 6

√
π

2
, x ∈ R.

En déduire ‖f‖∞ 6 2‖ϕ′‖∞.

5. Utiliser l’équation différentielle du second ordre satisfaite par f pour calculer d
dx(e−

x2

2 f ′(x)).
Montrer que:

f ′(x) = −e
x2

2

∫ ∞

x
(f(t) + ϕ′(t))e−

t2

2 dt, x ∈ R.

En déduire par la même méthode que ‖f ′‖∞ 6 3
√

π
2 ‖ϕ

′‖∞ et que ‖f ′′‖∞ 6 6‖ϕ′‖∞.

6. On suppose de plus que ϕ ∈ C1(R; [0, 1]) est décroissante. Montrer que ‖ψ‖∞ 6 1 et
que |xf(x)| 6 1, x ∈ R. Utiliser l’équation différentielle du premier ordre satisfaite par
f pour déduire que ‖f ′‖∞ 6 2.

7. On note

χ(x) :=
e−

x2

2 f(x)√
2π

=
∫ x

−∞
ψ(t)γ(t)dt et a := inf{t : ψ(t) = 0}.

Étudier la monotonie de χ sur ]−∞, a] et [a,∞[ et calculer ses limites en ±∞. On note

G(x) :=
∫ x

−∞
γ(t)dt.

Tournez la page S.V.P.
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En déduire que,

‖χ‖∞ = χ(a) =
∫ a

−∞
ϕ(t)γ(t)dt−G(a)

∫
R

ϕ(t)γ(t)dt

et que

‖χ‖∞ 6

(
G(a)

∫
R

ϕ(t)γ(t)dt
) 1

2

−G(a)
∫
R

ϕ(t)γ(t)dt 6
1
4
.

8. Prouver que |f(x)| 6
√

2πe|χ(x)|, pour x ∈ [−1, 1]. En déduire ‖f‖∞ 6
√

πe
8 .

Quatrième partie

On reprend les hypothèses générales du problème. On note

x ∈ R 7→ Fn(x) := P(Ŝn 6 x) ∈ [0, 1].

On voit (par (?) ou (#)) que la suite Fn tend vers la fonction G introduite au point 7 de la
troisième partie. On veut estimer la distance ‖Fn −G‖L1(λ;R).

1*. Soit ϕ ∈ C1(R;R) ayant sa première dérivée bornée. Montrer que∫
R

ϕ′(x)(G(x)− Fn(x))dx = E

[
ϕ(Ŝn)

]
−
∫
R

ϕ(y)γ(y)dy.

On pourra d’abord supposer que ϕ ∈ C1(R;R) est à support compact et telle que
ϕ(0) = 0; puis faire une intégration par parties, séparement sur chacun des intervalles
]−∞, 0] et [0,∞[.

2. Montrer, avec les notations de la Troisième partie, que

E

[
ϕ(Ŝn)

]
−
∫
R

ϕ(y)γ(y)dy = E

[
ψ(Ŝn)

]
= E

[
f ′(Ŝn)

]
− E

[
Ŝnf(Ŝn)

]
=

n∑
`=1

(
σ̂2

`E

[
f ′(Ŝn)

]
− E

[
X̂`f(Ŝn)

])
,

où on a posé σ̂` := σ`
Σn

, 1 6 ` 6 n.

3. On pose, pour t ∈ [0, 1]
T̂n,`(t) = Ŝn + (t− 1)X̂`.

Montrer que T̂n,`(0) est indépendante de X̂` et conclure que pour chaque ` ∈ {1 . . . , n},

E

[
X̂`f(Ŝn)

]
=
∫ 1

0
E

[
X̂2

` f
′(T̂n,`(t))

]
dt

= σ̂2
`E

[
f ′(T̂n,`(0))

]
+
∫ 1

0
E

[
X̂2

`

(
f ′(T̂n,`(t))− f ′(T̂n,`(0))

)]
dt

4. En déduire ∫
R

ϕ′(x)(G(x)− Fn(x))dx =
n∑

`=1

σ̂2
`A` −

n∑
`=1

∫ 1

0
B`(t)dt,

où A` := E

[
f ′(Ŝn)− f ′(T̂n,`(0))

]
et B`(t) := E

[
X̂2

`

(
f ′(T̂n,`(t))− f ′(T̂n,`(0))

)]
.

Tournez la page S.V.P.
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5. On va supposer que les Xn ont des moments d’ordre trois et on pose τn :=
(
E
[
|Xn|3

]) 1
3 ,

n ∈ N∗. On rappelle que rn = max16`6n
σ`
Σn

Vérifier que

|A`| 6 σ̂`‖f ′′‖∞ 6

(
rn ∧

τ`
Σn

)
‖f ′′‖∞

et que pour chaque t ∈ [0, 1] et ε > 0,

|B`(t)| 6 2εtσ̂2
` ‖f ′′‖∞ + 2

‖f ′‖∞
Σ2

n

E
[
X2

` 1|X`|>2εΣn

]
.

En déduire ∫
R

ϕ′(x)(G(x)− Fn(x))dx 6 (rn + ε)‖f ′′‖∞ + 2gn(2ε)‖f ′‖∞.

6. Utiliser les estimations du point 5 de la Troisième partie pour obtenir

‖Fn −G‖L1(λ;R) 6 6(rn + ε) + 3
√

2πgn(2ε).

7. Vérifier que

|B`(t)| 6 t

∫ 1

0
E

[
|X̂`|3

∣∣∣f ′′(T̂n,`(st))
∣∣∣] ds 6 t‖f ′′‖∞

τ3
`

Σ3
n

.

En déduire

‖Fn −G‖L1(λ;R) 6

(
6rn +

2
∑n

`=1 τ
3
`

Σ3
n

)
∧
(

8
∑n

`=1 τ
3
`

Σ3
n

)
.

En particulier si les variables Xn sont de variance σ2
n = 1 et si pour tout n ∈ N∗, τn 6 τ ,

alors

‖Fn −G‖L1(λ;R) 6
6 + 2τ3

√
n

6
8τ3

√
n
.

Cinquième partie

Dans la suite on notera L2(γ;C) l’espace des fonctions complexes définies sur R, de carré
intégrable par rapport à la mesure gaussienne γ(y)dy et par 〈·, ·〉

L2(γ;C)
son produit scalaire.

1. Pour n ∈ N on définit le polynôme réel

Hn(x) := (−1)ne
x2

2
dn

dxn

(
e−

x2

2

)
, x ∈ R.

de degré n, ayant le coefficient du terme de plus haut degré égal à 1. On notera H̄n(x) :=
Hn(x)√

n!
les polynômes de Hermite (normalisés). On veut montrer que

{
H̄n : n ∈ N

}
est

une base orthonormée de L2(γ;C).

a) Soit A+ et A− les deux opérateurs définis sur C1(R;C) par :

[A+ϕ](x) := −dϕ
dx

(x) + xϕ(x) et [A−ϕ](x) :=
dϕ

dx
(x), x ∈ R.

Montrer que pour deux fonctions réelles ϕ et ψ continûment différentiables, ayant
des dérivées à croissance au plus polynomiale à l’infini, on a :

〈ϕ,A+, ψ〉L2(γ;C)
= 〈A−ϕ,ψ〉L2(γ;C)

.

Tournez la page S.V.P.
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b) Montrer que Hn+1 = A+Hn pour tout n ∈ N. En déduire que pour des entiers
0 6 m 6 n

〈Hm,Hn〉L2(γ;C)
= 〈Hm, A

n
+H0〉L2(γ;C)

= 〈An
−Hm,H0〉L2(γ;C)

= m!δm,n.

c) Pour chaque z ∈ C on pose H(x; z) := exp
[
zx− z2

2

]
, x ∈ R. Montrer que :

H(x; z) =
∞∑

n=0

zn

n!
Hn(x), x ∈ R,

où la convergence de la série est uniforme sur tout compact de R × C. Utiliser
l’orthogonalité des Hn et la valeur de leur norme ‖ · ‖

L2(γ;C)
pour déduire que, pour

chaque R > 0,

lim
m→∞

sup
|z|6R

∞∑
n=m

∣∣∣∣zn

n!

∣∣∣∣2 ‖Hn‖2

L2(γ;C)
= 0.

En déduire que la convergence de la série donnant H(x; z) est, pour z dans un
compact fixé de C, uniforme dans L2(γ;C).

d) Soit ϕ ∈ L2(γ;C) quelconque qui est orthogonale à tous les H̄n (ou Hn). Montrer

que 〈ϕ, ez•〉
L2(γ;C)

= 0, pour z ∈ C. On pose ψ(x) = (2π)−
1
2 e−

x2

2 ϕ(x), x ∈ R.
Montrer que ψ ∈ L1(λ;C). Ici et ailleurs on note λ(dy) = dy la mesure de Lebesgue.

e) Montrer que la transformée de Fourier de ψ définie par ψ̂(ξ) :=
∫
R

exp [iξx]ψ(x)dx

est identiquement nulle. Calculer

lim
α↓0

1
2π

∫
R

e−α|ξ| exp [iξx] ψ̂(ξ)dξ

et en déduire que ψ et donc ϕ s’annulent presque partout. Conclure que
{
H̄n : n ∈ N

}
est une base orthonormée.

2. En utilisant la base orthonormée {H̄n : n ∈ N} on introduit d’une manière unique le
multiplicateur de Hermite Hθ pour chaque θ ∈ C, par

HθH̄n := θnH̄n, pour chaque n ∈ N.

a) Montrer que le domaine de définition de l’opérateur Hθ est

Dom(Hθ) =

{
ϕ ∈ L2(γ;C) :

∞∑
n=1

|θ|2n
∣∣∣〈ϕ, H̄n〉L2(γ;C)

∣∣∣2 <∞

}
et que

Hθϕ =
∞∑

n=1

θn〈ϕ, H̄n〉L2(γ;C)
H̄n, ϕ ∈ Dom(Hθ).

b) Montrer que l’opérateur Hθ est une contraction (c’est-à-dire de norme 6 1) si et
seulement si θ est un élément du disque unité fermé D de C et qu’il est unitaire
(c’est-à-dire de norme 1) précisement lorsque θ ∈ ∂D.

Tournez la page S.V.P.
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c) Montrer que l’adjoint de l’opérateur Hθ est Hθ̄. En déduire que l’opérateur Hθ est
auto-adjoint si et seulement si θ ∈ R.

3. Pour θ ∈]0, 1[ et x, y ∈ R on considere le noyau de Mehler

M(x, y; θ) :=
1√

1− θ2
exp

[
−(θx)2 − 2θxy + (θy)2

2(1− θ2)

]
.

a) Montrer que, pour tout θ ∈]0, 1[ et (x, z) ∈ R× C,∫
R

H(y; z)M(x, y; θ)γ(y)dy = H(x; θz).

b) En déduire que pour θ ∈]0, 1[ et ϕ ∈ L2(γ;C)

Hθϕ =
∫
R

M(·, y; θ)ϕ(y)γ(y)dy.

Utiliser cette égalité pour vérifier que pour chaque ϕ ∈ L2(γ;C), la fonction :

(θ, x) ∈]0, 1[×R 7→ Hθϕ(x) ∈ C

est une fonction continue qui est de plus positive si ϕ l’est presque partout.

c) Calculer, pour θ ∈]0, 1[ et x ∈ R,

Hθ1(x) =
∫
R

M(x, y; θ)γ(y)dy

et en déduire, en utilisant la symétrie deM en (x, y), la valeur de
∫
R
M(x, y; θ)γ(x)dx

pour (θ, y) ∈]0, 1[×R.

d) Justifier pourquoi on peut appliquer l’inégalité de Jensen et l’utiliser pour prouver
que, pour tout p ∈ [1,∞[

|[Hθϕ](x)|p 6
∫
R

M(x, y; θ)|ϕ(y)|pγ(y)dy

et ∫
R

|[Hθϕ](x)|p γ(x)dx 6
∫∫
R×R

M(x, y; θ)|ϕ(y)|pγ(x)γ(y)dxdy.

En déduire, que pour tout p ∈ [1,∞[,

‖Hθϕ‖Lp(γ;C)
6 ‖ϕ‖

Lp(γ;C)
.

4. Pour f ∈ L1(λ;C) on notera l’opérateur de Fourier

[Ff ](ξ) :=
∫
R

ei2πξxf(x)dx, ξ ∈ R.

a) Montrer que, pour tout p ∈]1,∞[ et tous complexes ζ et η on a

1√
2πp

∫
R

exp
[
(ζ + iη)y − y2

2p

]
dy = exp

[p
2
(ζ + iη)2

]
Tournez la page S.V.P.
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et en déduire l’égalité
∞∑

n=0

ζn

n!

∫
R

ei2πξxHn(
√

2πp x)e−πx2
dx = e−πξ2

∞∑
n=0

ζn

n!
θn
pHn(

√
2πp′ ξ),

où p′ = p
p−1 est le conjugué de Hölder de p et où θp := i(p− 1)

1
2 . On pourra faire

le changement de variables y =
√

2πp x et η =
√

2π
p ξ.

b) En déduire que, pour chaque p ∈]1,∞[ et n ∈ N,∫
R

ei2πξxHn(
√

2πp x)e−πx2
dx = θn

pHn(
√

2πp′ ξ) e−πξ2
.

En prenant une valeur particulière de p, montrer que

(∗) Fhn = inhn, n ∈ N,

où hn est la n-ième fonction de Hermite

hn(x) := Hn(2π
1
2x)e−πx2

, n ∈ N et x ∈ R.

c) Pour chaque p ∈]1,∞[ on définit Up sur Lp(γ;C) par

[Upϕ](x) := p
1
2pϕ(

√
2πp x)e−πx2

, x ∈ R.

Montrer que Up est une isométrie surjective de Lp(γ;C) sur Lp(λ;C). Montrer que,
pour tout p ∈]1,∞[ et tout polynôme ϕ

U−1
p′ ◦ F ◦ Upϕ = ApHθpϕ, où Ap :=

(
p

1
p

(p′)
1
p′

) 1
2

.

d) On pose

h̄n :=
2

1
4

(n!)
1
2

hn, n ∈ N.

Par le point précédent, montrer que h̄n = U2H̄n. En déduire que {h̄n : n ∈ N} est
une base orthonormée de L2(λ;C). Utiliser alors l’égalité (∗) du point b) ci-dessus
pour déduire l’identité de Parseval :

‖Ff‖
L2(λ;C)

= ‖f‖
L2(λ;C)

, f ∈ L1(λ;C) ∩ L2(λ;C).

Conclure que F détermine un opérateur unitaire F̄ sur L2(λ;C), tel que

F̄f = Ff pour f ∈ L1(λ;C) ∩ L2(λ;C).

e) Utiliser le résultat précédent pour vérifier la formule d’inversion de Fourier L2,

F̄−1 = F̃ ,

où
[F̃f ](x) := [Ff ](−x), x ∈ R, pour f ∈ L1(λ;C) ∩ L2(λ;C).
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