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5. Prévision pour les processus stationnaires

5.1. Soit {X;} un processus stationnaire de fonction moyenne m. Montrer que si {Y;} :=
{X¢ —m}, alors
Brectii X1, Xy Xnth = M+ Py, vy Yorhe

5.2. Soit {X;} le processus MA(1)
X, =7Z,40Z;_1,t €7, {Z;} ~WN(0,0?%)

avec |0 < 1. Montrer que, avec les notations de 1’algorithme des innovations, lorsque n — oo,
1| Xn — X0 — Zy|| — 0;
2. v, —0?;

3. 0,1 — 6. On pourra remarquer que 6 = E(Xn+12n)/02 et 0,7 = EXnt1(Xn—Xn)l/u, ;.

5.3. Soient Y et W7y,..., W, des variables aléatoires réelles de carré intégrable. Notons my =

E(Y) et m; = E(W;). On suppose que toutes les covariances Cov(Y,Y), Cov(Y,W;) et

Cov(W;, W;) sont connues. Notons W = (W, ..., W1)*, my = (my,...,m1)",

v = (Cov(Y,Wp),...,Cov(Y,W7))* et T la matrice de covariance de W. Montrer que
P@{l,wn,...,wl}y =my +a*(W —my),

ouna=(ay,...,ay)" est une solution du systéme I'a = . Vérifier que l'erreur quadratique est
Var(Y) — a*y. Application : Soit {X;} le processus AR(1)

Xy = ¢Xi 1+ Zy, t €4, {Z} ~ WN(0,0?).

ou |¢| < 1. On observe x; et x3 et on veut estimer la valeur manquante zo. Poser Y = Xo
et W = (X7, X3)* et trouver une estimation de xo a laide de la premiére partie. Calculer
I’erreur quadratique.

5.4. Soit {X;} le processus MA(1)
Xy =2, +0Z 1, t €7, {Z} ~ WN(0,0?).
On posséde les observations x1, x2, x4, 5. Trouver la valeur manquante xg en utilisant :
1. seulement x1 et x5; 2. seulement x4 et xs.

Calculer dans les deux cas les erreurs quadratiques.

5.5. Soit {X;} le processus MA(1)

Xi =27, +0Z 1, t €L, {Z} ~ WN(0,0?).



On posséde les observations x1 = —2,58, x9 = 1,62, x3 = —0,96, x4 = 2,62, x5 = —1, 36.
Calculer la prévision de la valeur de x4 ainsi que vs & ’aide de :

1. Palgorithme de Durbin-Levinson; 2. I’algorithme des innovations.

Lequel vous semble plus rapide ?

5.6. Soit {X;} le processus ARMA(2,1)

X —0,1X41—0,12X4 o =2, — 0,771, t € Z, {Z} ~ WN(0, 1).
On a observé les valeurs z1 = 0,644, x5 = —0,442, x5 = —0,919, z4 = —1,573, x5 = 0, 852,
xg = —0,907, x7 = 0,686, zg = —0,753, xg = —0,954, £19 = 0, 576.

1. Calculer les prévisions P1pX11, PioX12 et PipX13 ainsi que les erreurs quadratiques
correspondantes.

2. Supposons que Z; ~ N(0,1). Construire des bornes de prévisions a 95% pour Xi1, X12
et X13.

5.7. Soit {X;} le processus MA(2)

X, =2 —1,1Z_1+0,28Z_s, t € Z, {Z;} ~ WN(0, 1).

On a observé les valeurs 1 = —1,222, 2o = 1,707, z3 = 0,049, x4 = 1,903, x5 = —3, 341,
xg = 3,041, x7 = —1,012, zg = —0,779, zg = 1,837, 10 = —3,693.

1. Calculer les prévisions PipX11, PioX12 et PipX13 ainsi que les erreurs quadratiques

correspondantes.
2. Supposons que Z; ~ N(0,1). Construire des bornes de prévisions a 95% pour Xi1, X12
et X13.
5.8. Soient z1,...,x, les observations de X7, ..., X,, d'un processus AR(p)

H(B)X; = Zy, t € L, {Z;} ~ WN(0,0?).

Montrer que l'erreur quadratique de la prévision P, X, est

ot h(2) = 7% 2 = 1/9(2).

5.9. Soit {X;} le processus MA(1)
Xy =24+ 0Z 1, t € T, {Z;} ~ WN(0,0?)

avec 0] < 1.
1. Montrer que, v, = E|X,4+1 — Xn+1]2 = g2(1-0>"+1) [(1_g2n+2)
2. Si on note XE_H = — 2?21(—9)an+1_j la troncature de P, X, 1. Montrer que

E[Xnt1 — Xg+1|2 = o?(1+6°*2).
Comparer cette valeur avec vy, lorsque |0 est proche de 1.



