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3. Processus ARMA

3.1. Soit {Xt : t ∈ Z} l’unique solution stationnaire des équations autoregressives

Xt = φXt−1 + Zt, t ∈ Z, {Zt} ∼ WN(0, σ2).

où |φ| > 1. On sait que Xt = −
∑∞

j=1 φ
−jZt+j . Définissons la suite Wt := Xt−1/φXt−1, t ∈ Z.

1. Montrer que {Wt} ∼ WN(0, σ2
w).

2. Exprimer σ2
w en fonction de σ2 et φ.

3. Montrer que {Xt} est un processus AR(1) causal.

3.2. Soit le processus {Xt : t ∈ Z} satisfaisant les équations autoregressives

Xt = φXt−1 + Zt, t ∈ Z, {Zt} ∼ WN(0, σ2).

avec |φ| = 1. On veut montrer qu’il n’y a pas de solution stationnaire pour ces équations. Sup-
poser qu’il existe une solution stationnaire et utiliser les équations pour calculer la variance
de Xt − φk+1Xt−k−1. Conclure.

3.3. Soit {Xt : t ∈ Z} un processus ARMA stationnaire défini par

φ(B)Xt = θ(B)Zt, t ∈ Z, {Zt} ∼ WN(0, σ2),

où φ(·) et θ(·) n’ont pas de zéros communs et tels que φ(z) 6= 0 pour |z| = 1. Soit ξ(·) un
polynôme quelconque tel que ξ(z) 6= 0 pour |z| = 1. Montrer que les équations

ξ(B)φ(B)Yt = ξ(B)θ(B)Zt, t ∈ Z,

ont l’unique solution stationnaire {Yt} = {Xt}.

3.4. Soient {Xt : t ∈ Z} et {Yt : t ∈ Z} deux s.t. stationnaires centrées ayant la même fonction
d’autocovariance et supposons que {Yt} est un processus ARMA(p, q). On veut montrer que
{Xt} est aussi un processus ARMA(p, q). On va noter φ1, . . . , φp les coefficients AR de {Yt}
et on pose

Wt = Xt − φ1Xt−1 − . . .− φpXt−p, t ∈ Z.
Montrer que pour le processus {Wt} on a γw(h) = 0, pour |h| > q. En déduire par un résultat
de cours que {Wt} est un processus MA(q). Conclure.

3.5. Soit {Xt : t ∈ Z} l’unique solution stationnaire des équations

φ(B)Xt = θ(B)Zt, t ∈ Z, {Zt} ∼ WN(0, σ2),

où φ(·) et θ(·) n’ont pas de zéros communs et tels que φ(z) 6= 0 pour |z| = 1. Soit U une
variable aléatoire de carré intégrable centrée non-corrélée avec {Xt} et soit z0 ∈ C tel que
|z0| = 1.

1. Montrer que {X̃t := Xt +U zt
0 : t ∈ Z} est un processus stationnaire à valeurs complexes

(c’est à dire avec E(X̃t) et E(X̃t+hX̃t) indépendantes de t).
2. Montrer que {X̃t} et {Xt} satisfont les équations

(I − z0B)φ(B)Xt = (I − z0B)θ(B)Zt, t ∈ Z.
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3.6. Parmi les processus ARMA suivants trouver lesquels sont causaux et/ou inversibles. On
sait que {Zt} ∼ WN(0, σ2).

1. Xt − 0, 5Xt−1 = Zt + 0, 5Zt−1 ;

2. Xt + 1, 9Xt−1 + 0, 88Xt−2 = Zt + 0, 2Zt−1 + 0, 7Zt−2 ;

3. Xt + 1, 6Xt−1 = Zt − 0, 4Zt−1 + 0, 04Zt−2.

Pour ceux qui sont causaux calculer les fonctions d’autocovariance et d’autocorrélation. Don-
ner leurs représentations graphiques (diagramme en bâtons). Pour ceux qui sont causaux
et/ou inversibles calculer les coefficients ψj et/ou πj , pour j = 0, 1, 2, 3, 4, des représentations
Xt = ψ(B)Zt et Zt = π(B)Xt.

3.7. Soit {Zt} ∼ WN(0, σ2).

1. Trouver les coefficients ψj de la représentation Xt = ψ(B)Zt pour le processus ARMA(2,
1) : (I − 0, 5B + 0, 04B2)Xt = (1 + 0, 25B)Zt. Donner les valeurs pour j = 0, 1, 2, 3, 4.

2. Calculer la fonction d’autocovariance γ(h) du processus AR(3) (I−0, 5B)(I−0, 4B)(I−
0, 1B)Xt = Zt, lorsque σ2 = 1. Donner les valeurs pour h = 0, 1, 2, 3, 4.

3. Calculer les fonctions moyenne et d’autocovariance du processus ARMA(2,1) Xt =
2 + 1, 3Xt−1 − 0, 4Xt−2 + Zt + Zt−1. Est-il causal et inversible ?

3.8. Soit {Xt} un processus ARMA(1,1)

Xt − φXt−1 = Zt + θZt−1, {Zt} ∼ WN(0, σ2),

où |φ| < 1 et |θ| < 1. Trouver les coefficients ψj de la représentation Xt = ψ(B)Zt et montrer
que la fonction d’autocorrélation de {Xt} est donnée par

ρ(1) =
(1 + φθ)(φ+ θ)
1 + θ2 + 2φθ

et ρ(h) = φh−1ρ(1), h > 1.

3.9. Soit Xt = Zt−θZt−1, avec {Zt} ∼ WN(0, σ2) et |θ| < 1. Utiliser les équations de prévision
pour montrer que la meilleure prévision quadratique X̂n+1 dans Vect{X1, . . . , Xn} est

X̂n+1 =
n∑

j=1

φjXn+1−j ,

où φ1, . . . , φn satisfont la récurrence

−θφj−1 + (1 + θ2)φj − θφj+1 = 0, 2 6 j 6 n− 1,

avec les conditions initiales (1 + θ2)φn = θφn−1 et (1 + θ2)φ1 = θφ2 − θ. En déduire l’expres-
sion de la fonction d’autocorrélation partielle (utiliser la deuxième définition de cette fonction).
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