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2. Espaces de Hilbert

2.1.

1. Soit {Xt : t ∈ Z} une s.t. stationnaire avec fonction moyenne nulle et fonction d’au-
tocovariance γ(·) et soit {ak : k > 1} une suite de réels. Montrer que si la série∑∞

i,j=0 aiajγ(i− j) < ∞, alors
∑n

k=1 akXk converge dans L2, quand n →∞.

2. Soit {Xt : t ∈ Z} une s.t. stationnaire et soit |θ| < 1. Montrer que, pour tout p,∑n
j=1 θjXp+1−j converge dans L2, quand n →∞.

2.2. Soit le processus Xt = A cos(ωt) + B sin(ωt), où ω ∈]0, π[ et A,B sont non-corrélées
centrées de variance σ2.

1. Calculer la fonction d’autocovariance γ(·).
2. On cherche la meilleure prévision quadratique X̂3 en termes de X1 et X2. Écrire les

équations de prévision et trouver les coefficients de cette prévision. Calculer l’erreur
quadratique commise.

3. Quelle est la meilleure prévision quadratique X̂4 en termes de X2 et X3. De combien de
façons peut-on exprimer X̂4 en termes de X1, X2 et X3 ?

2.3. Soit {Xt : t ∈ Z} une s.t. stationnaire avec fonction moyenne nulle. Montrer que
PVect{1,X1,...,Xn}Xn+1 = PVect{X1,...,Xn}Xn+1.

2.4. Soit {Zt : t ∈ Z} une suite de v.a. non-corrélées centrées de variance σ2 et soit |θ| < 1.
On pose Xt = Zt − θZt−1. Montrer, en vérifiant les équations de prévision que la meilleure
prévision quadratique X̂n+1 dans Vect{Xj : −∞ < j 6 n} est X̂n+1 = −

∑∞
j=1 θjXn+1−j .

Calculer l’erreur quadratique commise.

2.5.

1. Soit x un élément de l’espace de Hilbert séparable H = Vect{x1, x2, . . .}. Montrer que
PVect{x1,...,xn}x → x, quand n →∞.

2. Soit {Xt : t ∈ Z} une s.t. stationnaire. Montrer que
PVect{Xj :−∞<j6n}Xn+1 = lim

p→∞
PVect{Xj :n−p<j6n}Xn+1.

2.6. Soit {Zt : t ∈ Z} une suite de v.a. non-corrélées centrées de variance σ2. On pose
Xt = φ1Xt−1 + φ2Xt−2 + . . . + φpXt−p + Zt, t ∈ Z. Nous allons supposer de plus que, pour
chaque t, Zt est non-corrélée avec {Xj : j < t}. Utiliser les équations de prévision pour
montrer que la meilleure prévision quadratique X̂n+1 dans Vect{Xj : −∞ < j 6 n} est
X̂n+1 = φ1Xn + φ2Xn−1 + . . . + φpXn+1−p.

2.7. Soit {Xt : t ∈ Z} une s.t. stationnaire avec fonction moyenne nulle et fonction d’autocova-
riance γ(·) telle que

∑∞
h=−∞ |γ(h)| < ∞. On pose f(λ) = 1/2π

∑∞
h=−∞ γ(h)e−ihλ, λ ∈ [−π, π].

Montrer que γ(h) =
∫ π
−π eihλf(λ)dλ.
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