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Chapitre 1

Espace de probabilité

1.1 Tribus

Une expérience aléatoire se décrit mathématiquement par la donnée d’un ensemble €2
(univers) dont les éléments notés w sont les résultats (ou issues) possibles de I'expérience.
Un événement aléatoire lié a I'expérience peut étre représenté par une partie de 2. Il sera
toujours représenté par I’ensemble des résultats w de I'expérience qui le réalisent. A priori il
pourrait sembler naturel de considérer que toute partie de €2 représente un événement, mais
cela n’est possible que si §2 est dénombrable. Pour des espaces plus grands, Q =R (ou R? ou
un espace métrique E) on a besoin de la notion de tribu.

La description d’un événement comme une partie de 2 est a l'origine de la notation
ensembliste. Le contraire de ’'événement A (qui est réalisé si A ne l’est pas) correspond au
complémentaire d’'un ensemble A C Q qui sera noté A° = Q\ A. L’événement A ou B (qui
est réalisé si au moins un des deux événements A ou B est réalisé) correspond a la réunion
AU B. L’événement A et B (qui est réalisé si les événements A et B sont réalisés a la fois)
correspond a l'intersection AN B. L’événement A implique I'événement B si A ne peut étre
réalisé sans que B le soit aussi et on note A C B. L’événement impossible sera noté () et
I’événement certain sera noté ). A et B sont incompatibles si AN B = .

On considere P(2) l'ensemble de parties de Q. Un sous-ensemble A de P(€2) est un
ensemble de parties de 2.

Définition 1.1 Un sous-ensemble A de P(2) est une tribu (ou c-algebre) sur Q si
a) e A
b) A est stable par passage au complémentaire A € A= A° € A)
c) A est stable par réunion dénombrable (A; € A,j € N= Ujen4; € A).

Le couple (Q2,A) est un espace mesurable.

On appelle événement tout élément de la tribu A. Si {w} € A on appelle {w} événement
élémentaire.

REMARQUES: i) Par passage au complémentaire une tribu est aussi stable par intersection
dénombrable.

ii) En remplacant ’axiome (¢) par

(¢’) A est stable par réunion finie (A1,..., A, € A= A1 U...UA, €A



2 CHAPITRE 1. ESPACE DE PROBABILITE

on obtient la définition d’une algébre. Toute tribu est une algebre. O

Exemples: i) P(£2) est toujours une tribu.

ii) {0,92} est une tribu appelée tribu triviale.

iii) La famille des ouverts de R? n’est pas une tribu car le complémentaire d’un ouvert n’est
pas nécessairement un ouvert.

iv) Une réunion de deux tribus n’est pas une tribu en général. En effet, soit Q = {0,1,2},
A = {0,{0},{1,2},Q} et A2 = {0,{1},{0,2},Q2}. La réunion de {0} et {1} n’appartient pas &
A1 U As.

v) Une intersection d’un nombre quelconque de tribus est une tribu.

En général il n’est pas facile de décrire tous les éléments d’une tribu; on utilise le plus
souvent leurs générateurs.

Définition 1.2 Soit £ un sous-ensemble de P(2). La tribu o(£) engendrée par & est
lintersection de toutes les tribus contenant &€; elle est donc la plus petite tribu contenant &£.

REMARQUE: La tribu engendrée par deux tribus A; et As est notée Ay V Ay = o(A1,A2) =
(A1 U Ag) qui est en général différente de A; U As. O

Exemple: Soit A un sous-ensemble strict de 2 qui n’est pas vide. La tribu o({A}) =
{0,A,A°.Q}.

Définition 1.3 SiQ = E est un espace métrique, on appelle tribu borélienne, notée B(E),
la tribu engendrée par les ouverts de E. Tout élément de cette tribu est appellé borélien.

REMARQUE: La tribu borélienne est aussi engendrée par les fermés. Sur R la tribu borélienne
coincide avec la tribu engendrée par les intervalles ]a,b[ ou [a,b], ou ]a,b], ou [a,b], —00 < a <
b < 0. O

Par la suite, lorsque Q est R (ou R? ou un espace métrique E), il sera toujours muni de
sa tribu borélienne. Si ) est discret, on le munira de la tribu de ses parties.

Définition 1.4 Soient (9;,4;), i = 1,2, deuz espaces mesurables. On appelle ensemble
élémentaire de ) = )y x Q5 une réunion finie de pavés Ay X Ao, avec A; € A;, 1 = 1,2.
La tribu produit A; ® As sur Q est la tribu engendrée par les ensembles élémentaires.

REMARQUE*: En utilisant que tout ouvert de R? peut s’écrire comme un réunion dénombrable
de pavés d’intervalles ouverts, on montre que B(R?) = B(R) ® B(R). O

1.2 Variables aléatoires

Une variable aléatoire sera définie par référence a une expérience aléatoire, comme une
variable X dont la valeur dépend du résultat w de cette expérience. Elle est donc une fonction
définie sur 'univers {2 associé a l’expérience.
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Pour définir une variable aléatoire on introduit d’abord quelques notations. Si X est une
application de 2 dans F et si B est une partie de E on notera X 1(B) := {w € Q : X (w) € B}.
Si B est une famille de parties de F, on notera X ~!(B) := {X~(B) : B € B}.

Définition 1.5  a) Soient (Q,A), (E.B) deux espaces mesurables et X : Q — E. On dit
que X est mesurable (pour A et B) si X 1(B) C A (c’est-a-dire, pour tout B € B,
X~YB) € A). Lorsque les deuz espaces de départ et d’arrivée sont des espaces métriques
munis de leurs tribus boréliennes la fonction est appelée borélienne.

b) Soient (E,B) un espace mesurable et X : Q — E. On appelle tribu engendrée par
X (sur Q) la plus petite tribu qui rend X mesurable: o(X) := {X1(B) : B € B} =
X~YB).

c) Soit {X; : t € T} une famille de fonctions de Q2 dans un espace mesurable (E,B). La
tribu engendrée par {X; : t € T} est la plus petite tribu qui rend mesurable toute
fonction de {X;:t € T}: 0(Xy:t€T) = o(Uero(Xy)).

REMARQUE: Dire que X est mesurable revient a dire que o(X) C A. O

Exemples: i) Pour A une partie de 2, on définit la fonction indicatrice de A par

1, siwed
La(w) { 0, siwé¢ A

La fonction 14 est mesurable pour A (en tant que fonction a valeurs dans (R,B(R))) si et
seulement si A € A.
ii) La tribu B(R?) est engendrée par les projections I et Il sur les coordonnées (I (z,y) = =

et a(z,y) = y).

Définition 1.6 Une fonction mesurable X définie sur Q2 muni de la tribu A a valeurs dans
R (ou R? ou R®) muni de sa tribu borélienne est appellée variable aléatoire réelle (ou
vecteur aléatoire ou encore suite aléatoire).

En pratique, lorsque la tribu de l'espace d’arrivée est engendrée par un systéeme de
générateurs, pour vérifier qu'une fonction est mesurable (en particulier, variable aléatoire), il
suffit de vérifier la propriété caractéristique sur les générateurs.

Proposition 1.1 1) Soient X de (Q,A) dans (E,B), et C C P(E). On suppose que la
tribu B sur E est engendrée par C, B = o(C). Alors

c(X)=X"1B)=X"10(C) =X ) :==c({XHC): CeC}).

2) En particulier, pour qu’une fonction X de (2,A) dans (E,0(C)) soit mesurable, il suffit
que X~ 1(C) C A.

Preuve: Il est clair que X !(0(C)) est une tribu contenant X ~1(C), d'on X (a(C)) D
o(X~1(C). Pour l'autre inclusion, soit

T={BCE:XYB) eosX )}
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On peut vérifier facilement que 7 est une tribu. Par sa définition X ~1(7) C o(X~1(C). De
plus C C 7 car X }(C) C (X Y(C), et donc o(C) C T. On déduit que X (o(C)) C
X~Y7T) c o(X~1(C). Notons qu'on peut traiter de la méme facon le cas d’une famille
quelconque de fonctions.

Si X~ 1(C) C A, alors o(X1(C)) C A. Comme o(X) = o(X~1(C)) par le premier point,
la conclusion s’ensuit. O

REMARQUE: Une fonction X : Q@ — R est une variable aléatoire réelle si et seulement si
pour tout réel t, {X <t} € A. 0

Proposition 1.2 La composée de deux fonctions mesurables est mesurable. En particulier,
la composée Y = g(X) d’une fonction borélienne g avec une une variable aléatoire X est une
variable aléatoire.

Preuve: Soient X; : (9;,4;) — (Q41,4j41), 7 = 1,2. Si A € A3, (Xp0 Xq)71(4) =
X7 X5 (A)). Comme X5 est mesurable, X5 '(A) € Ay, et comme X est mesurable,
X, HXHA) € Ay O

Proposition 1.3 Soient E1 et Eo deux espaces métriques munis de leurs tribus boréliennes.
Toute fonction continue f : E1 — Fo est borélienne.

Preuve: On remarque que si O est un ouvert dans Fs et f est une fonction continue, f~1(0)
est un ouvert. Puis on applique la Proposition 1.1. O

Proposition 1.4 57 XY sont deux variables aléatoires de € dans R, alors Uapplication
Q2w (X(w),Y(w)) € R? est un vecteur aléatoire bi-dimensionnel. La reciproque est aussi
vrasge.

Preuve: Soit A x B un pavé dans B(R?) et Z(w) = (X(w),Y (w)). Alors, Z71(A x B) =
XHA)NY~YB) € A. Comme les pavés engendrent B(R?), on conclut grace & la Proposition
1.1.(voir aussi la Proposition 1.7). Pour la réciproque il suffit de voir que X et Y sont des
composées des applications mesurables projections (continues) et Z. O

Proposition 1.5 L’espace des variables aléatoires réelles est stable pour les opérations suivantes:
(aX)(w) = aX(w) (@ € R), (X +Y)(w) = X(w) +Y(w), (XY)(w) = X(w)Y(w) et
(XVY)(w) =X(w) VY (w) (le maximum de X,Y ).

Preuve: La fonction w — aX(w) est la composée de la variable aléatoire X et la fonction
continue z — ax. De méme, X + Y (respectivement XY, respectivement X V Y) est la
composée du vecteur aléatoire (X,Y") (en vertu de la Proposition 1.3) et de la fonction continue
(xz,y) — x +y (respectivement (z,y) — xy, respectivement (z,y) — x V y). O

Une limite ponctuelle de fonctions continues n’est pas nécessairement continue. Pour les
fonctions mesurables (et en particulier pour les variables aléatoires) on peut montrer le suivant:

Théoréme 1.1 Soit (X,,)nen une suite de variables aléatoires de 2 dans un espace métrique
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E. Si cette suite de fonctions converge ponctuellement vers X (c’est-a-dire, pour tout w € €2,
limy, 00 X (w) = X(w)), alors X est une variable aléatoire a valeurs dans E.

Preuve: D’apres la Proposition 1.1, il suffit de montrer que si O est un ouvert dans E, alors
X~1(0) € A. On pose

1
0O, = {mGO:d(az,E\O)>T},r€N*.

L’ensemble O,. est ouvert, donc un borélien de E. Ainsi,
x'o)= U Nx10)
r,meEN* n>m

est un événement de A. O

Définition 1.7 On appelle variable aléatoire étagée ou simple (d valeurs dans R?) une
variable aléatoire définie sur ) de la forme X = Z;Zl ajly; ot les Ay,...,A; sont des

événements disjoints dans A, et ot les coefficients ay, . .. a, € R%,

Proposition 1.6 Toute variable aléatoire X est limite simple de variables aléatoires étagées.
Si de plus X est une variable aléatoire positive, la limite peut étre choisie croissante.

Preuve: Soit d’abord X positive. On définit, pour n,k € N*,

k-1 k
A, = : <X —
s {o it <x@ < 5

et
B, :={w: X(w) > n}.

Les A, i, et les B, sont éléments de A en tant qu’images réciproques par la variable aléatoire
X d’intervalles. La suite

Xn(w) = Z %]IA"JC(W) + n]an(w)

converge en croissant vers X (w).
Si X est quelconque, on écrit X = X+ — X~ avec Xt =X VO0et X~ = (—X) VO, et on
approxime les variables positives X+ et X~ par la méthode précédente. O

1.3 Classes monotones

Dans cette section on va construire un procédé d’extension des définitions de certains
objets sur les tribus apres les avoir définis sur des classes resteintes d’ensembles.

Définition 1.8 Une famille M de parties de Q) est appelée classe monotone si

a) Qe M
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b) lorsque A,B € M et BC A, alors A\ Be M

c) M est stable par réunion monotone croissante (A; € M,j € NJA; C Aj1 = UjenA; €
M). Pour & C P(Q2), on note M(E) la classe monotone engendrée par £, c’est-a-dire
lintersection de toutes les classes monotones contenant .

REMARQUE: Une intersection d’un nombre quelconque de classes monotones est une classe
monotone. O

Exemples: i) Une tribu est une classe monotone. En effet, pour voir cela, il suffit de voir que
A\ B=AnNBe.

ii) Une classe monotone stable par intersection finie est une tribu. En effet cette classe sera
aussi stable par réunion finie en vertu de I'axiome (b) de la Définition 8, et toute réunion
peut s’écrire comme une réunion croissante (UjenA; = Ujen(Urg;Ak), pour toute famille A,
j€N).

Théoréeme 1.2 (des classes monotones)
Soit £ une famille de parties de Q stable par intersection finie. Alors M(E) = o(E).

REMARQUE: On pourrait enoncer ce résultat sous la forme suivante: si M; est une classe
monotone contenant la famille de parties £ ( stable par intersection finie), alors M; D o(&).

Preuve: En vertu de I'exemple i) ci-dessus, o(€) est une classe monotone qui contient &
et donc M(E) C o(&). Pour prouver l'inclusion inverse, on montre que M (&) est stable par
intersection finie (car alors, d’apreés 'exemple ii), M(&) sera une tribu contenant £, et donc
o(&) c M(E)). Il suffit de prouver que si A,B € M(E), alors AN B € M(E). Soit

Mi:={AeM(E):VBeE, ANB e M(€)}.
L’ensemble M est une classe monotone qui contient £, donc M(E). Soit
My :={Ae M(E):VBe M(E),ANB e M(E)}.

L’ensemble My est une classe monotone. De plus il contient £: on doit pour cela montrer que
si B e &, alors VC € M(£),BNC € M(£). Or C € M(E) C My, donc puisque B € &,
BNC =CnNB e M(E). Ainsi, My D &, donc My D M(E), ce qui montre que M(E) est
stable par intersection finie. Le théoréme est prouvé. O

Proposition 1.7 Soit X : Q — R? une fonction vectorielle X (w) = (X1(w), ..., Xg(w)) sur
Uespace mesurable (2, A). X est un vecteur aléatoire si et seulement si chaque coordonnée X
est une variable aléatoire réelle.

Preuve: On va faire la preuve pour d = 2. On suppose d’abord que X est un vecteur aléatoire
et soit A € B(R). Alors
X7 HA) ={weQ: X1(w) € A}
={weQ: (X1(w),Xo(w) € AxR} = XA xR),
donc X est une variable aléatoire. De la méme facon on montre que Xo est une variable
aléatoire.
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Réciproquement, supposons que X; et X5 sont deux variables aléatoires réelles. Soient
A,B € B(R).On a

X1 AxB)={weQ: X;(w) € 4, X3(w) € B}

=X ' (AnX;Y(B) e A

Cette propriété d’appartenance s’étend & I’ensemble € des réunions finies de pavés de R?, deux
a deux disjoints, laquelle engendre la tribu borélienne produit B(R?). De plus & est stable par
intersection finie. Donc M(&) = o(&) = B(R?). On introduit

M = {C € BR?) : X~1C) € A

Puisque, X} (U;enC;j) = UjenX 1(C;) pour toute famille Cj, j € N, on peut montrer que
M est une classe monotone. De plus M contient £, donc M; > M(E) = B(R?). Par
conséquent X est un vecteur aléatoire (voir aussi la Proposition 1.3). o

1.4 Probabilités

Définition 1.9 Soit (Q2,A) un espace mesurable. On appelle probabilité toute application
P:A—[0,1] telle que

a) P(Q) =1

b) P est o-additive (Aj € A, jEN, A;NA; =0 sii#j= P(Ujendj) = enP(45)).
Un espace mesurable muni d’une probabilité (2, A,P) est appelé espace de probabilité.

REMARQUE : Observons que () est la réunion dénombrable et disjointe de 1’ensemble vide,
donc P(0) = >,y P(0), d’'ot P() = 0. Observons aussi que & = AU A°UPU..., d'ot
P(A¢) =1 —P(A). De la méme fagon on peut prouver que P est (finie) additive. O

Exemples: i) Soit (€2,,4) un espace mesurable et w € Q. L’application
0w+ A — {0,1},6,(A) :==14(w)

est une probabilité, appelée masse de Dirac en w.

ii) Soit Q = {1,2,3,4,5,6} muni de la tribu des parties. On voit que P(A) := card(A)/6 est une
probabilité. On peut voir que P := %E?Zl ;. Cette probabilité sert a modéliser le jet du dé.
iii) Soit 0 < p < 1 et Q ={0,1}. La probabilité P := pd; + (1 — p)dy est appelée probabilité
de Bernoulli de parameétre p. Lorsque p = 1/2 cette probabilité sert a modéliser le jet
d’une piece (jeu de pile ou face). Plus généralement, toute probabilité concentrée en deux
points distincts sera appelée probabilité de Bernoulli.

Proposition 1.8 Soit (2,A,P) un espace de probabilité et (A;)jes, J C N une famille finie
ou dénombrable d’événements.

1) P est croissante: Ay C Ay = P(A1) < P(Ag);

2) P(A1 U AQ) = P(Al) + P(AQ) — P(A1 N Ag),‘

3) Si Aj C Aj41 pour tout j, alors P(U;A;) = lim;_o P(4;);

4) Si Aj O Ajq pour tout j, alors P(NjA;) = limj_.o P(A;);
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5) P est sous-additive: P(Uje A;) < 32 ,c s P(4;).

Preuve: 1) Aj est la réunion disjointe des événements A; et Ay \ A; et la Définition 9 d’une
probabilité fournit P(Ag) = P(Al) + P(A2 \ Al) > P(Al)
2) De la méme fagon

A1 UAQ = A1 @] (AQ\Al),AQ = (A2 \ Al) @] (A1 ﬂAg),

et on en obtient ’égalité, puisque les paires d’événements A; et Ay \ A1, As \ A1 et A; N Ay
sont aussi disjoints.
3) Soit By = Ajt1 \ Ak, k € N. Les ensembles By, sont disjoints et comme A; = Ay U

Uosk<j—1 Bk, J €N, on a
UAj =ApU UBk
J k

Par o-additivité on obtient

7j—1

UA Ao)+ > P(Bi) = P(4g) + lim > P(By)
k=0

k

j—1
—lim [ P(49) + S P(By) | = lim P(A.).
leglo<(o) kZ()(k)) lim P(4;)

4) Les Bj = Af, forment une suite croissante, donc comme toute probabilité est bornée
par 1, la suite {P( ;) © 7 € N} est une suite croissante bornée. Donc la limite limj P(B;)
existe et, d’apres 3),

lim P(B UB =P [Q\(4,
J

Jloo

4
J
Donc,

OAJ» =1- thglo P(B;) = lim [1 — P(B;)] = lim P(4;),

Jloo Jloo

ce qui prouve ’assertion.
5) Si J est fini, par exemple J = {1,2,...,r}, on procéde par récurrence en remarquant
que, par 2),

P(Al U Ag) = P(Al) + P(AQ) — P(Al N Ag) < P(Al) + P(A2)
Si J est infini on peut supposer J = N. On a alors, pour tout k € N*,

P A5 <D P(4)

0<G<k jeN
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En considérant les ensembles croissants By, = [y, <, 4 le résultat se déduit de 3). O

REMARQUE: Soit = {wog,w1,...} un ensemble (au plus) dénombrable muni de la tribu
de ses parties. La formule:
P(A):= >  p;, AcP(Q)
{jw;eA}

définit une probabilité pourvu que la suite de réels (p;) ;>0 vérifie les deux conditions suivantes :

pj=>0,j=0et Y pj=L
j=0

Inversement, si P est une probabilité sur (©,P(€2)), en posant p; := P({w;}), on voit que
la suite de réels positifs ou nuls (p;);>o satisfait Zj>0 p; = P(2) = 1, et que pour tout
événement A, P(A) = ijeA Dj-

En particulier, lorsque € est fini, si par symétrie (donnée par la nature de I'expérience)
tous les p; sont égaux entre eux, alors nécessairement p; = 1/card(f2) (les résultats sont
équiprobables) et la probabilité correspondante est la probabilité uniforme P(A4) =
card(A)/card(f2), A € P(). Cette probabilité uniforme modélise la plupart de jeux de
hasard. Les calcul de probabilités d’événements sont des calculs de cardinaux d’ensembles
(dénombrement). O

REMARQUE: Soient (Q,4) = (R%,B(R%)) et f une fonction borélienne f : R — R. La formule

P(A) = /Af(a:) dz, A € B(R?)

(intégrale de Lebesgue) définit une probabilité pourvu que f > 0 et d’intégrale de Lebesgue
Jga f(x) dz = 1. Inversement si la probabilité P sur (R?,B(R?)) est absolument continue
par rapport a la mesure de Lebesgue A, c’est-a-dire si A\(A) = 0 = P(A) = 0, alors
(théoreme de Radon-Nikodym)

3f > 0, borélienne: P(A) = / f(x)dz,YA € B(RY).
A
On dit que f est la densité de P par rapport a X et elle est unique \-p.p. O

Preuve du théoréme de Radon-Nikodym (facultatif).
Sans perte de généralité on peut supposer d = 1. Il suffit de prouver le résultat suivant:

(E1) Soit P une probabilité sur (]0,1],B8(]0,1])) telle qu’elle soit absolument continue par
rapport a la mesure de Lebesque X sur ]0,1]. Alors il existe une fonction (unique A-p.p.)
borélienne positive f telle que P(A) = [, f(x)A(dx), pour tout A € B(]0,1]).

En effet, on écrit
R = U I,,, avec I, =|n,n + 1].
nez

Alors P(R) = " ., P(I,). On note p, = P(I,), n € Z. Alors P,, = pinP est une proba sur I,
et elle est absolument continue par rapport a A. Par (E;) on déduit I'existence des fonctions
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fn = 0 boréliennes telles que P, (A) = [, fn(2)A(dzx), pour tout A € B(I,), pour tout n € Z.

Il suffit de prendre la fonction borélienne positive f =3 p% fn pour avoir la conclusion.

On prouve donc (E;); on commmence par introduire
G :={g:]0,1] —]0,00[ borélienne :P(A) > / g(x)A(dx),VA € B(]0,1])}.
A

Il est clair que g = 0 est dans G. On montre que G est sup-stable, c’est-a-dire que si g,h € G
alors sup(g,h) € G. En effet, on note A; = {g > h} et As = Af et soit A € B(]0,1]). Alors

/ sup(g,h) d\ = gd)\+/ hd\ < P(ANA;) +P(ANAy) =P(A).
A ANA; ANAs

On note

v = sup/ gd.
9€§G J10,1]

Il est clair que v < 1, puisque f]0,1]9d>‘ < P(]0,1]) = 1, pour tout g € G. Il existe une
suite {g : n > 1} C G telle que lim, f]O,l] grnd\ = ~. Alors la suite {g, : n > 1}, avec
gn = sup(gy,...,q;) est aussi dans G. Comme ¢} < gp, f}o,l} gndA < f]o,l} gnd\, pour tout
n > 1. On en déduit que lim,, . f]o,l] gndX = 7. Comme {g,, : n > 1} est croissante donc
par convergence monotone f}o,l} (limy,— 00 gn)dA = . Notons f = sup,,>1 gn € G. Comme
f]o,l] fd\ = v, Papplication g — jio,l] gdA atteint son maximum sur G en f. Montrons que
P(A) = [, fdX. Ll est clair que P(A) > [, fdA, car f € G. On définit

m@:mm—/fw.

A

Si A(A) = 0 alors P(A) = 0, par hypothese et aussi [, fd\ = 0, donc v(A) = 0. Montrons
que v = 0. Supposons (]0,1]) > 0 et on note 0 < 8 = 31(]0,1]). Alors v(]0,1]) = 28 > 3 =
BA(]0,1]).0n a besoin de résultat suivant:

(Ez) Soient jv et v deux mesures finies sur un espace mesurable (2,A) telles que p(§2) <
v(Q). Alors il existe A" € A tel que p(A") < v(A") et p(A”) < v(A”) pour tous A” € A'N A.

De ce résultat (avec v et = SA) on déduit qu’il existe A" € B(]0,1]) tel que v(A4") > BA(4")
et v(A”) = BA(A"), pour tous A” € A" N B(]0,1]). On note fo = f + Sla. Alors

/ﬁﬁ:/fﬁ+&MnM</f&+ﬂ@:H@M%B@ﬂ%
A A A
donc fy € G. De plus
[ doan= [ pax+ a0 =5+ 630 >
10,1] 10,1]
puisque A(A") > 0 (par v(A’) > BA(A’) et absolue continuité de v par rapport & \). Mais

I'inégalité f]o 1 fodA > 7 contredit le choix de ~. L’hypothese v(]0,1]) > 0 est donc fausse.
Pour finir la preuve il faut justifier (Eo).
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La fonction § = v — p est bornée sur A puisque —u(Q2) < §(A) < v(Q, pour tous A € A.
Par récurrence on définit {B,, : n > 0}, {4, : n > 0}:

By:=0,4:=Q=Q\ By
Si By, ...,B, et Ag,...,A, sont définis, on pose

= inf J(A).

T A (4)

Ainsi ay, < 6(0) = 0. Dans le cas a;, = 0, on pose Bp11 := 0 et Apy1 := A, = A \ Bpy-
Si ay, < 0, on choisit By41 € A, N A tel que 0(By41) < %an et on pose Ayy1 := Ay \ Bpt1-
La suite {By, : n > 0} est disjointe, donc la série 3, -, 0(By) est convergente (vers v(UBy) —
w(UBy)). Ainsi lim,—,o 6(By,) = 0, d’ott lim,,—oc oy, = 0. On pose

A= U A,.

n>0
Par le des propriétés de continuité des mesures p et v similaires aux celles des probabilités,
comme {A, : n > 0} est décroissante,

5(A') = lim 6(Ay).

n—od

Montrons que A’ satisfait aux propriétés. Comme 6(By,+1) < 0, pour tout n on a
0(Apt1) = 0(Ap) — 6(Bnt1) = 0(An) =2 0(An—1) = ... 2 5(Ap) = () > 0,

d'ou v(A") — pu(A) = §(A4") = lim, 0 0(A,) > 0. Soit A” € A/ NA. Alors A” € A, N A et
donc 0(A”) > a,, pour tout n. Comme lim,, o oy, = 0, on trouve v(A”) —u(A”) = 6(A") > 0.

Passons a la preuve de I'unicité. Soient f et g deux fonctions boréliennes positives telles que
P(A) = [, f(x)X(dz) = [, g(x)\(dz), pour tout A € B(]0,1]). Alors [,(f — g)(x)A(dz) = 0,
pour tout A € B(]0,1]). Soit B = {f < g} € B(]0,1]). Alors [(f—g)(x)A(dz) =0et f—g >0
sur B. On en déduit que f — g = 0 p.p. sur B. De méme, en considérant B¢ € B(]0,1]), on
déduit que f — g = 0 p.p. sur B€. Alors f — g = 0 p.p. sur |0,1]. O

Définition 1.10 Soient (Q2,A,P) un espace de probabilité. On dit qu’un ensemble N est
négligeable s’il existe un événement B € A tel que N C B et P(B) = 0.

On dit qu’une propriété Prop(w) est vérifiée P-presque surement si [’ensemble {w :
Prop(w) : est fausse} est négligeable.

Une tribu sur Q) est dite compléte si elle contient tous les ensembles négligeables.

REMARQUE: On peut toujours supposer, sans perte de généralité, que ’espace de probabilité
est complet. O

Exemples: i) Soit X : Q = {1,2,3} — {0,1} mesurable définie par X (1) = X(2) = 1,
X (3) = 0 et soit P la probabilité définie par P({1}) = P({2}) = 1/2, P({3}) = 0. Alors X est
constante et égale a 1 p.s.

ii) Soit l'intervalle Q = [0,1] muni de la tribu borélienne et de la mesure de Lebesgue \. Soit

X { b siween]
“=\ 0, sinon.
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Alors X =0, p.s. (car A(QN[0,1]) = 0).
De méme, la variable aléatoire

1 1, siw>1/2
Y (w) := sign(w — 5) =< 0, siw=1/2
—1, siw<1/2.

Alors Y est continue p.s. (car son seul point de discontinuité est 5 et A({1/2}) = 0.

1.5 La construction d’une probabilité sur (0,1]
i) Soit

Q= (01,B=DBgy et S={(ab]:0<a<b< 1}
Il est clair que 0,Q € S.
Sili,Is €S, alors I1 NI € S. Donc S est stable par intersection finie.

Enfin, si I € S, alors I¢ est une union disjointe de deux intervalles de S (faire un dessin).
De plus on sait que o(S) = B la tribu borélienne sur €.

ii) On définit sur S la fonction A : S — [0,1], par:
A(0) =0 et A(a,b]) =b—a.
On a A\(Q) = A\((0,1]) = 1.
Montrons que A est une fonction additive sur S. Soit (a,b] € S et supposons que:

r

(ab] = (@b,

i=1
ol les intervalles dans le membre droit sont disjoints. Supposons aussi que ces intervalles ont
été numérotées convenablement :

a1:a,bT:b,bi:aiH,i:1,...,7“—1.

Alors A((a,b]) =b—a et

T T
Z)\((ai,bi]):Z(bi—ai):bl—al—i—bg—ag—i—...—i—br—ar:br—al =b—a.
i=1 i=1

iii) Montrons maintenant que \ est o-additive. Soit (a,b] € S et supposons que:

[ee]

(avb] = U (ai’bi]v

=1

ol les intervalles dans le membre droit sont a nouveau disjoints.

iii)-a) Montrons d’abord que

[e.o] o0

A(ab) =b—a <Y (b —a) =Y M(aib)). (1.1)

i=1 =1
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On choisit € < b — a et on observe que

l[a+¢,b] C [j (ai,bi + %) :
i=1

Le membre droit est un recouvrement ouvert du compact [a + €,b], donc on peut en extraire
un recouvrement fini: il existe un entier IV tel que

[a+¢eb] C [VJ (ai,bi + %) . (1.2)
i=1

Pour terminer la preuve de (1.1) il suffit de prouver que

N
€
b—a—e< b, —a; +—). 1.
a—¢ ;( a+22) (1.3)
En effet on aurait alors
N c 00
b—a—s<;(bi—ai+2i)<§;(bi—ai>+s

d’ou

b—aéZ(bi—ai)+2e

2

1
et comme ¢ est choisit arbitraire on obtient (1.1). Il reste & prouver que (1.2) implique (1.3).

iii)-b) Avec un petit changement de notations, on va montrer que

N
led] € | (cidi) - (1.4)
=1
implique
N
d—c< D (di—c). (1.5)
i=1

On fait une récurrence: c’est clair pour N = 1. Supposons que (1.4) pour N — 1 implique
(1.5) pour N — 1 et on vérifie 'implication pour N. Supposons que

cN:'I{lax ¢ et ey <d<dy.
i=1,...,
On considére deux cas (faire un dessin):
1. Supposons cy < c. Alors d —c < dy — ey < Zfil(di —¢).
2. Supposons ¢ < cy. Alors par (1.4) on a

N-1

[e,en] C U (ci,d;),

=1
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et par I’hypothese de récurrence

N—-1
ey — ¢ < Z(d - ),
i=1
donc
N
d—c=d—cy+cy—c< —CN—I—Z dN—CN+Z Z(di—ci).
i=1

Cela acheve la preuve de (1.1).

iii)-c) Pour terminer la preuve de la o-additivité on va vérifier I'inégalité inverse. On reprend
(a,b] = ;2 (ai,bi] avec une union d’intervalles disjoints. Comme pour tout n, | J; (a;,bi] est
une union d’intervalles disjoints la méme chose est vrai pour

n

A(ab]) = U ai,bi]

zcz
M
S

&

=

™
>

S~
WV

]
>

=

&

donc A est o-additive sur S.
iv) Une définition et le resultat clé en cadre général:

Définition 1.11 (semi-algébre)
Soit Q0 un ensemble non-vide quelconque. Une famille de sous-ensembles S de 2 est une
semi-algebre si

- 0,Q€S;
— S est stable par intersections finies;

- si A€ S, alors il existe un n fini et des ensembles C1,...,C, disjoints dans S tels que
A=CLU...UC,.

Théoréme 1.3 (d’extension)

Supposons que S est une semi-algébre sur un ensemble non-vide quelconque Q et que P est
une fonction o-additive d’ensembles définie sur S, a valeurs dans [0,1], telle que P(Q2) = 1.
Alors il existe une unique mesure de probabilité P sur o(S) qui prolonge P (c’est-a-dire que
Ps=P)
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Ce résultat s’applique pour 2 = (0,1] avec S définie en i) et A définie en ii). La probabilité
ainsi obtenue est la mesure de Lebesgue sur (0,1].
v) Donnons les idées de preuve du résultat clé. On considere €2 un ensemble non-vide quelconque.
Le Théoreme 1.3 est une conséquence des trois lemmes suivants. Avant de les énoncer on besoin
d’une définition (rappel) :

Définition 1.12 (algébre et algébre engéndrée)
1. Une famille de sous-ensembles A de ) est une algébre si
-0eA;
- A e A implique A° € A;
- A.B e A implique AUB € A.
2. L’algebre engendrée par une famille de sous-ensembles S de Q) est la plus petite algébre
contenant S (on note A(S) ).

Lemme 1.1 (algébre engéndrée par une semi-algébre)
Supposons que S est une semi-algébre sur ). Alors, l’algébre engendrée par S est la famille
des unions finies d’éléments disjoints de S :

A(S) = {U Si: 1 fini, S; €S disjoints }. (1.6)
i€l
Lemme 1.2 (premiére extension)
Supposons que S est une semi-algébre sur € et que P est une fonction o-additive définie sur

S, d valeurs dans [0,1], telle que P(Q) = 1. Alors il existe une unique extension P’ de P sur
A(S), telle que P’ est o-additive sur A(S) et P'(Q) = 1. Cette extension est définie par

Pl JS) =D P'(S). (L.7)
icl icl
Lemme 1.3 (deuziéme extension)
Supposons que A est une algebre sur 2 et que P’ est une fonction o-additive définie sur A, a
valeurs dans [0,1], telle que P'() = 1. Alors il existe une unique mesure de probabilité P sur
o(A) (tribu engendrée par A) qui prolonge P'.

Preuve du Lemme 1.1. On note A I’ensemble du membre droit de (1.6). Il est clair que
A D S et on montre que A est une algebre. On vérifie les trois axiomes de la Définition 1.12.
1. Définition 1.11 implique 2 € S, donc € € A.
2. Si Ujer Si et Ujes S sont deux éléments de A, alors

(U&)ﬂ Usi|= U sinsjea

iel jeJ (i,5)eIxJ

puisque {S; N 5’;- : (i,5) € I x J} est une famille finie disjointe d’éléments de S (qui est
stable par intersection finie).

3. Enfin, vérifions la stabilité au passage au complémentaire. Soit (J;c; S; € A dont le
complémentaire est (,.; S5. Par la troisieme axiome d’une semi-algebre, comme S; € S,

on a
S¢ = Sis,

JE€Ji
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avec une famille finie disjointe {S;; : j € J;} d’éléments de S. Par le point précédent on
conclut que (),c; S5 € A.

Cela montre que A est une algebre contenant S, donc A O A(S). Par ailleurs, (J;c;Si € A
implique J;c; Si € A(S), d'out A C A(S). O

Preuve du Lemme 1.2. On commence par vérifier que P’ est bien définie par (1.7), ensuite
que P’ est o-additive sur A(S) et enfin que I'extension est unique.
1. Supposons que A € A(S) admet deux représentations différentes A = (J;c; S = U e 5’;
et on a besoin de vérifier que ;. P(S;) = >, ; P(S7) pour que P’ ait une unique valeur
en A. Comme S; € A,

Y PS) =) PSinA)=> P Js)=> P Jsins)

i€l iel iel jeJ el jeJ
et comme S; = UjeJ S; N S’; € S on peut utiliser I'additivité de P. Ainsi
> () - YN P08 - Y PSS - YRS
iel icl jeJd jeJ el jeJ

La derniere égalité s’obtient en faisant le chemin inverse.

2. Supposons que pour i > 1 les ensembles disjoints sont A; = ;¢ ;, Sij € A(S), Sij €S
et A =72, A € A(S). Par ailleurs, comme A € A(S), A admet la représentation
A =Upek Sk, Sk € S,k € K fini. Alors

SaSk:SkmA:GSkﬂAi:[j U SknSi; avec Si; € S.

i=1 i=1jeJ;
Par (1.7)
P,(A) = Z P(Sk) = Z Z Z P(Sk N Sij) = Z Z Z P(Sk N Sij)
keK keK i=1 jeJ; i=1 jeJ; ke K
=D Py =) P siy) =D P4,
i=1 jeJ; i=1  jeJ; i=1

puisque Y, Sk N Sij = ANSi; =S5 € S.
3. Soient P et P deux extensions additives. Alors, pour tout A = |J,c; S; € A(S) on a
P1(A) = 2 ier P(Si) = Py(A).

On ainsi construit ’extension de P a une algebre. O

Preuve du Lemme 1.3. On divise la preuve en trois parties: en lére partie on étend P’ &
une fonction d’ensemble II o-additive sur une famille G O A. En 2eéme partie on étend II a
une fonction d’ensemble IT* sur P(2) D o(A) et en 3eme partie on fait la restriction de IT* &
o(A) et on obtient la probabilité recherchée.

1. On définit d’abord la famille G :

G={JA4,:4;€ A} ={lim1 B, : B, € A,B, C Bny1,n}
j=1
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et ensuite la fonction IT: G — [0,1], par: si G = lim,, T B,, € G, ou B, € A, alors

II(G) = lim P'(By,). (1.8)
n—oo
Cette derniere définition est bien justifiée car P’ est o-additive donc la propriété de
continuité sur des suites croissantes est vraie. On dit que { B, } est une suite approchante
de G. Il reste a voir que 11 est bien définie, c’est-a-dire

Fait 1 Si G admet deux suites approchantes { By} et {Bl},

G =1lim | B, =lim | B, alors lim P'(B,) = lim P'(B)). (1.9)
n n n—oo n—oo
Listons quelques propriétés de II et G:
Fait 2 On a
00eg et Mw)=1,10(0) =0,
et pour G € G

0<I(G) < 1. (1.10)
Enfin, ona ACG etH‘A:P’.

Fait 3 Si G; € G pour i =1,2,alors Gi UG € G, G1 NGy € G et 11 est additive :
H(Gl U Gg) + H(Gl N Gg) = H(Gl) + H(Gg). (1.11)
Fait 4 II est monotone sur G: si G; € G pouri = 1,2 et G C Ga, alors 1I(G1) < II(Gs).

Fait 5 G est stable par des limites des suites croissantes et Il est continue sur des suites
croissantes: si Gp, € G et Gy, 1 G, alors G € G et I[I(G) = lim;, o0 II(Gy,).

Par les Faits 3 et 5 on déduit que 1I est og-additive sur G donc la lére partie est vérifiée.
2. On définit IT* : P(Q) — [0,1] par

VA € P(Q): IT*(A) = inf{II(G) : A C G € G}. (1.12)

IT*(A) est le plus petit majorant des valeurs II(G) sur des ensembles G € G contenant
A. C’est la mesure extérieure de A. Comme pour I, on va lister les propriétés de
IT*:
Fait 6 On a
g =1 (1.13)

et 0 < IT*(A) < 1, pour tout A € P(Q). En particulier, II*(2) = II(Q) = 1 et II*(0) =
I1(0) = 0.
Fait 7 II* est sous-additive : on a pour A1,Ay € P(Q)

IT" (A1 U Ag) + IT* (A1 N Ag) < TT7(Ap) + II"(Ag). (1.14)

En particulier

1 = IT°(Q) < IT*(A) + IT*(A°). (1.15)

Fait 8 II* est monotone sur P(Q).
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Fait 9 IT* est continue sur des suites croissantes: si Ay, 1 A, alors II*(A4,) T II*(A).
3. On introduit une sous-famille D de P(Q):
D :={D e P(Q):II"(D) + II*(D°) = 1}. (1.16)
Fait 10 D est une tribu et 1Ty, est une probabilité sur (Q,D).

Fait 11 D D A, donc D D o(A), et alors HTa(A) est la probabilité (unique par un
argument de classe monotone) désirée.

Preuve du Fait 1: Il suffit de montrer que:

oo o
U B. c | B), implique lim P'(B,) < lim P'(B},). (1.17)

Pour m fixé lim,, 1 (B, N B},) = By, et on a aussi By, N B, C B],. On sait que la o-additivité
de P implique la continuité sur des suites croissantes. On en déduit :

lim P'(B)) > lim P/(B,, N B.) =P'(B).

n—oo n—oo

Comme cette inégalité a lieu pour tout m, on en déduit que

lim P/(B,) > lim P/(Bp).

n—oo m—0o0

Preuve du Fait 2: Si on pose B,, = Q2 pour tout n, alors

A5 B,=0Q1Q et T(Q) = lim P/(Q) = 1.

n—oo

Le méme argument marche pour (. (1.10) s’obtient par le fait que 0 < P'(B,,) < 1, pour toute
suite approchante {B,} de A. Enfin, pour montrer que II(A) = P’(A) pour tout A € A, on
prend la suite approchante identiquement égale & A. O

Preuve du Fait 3: Soient les suites approchantes B,1,B,2 € A, telles que B,; T G; pour
i =1,2. Comme A est une algebre, on voit que

A3 BuUBp2 1 GiUG2, A> By N Bpa T G1 N Ga,
qui montrent que G1 U G2,G1 N Gy € G. De plus
P/(Bnl U Bn?) + P/(Bnl N Bn?) = P/(Bnl) + P,(BnQ)a

et pour n — oo on trouve (1.11). O
Preuve du Fait 4 : C’est une conséquence directe de (1.17). O

Preuve du Fait 5: Pour chaque n, G, admet une suite approchante B,, , € A telle que
lim,, T By = Gyp. On définit Dy, = U By, ,, € A (car A est stable par union finie). On va
montrer que

1i717f1n 1D, =G (1.18)
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et alors G admet une suite approchante croissante d’éléments de A, donc G € G.
Montrons d’abord que {D,,} est croissante:

m m m—+1
Dm = U Bm,n C U Bm+1,n C U Bm+1,n = Dm+1
n=1 n=1 n=1

Calculons la limite de {D,,}. Si n > m, on a par la définition de D, :

donc By, C Dy, C Gy, On prend la limite en m:
Gp=1lm7 B, ClimT D, ClimTG, =G
m m m
et ensuite la limite en n:

G=lm7G,Cclim( D, Clim? G, =G.

19

Donc G € G et par la définition de II, on sait que II(G) = limy,;,— oo II(D)y,). 1l reste & prouver

que II(G,) T II(G). Par les trois inclusions précédentes :
(B, ) < II(Dy,) < IHGy,).
On fait m — oo et comme G,, = lim,, T By, n,

II(Gy) < lim II(Dy,) < lim II(Gy,), Vn.
On fait n — oco:
lim II(G,) < lim II(D,,) < lim II(Gy,)

n—oo m—0o0

donc limy, .o II(G,,) = limy, 0o (D)) = II(G).

a

Preuve du Fait 6: Il est clair que si A € G, alors A € {G: A C G € G} et donc l'infimum

est atteint en A.

a

Preuve du Fait 7: Pour vérifier (1.14), on fixe £ > 0 et on trouve G; € G tels que G; D 4;

et pour 1 = 1,2,
On somme ces deux inégalités et on trouve

II" (A1) + IT*(Az) + € > II(G1) + II(G2) = II(G1 U G2) + II(G1 N Ga).

par le Fait 3 pour II. Comme G71 UG D A1 U Ay et G1 NGy D A1 N Ag, par la définition de

II* qu’on peut encore minorer par

H*(Al U AQ) + H*(Al N AQ)
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Preuve du Fait 8: Cette propriété est une conséquence du fait que II est monotone sur G
(Fait 4). O

Preuve du Fait 9: On fixe € > 0. Pour chaque n > 1 on trouve G, € G tels que G,, D A,
et c
— > TI(Gy).

on =

1" (A,) +

On pose G, = U"_G,,. Comme G est stable par réunion finie, G}, € G et {G/,} est croissante.
On montre par récurrence

" (A,) + ¢ Zn: 27" > I(GY). (1.19)
m=1
Pour n =1 c’est le choix de G;,. On montre que “n = n+1". On a
A, CGy,CG et Ayt CGry1 C Gy
et donc A, C G}, et Apy1 C G4, donc A, C G, NGpy1 €G. Ainsi
I(Ghy1) = (G U Gny) = IH(GY) + (Gi1) — GG, N Ga)

par (1.11). On peut alors majorer le membre de droite de I’égalité précédente par

n n+1
< (H*(An) ey, 2m> + 1T (Apy) + 27% I (Ay) =& ) 27" + I (Anpq)
m=1 m=1

qui est (1.19) pour n 4 1. On fait n — oo dans (1.19). Par la monotonie de II sur G et celle
de IT* sur P(Q2), et comme G est stable par des unions croissantes, on obtient

n—od n—oo

lim IT*(A,) + ¢ > lim I(G),) =TI(| ] GY).
j=1

Comme A = lim,, T A, C U;’il G;- € G, on déduit que lim,_, o, [T*(A,) > IT*(A). Par ailleurs,
la monotonie donne IT*(A,) < IT*(A), d’ou lim,,_,o, [T*(4,,) < IT*(A). 0
Preuve du Fait 10: D’abord on prouve que D est une algebre. Il est clair que 2 € D,
puisque II*(Q) = 1 et II*(#) = 0. Le passage au complémentaire est évident donc il reste &
vérifier la stabilité aux unions et intersections finies. Si A1,As € D, alors par (1.14) on trouve:

H*(Dl U Dg) + H*(Dl N Dg) < H*(Dl) + H*(DQ) (1.20)

II*((D1 U D)%) + II*((D1 N Dy)°) < II*(DY) + IT*(D5). (1.21)
On additionne (1.20) et (1.21) pour obtenir

H*(Dl U DQ) + H*((Dl U Dg)c) + H*(Dl N Dg) + H*((Dl N DQ)C) <2 (122)

ou le membre de droite est obtenu parce que Dj,D9 € D. Par (1.15) le membre de gauche est
> 2 donc en (1.22) on a égalité. En combinant cette égalité avec (1.15) on trouve

H*(Dl U Dg) + H*((Dl U DQ)C) =1

IT*(Dy N Dy) + IT* (D1 N D2)°) =1,
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donc Dy U Dy,D1 N Dy € D et D est une algebre. De plus on obtient des égalités en (1.20) et
(1.21) (sinon on contredit (1.22)), donc IT* est additive sur D.

Pour montrer que D est une tribu il suffit de vérifier que D est une classe monotone
(et utiliser ensuite le théoréme de classe monotone). Comme D est stable par passage au
complémentaire il suffit de montrer que D,, € D, D, T D, implique D € D. Par le Fait 9

n—oo

o0

lim IT*(D,) = II*({_] Dy) = II*(D).
n=1

Par ailleurs, pour tout m > 1,

I ((|J Dn)9) = 1°(() D5,) < 1I°(Dy,),
n=1

n=1

d’ou, par (1.15),

1< H*(G Dy) + I (( fj Dy)°) < lim IT*(D,) + IT(DS,). (1.23)
n=1 n=1

n—oo

Si on fait m — oo, comme D, € D,

1 << lim II*(D,,) + lim IOI*(Dy,) = lim (II*(D,) + II*(Dy)) =1,
n—oo m—0o0 n—oo
donc (1.23) est une égalité et donc D = |J;2; Dy, € D. Ainsi D est une algebre et une classe
monotone, donc une tribu.
Montrons que I}, est o-additive. Soit Dy, une suite disjointe dans D. Comme D est une
algebre et par le Fait 9 et 'additivité de IT* on a

[e.e] n n n oo
(| | Do) = I (lim | | D) = lim I(| | D) = lim S IF(Dy) = S I1%(Dy).
S R T
a
Preuve du Fait 11. Tout élément A € A est élément de G (suite approchante constante)
et alors IT*(A) = II(A) = P/(A) et la méme chose pour A°. Mais alors, par (1.15) 1 <
IT*(A) + IT*(A°) = P/(A) + P/(A°) = 1, d’ott A € D. Ainsi, D D A, donc la tribu D contient
o(A). La restriction I, est la probabilité désirée. L'unicité de cette extension de A & o(A)
s’obtient par un argument de classe monotone. O

1.6 Loi d’une variable aléatoire

Définition 1.13 Soient (2, 4,P) un espace de probabilité et X une variable aléatoire Q dans
un espace mesurable (E,B). Lapplication Px : B — [0,1] définie par Px(B) := P(X~}(B)),
définit une probabilité sur (E,B) appelée loi de X .

Soit une autre variable aléatoire Y : (Y, A" P") — (E,B). On dit que X etY ont la méme
loi lorsque Px = Py & Px(B) =Py(B), VB € B.
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REMARQUE: On peut alléger les notations:
Px(B)=P{we: X(w) € B}) =P(X € B).

En ce qui concerne la deuxieme partie, remarquer que les deux variables aléatoires ne sont
pas nécessairemant définies sur le méme espace de probabilité. O

Exemple: Sur Q = {1,2,3,4,5,6} muni de la tribu de ses parties et de la probabilité P(A) =
card(A)/6 on définit X & valeurs dans {0,1}, par X (w) = 1, si w est pair et X(w) = 0 si w
est impair. On vérifie que Px({0}) = Px({1}) = 1/2.

REMARQUE: Si l'on se donne une probabilité sur (E,B) (une loi) on peut toujours ’écrire
comme la loi d’une variable aléatoire (prendre l'identité pour la variable aléatoire). Pour
les applications, en général, seule compte la loi et on explicite plus rarement la variable
aléatoire et ’espace de probabilité (€2,.4,P). Par exemple, on dit que X est de loi de Bernoulli
si P(X =1) =1-PX = 0) = p au lieu de dire que X : (2,4,P) — {0,1} avec
Px({1}) = 1 — Px({0}) = p. Aussi la représentation d’une loi par une variable aléatoire
n’est pas unique. En reprenant I’exemple de la loi de Bernoulli, on peut choisir

Q={01}, A=P(Q),P=pd + (1 —p)dp, X (w) =w
Q' =1[0,1], A = B([0,1]), P" = X\, Y (w) = g (w).
a

Définition 1.14 On dit qu’une loi Q sur (RY,B(RY)) est discréte si c’est une combinaison
linéaire finie ou dénombrable a coefficients positifs ou nuls de masses de Dirac

jeJ

Une variable aléatoire X est discrete si sa loi est Px = Ejejpj5xj- X ne prend (presque
sturement) qu’un nombre fini ou dénombrable de valeurs.

X est discrete si et seulement si X = 3 . x;la; avec A; = X 1{x;}) = {w e Q:
X(w) = z;} disjoints deuz & deuz et dont la réunion est Q.

On dit quune loi Q sur (RY,B(R%)) admet une densité s’il existe une fonction f
borélienne (presque sirement) positive ou nulle, telle que

Q(B) = . f(2)1p(z) dz, B € B(RY).

On notera la densité de la loi d’une variable aléatoire X, par fx et on dira qu’elle est la
densité de X :

Px(B)=P(X € B) = » fx(x)1g(z) dz, B € B(RY).

REMARQUE: (cas discret) On peut écrire que p; = P(X = ;) = px(j) pour tous j € J. Les
coefficients p; sont positifs ou nuls et >, ;p; = 1. O
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REMARQUE: (cas & densité) Si f est la densité d’une loi alors elle est presque stirement
unique (c’est-a-dire, si g est aussi une densité de la méme loi alors f = g p.p.). De plus

/Rdf(x)dm: 1.

REMARQUE: On peut montrer que si f est une fonction borélienne positive p.p. sur R? et
telle que son intégrale sur tout 'espace est égale a 1, alors il existe un espace de probabilité
(©,4,P) et une variable aléatoire X dont la loi admet f pour densité.

Une condition suffisante (et nécessaire) pour que la loi de X admette une densité est la
condition d’absolue continuité de la probabilité Px par rapport a la mesure de Lebesgue. O

a

REMARQUE: Soit X une variable aléatoire dont la loi est discrete donnée par px(j) = P(X =
xj), j € J et soit g : J — I une application mesurable de ’ensemble dénombrable J dans
Pensemble dénombrable I. Alors Y = g(X) est une variable aléatoire dont la loi est discrete
donnée par

py(i) =PV =y)= > px(h)
jeJig(x;)=y:
On verra que ce resultat ne se généralise pas tel quel a des fonctions de plusieurs variables
dans le cas discret. O

Proposition 1.9 Soit X wune variable aléatoire ¢ valeurs dans RY de densité fx et soit
g : R — R un difféeomorphisme de R%, c’est-a-dire, une bijection contintiment différentiable
ainsi que son inverse. Alors Y = g(X) est une variable aléatoire a valeurs dans R? qui admet
pour densité la fonction

Fr(y) = fx (g~ (y)Jac g™ (y)|,y € RY,

ot Jac g(x) = det (g% 1 <i,j < d) désigne le jacobien de g.
Preuve: Soit B € B(R?) et on calcule

Po(X) € B) = P(X € g7 (B) = [ Taey sco fx(e)ds = [ n(gla) (o)
On pose y = g(z) & = = g~ !(y) et on applique le théoréeme de changement de variable

Pla(X) € B) = | 15 fxlo™ )Tacg™ )l dv.

a

Définition 1.15 Soit X une variable aléatoire réelle définie sur un espace de probabilité
(Q2,A,P). On appelle fonction de répartition de X ou de sa loi Px et on note Fx, la
fonction sur R définie par

Fx(t) =Px(|—oo]) =P ({w € Q: X(w) < t}) = P(X < t),t € R.
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Proposition 1.10 La fonction de répartition Fx de la variable aléatoire réelle X vérifie les
propriétés suivantes:

1) 0< Fx <1;

2) Fx est croissante, continue a droite avec une limite a gauche en tout point;

3) limy_, o Fx(t) =0 et limy_,o Fx(t) = 1.

Réciproquement, une fonction F vérifiant 1)-3) est la fonction de répartition d’une variable
aléatoire réelle.

Preuve: 1) vient du fait que P est a valeurs dans [0,1]. La croissance découle de la croissance
de P.

La continuité & droite peut étre vue comme une conséquence de la Proposition 8, 4) en
remarquant que

1
{(X<tp= {X<t+-}
mn

neN*

et que la croissance de Fx implique
. . 1
lim Fx(t + h) = lim Fx(t + —) = Fx(t).
h|l0 nloo n

La limite & gauche est également une conséquence de la croissance de Fly.
La propriété 3) vient encore de la Proposition 8, 4) en remarquant que () = Nyen«{X <
—n} et donc
0="P(0) = lim P(X < —n) = lim Fx(—n),

nloo nloo

tandis que
1 =P(Q) = lim P(X < n),
nloo
d’apres la Proposition 8, 3).

Soit maintenant F' une fonction vérifiant 1)-3). On définit, pour @ < b la fonction d’ensemble
p(]a,b]) = F(b)—F(a). La définition de p s’étend a ’ensemble C des réunions finies d’intervalles.
On peut aussi montrer que pour toute suite croissante (A, )nen d’éléments de C, de réunion A,
on ait limy, 1o pt(An) = p(A). Alors, par un théoreme de prolongement (admis), 4 se prolonge
en une probabilité sur (R,B(R)). O

Théoréme 1.4 La fonction de répartition caractérise la loi, c’est-a-dire, Fx = Fy si et
seulement si Px = Py.

Preuve: En effet, si F'x = Fy, alors Px et Py coincident sur les intervalles, donc sur la tribu
engendrée par I’ensemble £ des intervalles; cette tribu est la tribu borélienne. De plus £ est
stable par intersection finie. Donc, par le théoréme de classe monotone M(€) = o(€) = B(R).
Soit

M ={B e BR):Px(B)=Py(B)}.
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Par la propriété de continuité monotone de P on prouve que Mj est une classe monotone
contenant £. Le résultat s’ensuit. O

Proposition 1.11 La fonction de répartition admet au plus un nombre dénombrable de points
de discontinuité.

Preuve: Soit D,, 'ensemble des points de discontinuité avec un saut d’amplitude plus grande

que 1/n:
Dyi={t €R: F(t) — F(t—) > ~}.

n

Comme 0 < F' < 1 on a nécessairement card(D,,) < n. L’ensemble des points de discontinuité
est Upen+Dh, et donc est dénombrable. O

REMARQUE: Supposons que la loi de X est discrete et que X ne prend qu’un nombre fini
de valeurs X (Q) = {z1,...,2,}, avec 21 < ... < z,. Alors

0, sit<ax
Fx(t)=q p1+...+pj, siz;<t<zjy avecj<n, teR,
1, sit > x,

oup; =P(X =z;), j=1,...,r; on peut voir que p; = Fx(x;) — Fx(z;—).

REMARQUE: Supposons que la loi de X admet une densité fx. Alors

Fx(t) = /t fx(x) dx,t € R.

On peut voir que Fx est continue: Fx(t—) = Fx(t) et en particulier
P(X =t)=0,Vt €R.

De plus Fx est dérivable p.p. sur R. Ainsi il y a une bijection entre I’ensemble des fonctions
boréliennes positives p.p. sur R et d’intégrale 1 et ’ensemble des fonctions de répartition
continues sur R et dérivables p.p. sur R. Si de plus fx est continue, alors F'xy est dérivable.

Fonctions monotones. Dérivabilité de I’intégrale par rapport a la borne supérieure.
(facultatif).

Rappel: si f est une fonction continue et si F' est une fonction continuement différentiable
on a

* b
CZ:/G ft)dt = f(z) et /a F'(t)dt = F(b) — F(a).

Questions: La premiere égalité est-elle vraie pour des fonctions intégrables au sens de
Lebesgue? Quelle est la classe (aussi vaste que possible) des fonctions pour lesquelles la
deuxiéme égalité a lieu?

Le but est d’étudier les propriétés de I'intégrale de Lebesgue F(z) := [ f(t)dt, comme
fonction de sa borne supérieure. Si f > 0 alors F' est monotone non décroissante. On sait
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que toute fonction intégrable f est différence de deux fonctions intégrables non négatives
f = f© — f~ donc F se décompose en une différence de deux fonctions monotones non
décroissantes. Ainsi I’étude de F' peut étre réduit a I’étude des fonctions monotones du méme
type. Les propriétés 5 et 7 ci-dessous, donnent la réponse a la premieére question. La réponse
a la deuxieme est contenue dans les propriétés 8, 11 et 12.

Définition 1.16 Une fonction g sur un intervalle [a,b] est dite monotone non décroissante
sit <t implique g(t) < g(t'). La limite limy, o g(to + h) (lorsqu’elle existe) s’appelle limite &
droite de g au point ty et se note g(to+). De la méme fagon on définit la limite a gauche de g
en to notée g(to—). Le point ot ces deux limites existent, mais sont inégales, s’appelle point
de discontinuité de premiere espéce. La différence g(to+) — g(to—) s’appelle saut de g en ty.
Si g(to) = g(to+) on dit que la fonction est continue a droite en t.

Propriété 1 Une fonction monotone non décroissante sur un intervalle [a,b] est borélienne
et bornée, donc intégrable.

En effet si g est monotone non décroissante sur [a,b], on a g(a) < g(t) < g(b) sur [a,b].
D’autre part {t : g(t) < ¢} est soit un segment, soit un intervalle semi-ouvert (soit I’ensemble
vide). En effet, supposons qu’il existe des points ¢ tels que g(¢) < ¢. On note « la borne
supérieure de ces points. Alors {t: g(t) < c} est soit [a,a], soit [a,a).

Propriété 2 Une fonction monotone ne peut avoir que des discontinuités de premiére espéce.

En effet, soit tp un point quelconque de [a,b] et soit ¢, T to. La suite {g(t,)} est bornée par
g(a) et g(b), donc elle a au moins un point d’accumulation. L’existence de plusieurs points
d’accumulation pour une telle suite est en contradiction avec la monotonie de g. Ainsi g(tp—)
existe et on fait de la méme fagon pour g(to+).

Propriété 3 L’ensemble des points de discontinuité d’une fonction monotone est au plus
dénombrable.

En effet, la somme de tout nombre fini de sauts de g sur [a,b] ne dépasse pas g(b) — g(a).
Par conséquent, pour chaque n, le nombre de sauts plus grand que % est fini. En faisant
leur somme pour tous les n = 1,2,..., on trouve que le nombre total de sauts est fini ou
dénombrable.

Propriété 4 Toute fonction monotone continue a droite peut étre représentée de fagon unique
comme la somme d’une fonction continue monotone et d’une fonction de sauts (continue a
droite).

En effet, soient t1,t2,... les points de discontinuité de la fonction non décroissante g et
soient p1,pa, ... ses sauts en ces points. On pose p(t) = Z{n:tngt} Pn. Soit y(t) = g(t) — p(t).
Cette fonction est non décroissante car, pour ¢ < t”

v(t") = () = [g(t") — g(")] — [p(t") —p(¢)] = 0

comme somme de l'accroissement de g sur [t',t"] et la somme de ses sauts sur le méme
intervalle. Pour ¢* un point arbitraire on a (voir!)

YE+) = (=) = glt"+) — g(t*=)] — p* =0
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(ol p* est le saut de p au point t*), par la continuité a droite de g et de p.

Propriété 5 Une fonction monotone sur un intervalle [a.b] admet presque partout sur cet
intervalle une dérivée finie.

On pose R(t) := %ﬁ'{fto) et on introduit les notations suivantes:

Agr(to) == limsup R(t), Agr(to) := liminf R(t), Age(to) := limsup R(t), Aga(to) := liminf R(t).
tlto tlto tTto tTto

On a toujours Agr < Agy et Agq < Agq. (Pour simplifier on ne fait pas apparaitre la dépendance
en to.)
Il faut prouver que —o0 < Agq = Agr = Agq = Ag, < 00 a lieu pour presque tous g € [a,b].
On commence par prouver le résultat pour g continue non décroissante. Il suffit de prouver
que, presque partout, on a
Agr <00 et Agg = Agy.

En effet, si 'on pose §(t) = —g(—t), g sera continue non décroissante sur [—b, — a]. Alors, on
peut voir que pour tout ¢y € (a,b), on a

Aga(t()) = Adr(_tO)v )‘dr(tO) = 5‘ga(_tO)'

Donc en appliquant la deuxiéme inégalité a g on obtient Ay > Ay, d’olt, presque partout,
Adr < )\ga < Aga < )\dr < Adr-

Montrons d’abord que Ay, < oo presque partout. Supposons que Ag. = 0o en un point tg.
Alors, pour toute constante C' il existe 7 > tg tel que R(7) > C ou

9(r) = g(to) > C(r —to) & g(1) — C7 > g(to) — Cto.

Soit la fonction continue h(t) = g(t) — Ct. On voit que ty est un point invisible & droite pour
h (voir le lemme suivant admis) :

Lemme 1 (Riesz)

Soit h une fonction continue sur [a,b]. Un point to est dit invisible a droite pour h s’il existe un
point T, to < 7 < b tel que h(ty) < h(1). Alors, ’ensemble des points invisisbles a droite pour
h est un ouvert de [a,b] et, par conséquent est une réunion finie ou dénombrable d’intervalles
ouverts deuz a deux disjoints (ax,by) (et peut étre un intervalle semi-ouvert d’extrémité a).
Pour chacun de ces intervalles on a h(a) < h(bg).

Par le lemme on déduit que
g9(ak) — Cay, < g(b) — Cby = g(bk) — glax) = C (b, — ay,),

d’ou

9(bx) — g(ar) _ g(b) — g(a)
zk:(bk a) < zk: & < a
Comme C peut étre aussi grande que 'on veut, on en déduit que ’ensemble des points pour
lesquels Ay, peut étre recouvert par une famille d’intervalles dont la somme des longueurs est
aussi petite que ’on veut. Par conséquent, cet ensemble est de mesure de Lebesgue nulle.
Montrons maintenant que Ay, = Ag, presque partout. On considere deux rationnels 0 <
¢ < C < oo eton pose p=c/C. On désigne par E.c 'ensemble des ¢t pour lesquels Ay > C
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et A\gq < ¢. On va montrer que E. ¢ est de mesure de Lebesgue nulle et comme ’ensemble des
points pour lesquels Ay, < Ag est une réunion finie ou dénombrable d’ensembles de la forme
E. ¢, on aura la conclusion. Pour montrer que ¢(E. ) = 0 (la mesure de Lebesgue sur R sera
notée ici £) on a besoin du lemme suivant (admis):

Lemme 2 Soit un sous ensemble E de l'intervalle [a,b] tel que pour tout intervalle (a,[3) C
[a,b] on a ¢ (EN(a,p)) < p(B—a), ot 0 < p<1. Alors {(E) = 0.

Soit I’ensemble des t € (o, 3) pour lesquels A\gq > C. A tout point de cet ensemble on peut
associer un 7 < t tel que

9(r) = g(t)

< cog(r) —eglr) > g(t) — cg(t).

Ainsi ¢ est invisible & gauche pour g(t) — ¢t (définition identique), donc d’apres un résultat
similaire au Lemme 1, I’ensemble de tous ces ¢ est une réunion finie ou dénombrable d’intervalles

(ar,Bk) C (a,8) et g(Br) — Bk < g(ou) — cay, cest-a-dire
9(Bk) — glar) < c(Br — ag).

Sur chacun des intervalles (ag,Bx) on considére ’ensemble Gy des points ¢ pour lesquels
Ag- > C. On reprend un raisonnement identique et on déduit que G} est une réunion finie ou
dénombrable d’intervalles (ov;,0k;) et que

Brj — arj < %[Q(ﬁkj) — g(ag;)].

Il est clair qu’on peut recouvrir E. ¢ N (,3) par des intervalles (ay;,0k;) et on a

S (ks ons) < & SloB) —glows)] < & S la() —gow)] < & Sk ) < pl5— ).
k,j k k

k7j

Le Lemme 2 s’applique et le résultat est prouvé dans le cas d’une fonction g continue non
décroissante (a ’exception des Lemmes 1 et 2). Si g est monotone discontinue on peut utiliser
un résultat identique au Lemme 1 & condition de bien définir la notion de point ¢( invisible a
droite dans ce cas: il existe 7 > t( tel que max{g(to—),9(t0),9(to+)} < g(7).

Propriété 6 La fonction de sauts d’une fonction monotone a une dérivée nulle presque
partout.

En effet, une telle fonction est la somme d’une série convergente de fonctions non décroissantes
de la forme g,(t) = pplf;y,y dont chacune a une dérivée presque partout nulle. Il reste a
utiliser le théoréme de dérivation terme & terme d’une série de fonctions monotones (admis).

Propriété 7 Pour toute fonction intégrable au sens de Lebesgue f on a presque partout
I'égalité suivante: - [T f(t)dt = f(z).

On note F(z) = [ f(t)dt. Montrons d’abord que f(z) > F’(z) presque partout. En effet,
si f(z) < F'(x), il existe deux rationnels tels que f(z) < a < f < F'(z). Soit E, 3 'ensemble
des x pour lesquels a lieu cette inégalité. Cet ensemble est borélien car f et F’ le sont. On
va montrer que la mesure de Lebesgue de chacun des ensembles F, g est nulle. Comme leur
nombre est au plus dénombrable on en déduit que ¢({x : f(x) < F'(z)}) = 0.
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Soit & > 0 et soit § > 0 tel que | [, f(t)dt| < e, des que £(A) < 6. On choisit Pouvert
G C [a,b] tel que G D E,p et {(G) < {(Eqp) + 0. Si z € E, g, alors pour tous les & > x
voisins de ,
F(§) — F(z)
E—x
Donc z est un point invisible a droite pour la fonction F(x) — Sz sur chacun des intervalles
composant G. Par le Lemme 1, on peut indiquer un ouvert S = Uy (a,by) tel que B, 3 C S C G
et

> [ F(§) — B > F(x) — pa.

by,
F(by) — by, > F(ag) — Bap < F(by) — F(ax) = B(by — ax) & f(t)dt > B(b, — ax),
d’ou

/S Ft)dt = BL(S).

D’autre part

/f(t)dt :/ f(t)dt+/ FO)dt < al(Eng) + & < al(S) + & + |als.
S E.p S\Eaﬁ

On en déduit
e+ |alé
B—a
Ainsi, I'ensemble E, g peut étre enfermé dans un ensemble ouvert de mesure arbitrairement
petite donc ¢(E, 3) = 0.
Nous avons prouvé que f(x) > F'(z) presque partout. En remplagant f(x) par —f(z) on
peut montrer que —f(z) > —F'(x) donc f(x) < F'(x) presque partout. L’égalité est prouvée.

al(S) + e+ |a]d = BUS) < U(S) <

Propriété 8 La dérivée F' d’une fonction monotone non décroissante F est intégrable au
sens de Lebesgue et f; F'(z)dx < F(b) — F(a).

Par définition, la dérivée de F au point z est la limite de ®,(z) = +(F(z + h) — F())
quand A — 0. La monotonie de F entraine son intégrabilité donc 'intégrabilité de chacune
des fonctions ®5. On peut donc intégrer :

b 1 b 1 b 1 b+h 1 a+h
/ Oy (x)dr = h/ F(z + h)dz — h/ F(x)dx = 7 F(x)dx — h/ F(x)dx.

a

Le membre de droite tend vers F'(b) — F'(a+) quand h | 0. Par le lemme de Fatou on obtient

b b
/ F'(z)dz < ’1111% Py, (z)dx = F(b) — F(a+) < F(b) — F(a)

(Pexistence de l'intégrale de F” est assurée également par le lemme de Fatou). Il est facile de
voir que F : [0,1] — R donnée par F(z) = ]1(%’1] (z) satisfait I'inégalité stricte!
Définition 1.17 Une fonction F sur un intervalle [a,b] est dite a variation bornée s’il existe

une constante C' telle que pour toute subdivision a = xg < 1 < ... < T, = b on ait la
variation totale V4[F) := 3", |F(xg) — F(zp_1)| < C.
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Propriété 9 (admise)
Toute fonction monotone est a variation bornée. Toute fonction a variation bornée est différence
de deuzx fonctions monotones non décroissantes.

Définition 1.18 Une fonction F' sur un intervalle [a,b] est dite absolument continue sur [a,b],
si pour tout € > 0 il existe § > 0 tel que pour toute famille au plus dénombrable d’intervalles
deux a deux disjoints (ay,by) satisfaisant Y, (b — ax) <6, on a Y ;. |F(by) — F(ag)| < €.

Propriété 10 (admise)
Toute fonction absolument continue est uniformément continue. Toute fonction absolument

continue est a variation bornée. Toute fonction absolument continue est différence de deux
fonctions absolument continues monotones non décroissantes.

Propriété 11 Si f est une fonction intégrable au sens de Lebesgue alors F(z f ft)
est une fonction absolument continue.

Si {(ag,br)} est une famille quelconque d’intervalles deux a deux disjoints alors

zk:|F(bk)— ()] =) /f dt‘ Z/ (t)|dt = /Uk(%bk)]f(tﬂdt.

En vertu de la continuité absolue de l'intégrale de Lebesgue, la derniere expression tend vers
zéro quand la longueur totale des intervalles (ay,br) tend vers zéro.

Propriété 12 La dérivée F' d’une fonction absolument continue sur un intervalle [a,b] est
intégrable au sens de Lebesgue sur cet intervalle et pour tout x, a <z < b on a fax F'(t)dt =

F(x) — F(a).

11 sufﬁt de prouver le résultat pour le cas ol F' est monotone non décroissante. Alors
O(x) = — [ F'(t)dt est aussi monotone non décroissante: si 2 > 2’ on a

B(z") — (z') = F(a") — P(a/) / Fl(t)dt > 0.

D’autre part ® est absolument continue comme différence de deux fonctions absolument
continues et ®’(z) = 0 presque partout (par 7). On a besoin d’un lemme (admis):

Lemme 3 5i la dérivée d’une fonction absolument continue monotone non décroissante est
nulle presque partout, alors cette fonction est une constante.

On en déduit que ® est une constante. En faisant x = a dans sa définition on trouve que
cette constante est égale a F'(a).

Cela termine les idées sur les fonctions monotones. O
Exemples: i) Soit A > 0 et F(t) = (1 — e"\t)ll[opo[(t). C’est une fonction de répartition

dérivable et la densité est f(t) = )\e_’\t]l[oyoo[(t) (loi exponentielle).
ii) F' = 1}, o[ est la fonction de répartition de la masse de Dirac en x, J,.
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Exemple: (lois gaussiennes)
Soit la fonction borélienne positive
1 2
r)=——¢e 2,z €eR
f@)= =
On vérifie que fR f(z)dx = 1, donc que f est une densité de probabilité. Le graphe de cette
fonction est la “cloche de Gauss”, symétrique par rapport a 0. C’est la densité de la loi
gaussienne (ou normale) centrée réduite, notée N (0,1).
Sa fonction de répartition est notée

S

Cette fonction n’est pas connue explicitement, mais les valeurs sont tabulées. On peut écrire,
pour tout t € R,

2

1 —t = 1 +oo xzd
P(—t) = — e 2dr = — e 2dx
( ) \/27T/—oo \/27r/t
1 Foo ZZd 1 ¢ Izd
= — e 2dr — —— e 2 l‘:l—(bt
V2T /_oo V2T /_oo ®)

En particulier ®(0) = 3.

Si X a la fonction de répartition ® alors X ~ A/(0,1). De plus, par le calcul précédent
—X ~ N(0,1), donc X et —X ont la méme loi (loi symétrique).

Soit X une variable aléatoire gaussienne centrée réduite. Y est une variable aléatoire
gaussienne s’il existe deux réels m,o tels que Y = 0 X +m. Si ¢ = 0, la gaussienne Y est
dite dégénérée. Si o > 0, la fonction de répartition de Y est

Fy(t):P(Ygt):P(oXergt):P(Xg t_m) :@(t_m>.

(o2 g

C’est une fonction dérivable et donc la densité de Y est

fr(y) = ! exp ((y_m)2> ,y €R.

oV 2w 202

On écrit Y ~ N (m,a?).

Proposition 1.12 Soit F' une fonction de répartition. On appelle fonction de quantile la
fonction

G(u) = inf{t: F(t) > u},u €]0,1].

Soit U une variable aléatoire uniforme sur 0,1, c’est-a-dire de densité fy(z) = Tjo((7).
Alors G(U) a pour fonction de répartition F'.

Preuve: On voit que pour tout ¢ € R
GU)<te inf{s: F(s) >U} <t

Cette derniére assertion est satisfaite dés que F'(t) > U. Autrement dit on a {U < F(t)} C
{G(U) < t}. D’autre part si I'inégalité inf{s : F(s) > U} < t est vérifiée, alors F'(s) > U
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pour tout s > t, c’est-a-dire on a {G(U) < t} C {U < F(s)}. Comme U suit la loi uniforme,
il en découle des deux inclusions que, pour tout s > ¢t

F(t) =P(U < F(t)) < P(G(U) < t) <P(U < F(s)) = F(s).

Comme F est continue & droite, en faisant tendre s vers ¢, on obtient P(G(U) < t) = F(t)
pour tout ¢ € R, ce qui est le résultat. O

REMARQUE: On peut voir que G est croissante, continue a droite et admet une limite a
gauche en tout point de ]0,1[. Pour voir la continuité & droite il suffit de remarquer que
{t: F(t) > u} = Upen+{t : F(t) > u+1}. On peut aussi prouver que F(t) = inf{u : G(u) > t}
(d’ici aussi le nom, inverse continue a droite de F'). On peut vérifier que si F' est inversible,
G est 'inverse de F' au sens usuel. La proposition précédente permet de générer des variables
aléatoires de loi arbitraire & partir d’'une variable uniforme (fournie par l'ordinateur sous
forme des nombres pseudo-aléatoires). O

Définition 1.19 Soit X = (X1,...,Xy) un vecteur aledtoire a valeurs dans R%. On appelle
fonction de répartition de X ou de sa loi Px, la fonction sur R? définie par

Fx(ty,...tq) = Px(] —oo,t1] x ... x] —o00,tq]) = P(X7 < t1,...,Xg < tg).

La loi de la variable aléatoire réelle X; est appelée la j-éme marginale de X. Elle est donnée
par sa fonction de répartition:

FX]- (tj) = lim Fx(t).

t1,.tj—1,t5 41,5t g—00

REMARQUE: La loi d’un vecteur aléatoire détermine chacune des lois marginales, mais la
réciproque est fausse en général. Voici un exemple: soit deux couples aléatoires (X,Y") et
(U,V) dont les lois discretes sont données par

1 1

*5(0’1) + 1

— 75
3 1,0 t 75911

1
Pxy = 65(0’0) +

et
1 1 1
Puv = 7000+ 7901 + +500.):

Les lois marginales sont données par
1 1 1 3
Px==00+ =01 =Py et Py = -9+ -6 =P
X = 5% + 501 v et Py = 700 + 11
On produit deux couples aléatoires de lois différentes mais ayant les mémes lois marginales.O

REMARQUE: Supposons que la loi du couple (X,Y) est discréte a valeurs dans {z; : i €

It x{yj:jeJ}:
Pij = P(X = l‘i,Y = yj),i S I,j € J.

Alors les lois de X et de Y sont données par:

pi =P(X = pij et ¢;=P(Y => pij

jeJ i€l
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En effet
pi=PX=2)=PX=2;Y €{y;:jeJ})

=P U(X:l'l, —yj ZP = x;,Y —yj)'

jeJ jeJ
O

REMARQUE: Supposons que la loi du couple (X,Y’) admet une densité fxy. Alors les deux
lois marginales admettent des densités:

/fxyxy dy ot fy(y /fxy 5y)d

En effet,
Px(A)=P(X € 4) =P((X,)Y) € AxR)

— [ i@t drdy = [ ato) ([ sxvte)dn) de

1.7 Lois de probabilités usuelles

1. Loi de Bernoulli.
Q= (1—-p)éo+pd1,p € [0,1].

X suit la loi de Bernoulli, notée B(1,p) si

Si p =0 (respectivement p = 1) X est presque stirement égale & 0 (respectivement 1).
Il s’agit de modéliser une expérience a deux issues possibles (succes et échec) dont probabilité
de succes vaut p. Le résultat X de cette expérience suit la loi de Bernoulli de parametre p.

2. Loi binomiale.
Q= Z )" "6k, p €01,
X suit la loi binomiale, notée B(n,p) si
P(X =k =C*A—p)" % si k=0,...n
et P(X = k) = 0 sinon.
Il s’agit de répeter n fois I'expérience & deux issues possibles dont probabilité de succes

vaut p, en assurant chaque fois les mémes conditions initiales (indépendence des repetitions).
Le nombre X de succes obtenus suit la loi binomiale.

3. Loi uniforme.

1 T
2725%,7"61\1*
i
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X suit la loi uniforme, notée U(z1,...,x,) si

On modélise une expérience a r issues possibles dont chacune a la méme probabilité 1/7.
Le résultat X de cette expérience suit la loi uniforme.

4. Loi géométrique.

Q=> p(1—p)*'o,p el

k=1

X suit la loi gémétrique, notée G(p) si
P(X =k)=p(1—p)" " k>1.

On reprend la modélisation de la loi binomiale, mais cette fois-ci X note la premiere fois
ou le succes est obtenu. Alors X suit la loi géométrique.

5. Loi de Poisson.

Q= Ze—AFSk,A > 0.
k=0 )

X suit la loi de Poisson, notée P(A) si

6. Loi hypergéométrique.
X suit la loi hypergéométrique, notée H(N,n,p), N € N*, 1 <n < N, p €]0,1], si
k n—k
C’N;DC'N(lfp)

P(X = k) = —"
N

, si max{0,n — N(1 —p)} < k < min{n,Np}
et = 0 sinon.

Si on tire n boules en une seule fois, sans remise, dans une urne contenant N boules dont
Np sont blanches et N(1 — p) sont rouges, le nombre X de boules blanches tirées suit la loi
hypergéométrique.

7. Loi multinomiale.
(X1,...,Xq) & valeurs dans N? suit la loi multinomiale, notée M(n,py,...,pn), n € N,
pr+...+pd= 17p17"'7pd € [071]
n! - ng -
P((Xy,...,.Xq) = (n1,...,nq)) = mpl pyt,sing 4o ng=n

et = 0 sinon.

Si I’on dispose de n boules que ’on jette une par une aléatoirement dans d boites différentes,
chaque boule ayant la probabilité p; d’étre jetée dans la i-eéme boite, les nombres (X1, ...,Xy)
de boules dans les boites suivent la loi multinomiale.
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8. Loi uniforme.
Une variable aléatoire réelle X suit une loi uniforme sur [a,b], a < b, notée U, ), si sa densité
par rapport a la mesure de Lebesgue est

9. Loi exponentielle.
Une variable aléatoire réelle X suit une loi exponentielle de parametre A > 0, notée E(N), si
sa densité par rapport a la mesure de Lebesgue est

f(z):= )\e_ml[o’oo[(x).

10. Loi gamma.
Une variable aléatoire réelle X suit une loi gamma de parametres p > 0 et A > 0, notée v(p,\),
si sa densité par rapport a la mesure de Lebesgue est

AP

f(z):= @ifp_le_/\xl[o,oo[(fﬂ)a

ou I'(p) := [;° aP~te dx est la fonction d’Euler de seconde espece.

10. Loi de chi-deux.
Une variable aléatoire réelle X suit une loi de chi-deux de parametres n € N*, notée x?(n), si
sa densité par rapport a la mesure de Lebesgue est
12
(5) P on

f(x) = T (g)$2 67%1]0,00[(*%)

11. Loi beta.
Une variable aléatoire réelle X suit une loi beta de parametres p > 0 et ¢ > 0, notée 5(p,q),
si sa densité par rapport a la mesure de Lebesgue est

oP~H(1 — z)at
B(p.q)

ou B(p,q) := fol 2P~Y(1 — )9 'dx est la fonction d’Euler de premiere espece.

f(x) = 1j,1(2),

11. Loi de Laplace.
Une variable aléatoire réelle X suit une loi de Laplace si sa densité par rapport a la mesure
de Lebesgue est .
P —|T

fx) = 3¢ I,
12. Loi de Cauchy.
Une variable aléatoire réelle X suit une loi de Cauchy si sa densité par rapport a la mesure
de Lebesgue est

1
f(x) = m
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13. Loi de Gauss (ou normale).
Une variable aléatoire réelle X suit une loi de Gauss (ou normale) de parametres m € R et
o2, o > 0, notée N'(m,o?), si sa densité par rapport & la mesure de Lebesgue est

)= s e <—<x2‘0m)2> .

13. Loi de Gauss (ou normale) multidimensionnelle.

Une variable aléatoire (X1, ...,X,) & valeurs dans R? suit une loi de Gauss (ou normale) de
parametres m € R? et X, matrice inversible, notée AN (m,%, si sa densité par rapport a la
mesure de Lebesgue sur R est

x':;ex —}x—m*_lx—m x d
@)= e p(~5@-m s ie-m), cer

1.8 Exercices

1.1. Montrer que P(£2) est une tribu et dire combien d’éléments elle a si 2 possede r éléments.

1.2. Montrer qu'une tribu est stable par intersection dénombrable, par réunion finie, par
intersection finie. Montrer qu’on peut remplacer I’axiome de stabilité par réunion dénombrable
par 'axiome de stabilité par intersection dénombrable.

1.3. Montrer que l'intersection d’un nombre quelconque de tribus est une tribu; en déduire
qu’il existe une seule tribu, minimale pour l'inclusion, dans ’ensemble des tribus contenant
un sous-ensemble donné € de P(2).

1.4. Soit Q@ = {1,2,3,4,5}. Déterminer la tribu o({A4,B,C}) ou A = {1,2}, B = {2,3} et
C = 0. Quelles sont les variables aléatoires réelles définies sur 27

1.5. Montrer que sur R, la tribu engendrée par les parties fermées est égale a B(R).

1.6. Montrer que la tribu borélienne coincide avec la tribu engendrée par les intervalles ]a,b[
ou par les intervalles | — 00,b], ol —o00 < a < b < oco. Méme question lorsqu’on suppose
seulement a,b € Q , a < b.

1.7. On considere sur R la tribu engendrée par les singletons. Montrer que cette tribu coincide
avec la tribu
7 ={A CR: A ou A° soit au plus dénombrable}.

1.8. Montrer qu’une fonction réelle est une variable aléatoire par rapport a la tribu triviale
(sur Q) si et seulement si elle est constante.

1.9. Soit X une fonction de 'espace mesurable (€2,.4) dans ’espace mesurable (E,5). Montrer
que A = {XY(B) : B e B}etB ={B: X YB) € A} sont des tribus mais que
X(A)={X(A): A € A} n’est pas une tribu en général.
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1.10. Soit (X, )nen une suite bornée de variables aléatoires réelles définies sur un espace
mesurable (£2,,4). Montrer que sup,, ey Xy, infpen Xy, limsup,,_, o Xy, et liminf,, . X, sont
des variables aléatoires. En déduire que I’ensemble

{we: lim X, (w) existe }
n—oo
est un événement (c’est-a-dire est un élément de A).

1.11. Donner un exemple de fonction f : R — R et d’une tribu sur I’ensemble de départ
telles que | f| soit mesurable sans que f le soit.

1.12. Montrer que si (4;);en est une famille d’événements, alors pour tout r € N*,

iP(Aj)— > PA;NA)<P | [ 4 giP(Aj).
j=0 j=0

0 <k<r o<

1.13. Soit I'espace mesurable (€2,4) et P : A — [0,00] une application additive (c’est-a-dire
P(AUB) =P(A) + P(B), lorsque A,B € Aet AN B =), telle que P(Q) = 1. Montrer que
les quatre affirmations suivantes sont équivalentes:
(i) P est une probabilité (c’est-d-dire elle est o-additive);
(ii) P est continue sur des suites croissantes :

(An)neny C A, Ay C Apt1 = P(Upen4y) = lim P(A4,)

n—oo

(on notera pour des telles suites croissantes lim, A,, := UpenAn);
(iii) P est continue sur des suites décroissantes:

(Ap)neny C A, Ay D Apy1 = P(Mpen4y) = lim P(A,)

n—oo

(on notera pour des telles suites décroissantes lim,, A, := NpenAn);
(iv)
(An)neN cAA,D An+1 et Npeny Ap = 0 = lim P(An) =0.

n—0o0

1.14. Soit (£2,.4,P) un espace de probabilité. On considere une suite d’ensembles mesurables
(Ap)nen C A et on note

liminf A,, := U ﬂ A, limsup A4,, := m U A,
" neNm>n n neNm>n

Montrer que:

P(liminf A,) < liminf P(A,,) < limsupP(4,,) < P(limsup 4,,).

n—00 n—o00
On dit que la suite (A, )nen est convergente si liminf, A, = limsup,, A,,. Montrer que si la

suite est croissante (respectivement décroissante) alors elle est convergente et

lim A,, = U Ay, (respectivement lim A, = ﬂ Ap).
n n
neN neN
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Montrer que si la suite (Ay,)nen est convergente on a la propriété de continuité de la mesure
L4
P(lim A,) = lim P(4,).
n

n—oo

1.15. On dit qu’un événement A € A est presque sir si A est presque stirement égal €,
c’est-a-dire @ = AU N, avec N un ensemble négligeable. Soit (A;);ecs, J C N, une famille
d’événements presque strs. Montrer que NjeyA; est presque siir.

1.16. Soit (2,,4,P) un espace de probabilité. Soit la famille d’ensembles suivante:
Ap ={C € P(Q) : 3A;1,A3 € A, tels que A1 C C C Az et P(A2\ A1) = 0}.

(1) Montrer que Ap = o(AUN), ou N est la classe des ensembles P-négligeables.

(ii) On définit P sur Ap par P(C) = P(4;) = P(A). Montrer que P est bien définie (c’est-
a-dire que sa valeur ne dépend pas du choix de A; et Ay. Montrer que P est la seule mesure
finie sur Ap = o(AUN) qui prolonge P (c’est-a-dire qui coincide avec P sur A).

(iii) Montrer que pour toute fonction X réelle Ap-mesurable, il existe deux variables aléatoires
U,V réelles telles que U < X <V et V-U=0P —p.s.

1.17. Soient X,Y deux variables aléatoires réelles sur un espace de probabilité (€2,.4,P).
(i) {X # Y} est-il un événement? Montrer que pour tout B € B(R) on a

IP(X € B)—P(Y € B)|<P(X #Y).
(ii) On suppose que X et Y sont presque sirement égales. Montrer qu’elles ont la méme loi.

1.18. (i) Soient X,Y deux variables aléatoires réelles sur un espace de probabilité (2,.4,P)
telles que
P(Y <t<X)=0, VteR.

Montrer que P(Y < X) = 0.
(ii) On suppose cette fois que X et Y ont la méme loi. Montrer que si X > Y p.s. alors X et
Y sont presque stirement égales.

1.19. Une urne contient des boules noires et des boules rouges. On tire au hasard et avec
remise a chaque fois, une boule de 'urne. On effectue une série “infinie” de tirages. Montrer
que ’événement “obtenir a chaque fois une boule de couleur noire” est négligeable.

1.20. Soit X une variable aléatoire vérifiant

HX:m:éHinzéPMZQZ

Tracer le graphe de la fonction de répartition de X.

1.21. Soit I’ espace de probabilité (2,.4,P) = ([0,1],8([0,1]),\). Montrer que les applications
suivantes sont des variables aléatoires et calculer leur fonction de répartition:

(i) X1(w) = 2w.

(il) Xo(w) =2 — 2w.
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(iii) Y (w) = w?.

(IV) 71 = X1 + Xo.

(V) Zo=X1+Y.

(Vl) Zs=X1 N1

(vii) W(w) = [10w] ([-] désigne la partie entiere).

(viii)* U, (w) = f(nw), avec f : R — R une fonction borélienne et périodique de période 1.
Montrer de plus que les U, ont toutes la méme loi.

1.22. (i) Trouver la fonction de répartition de la variable aléatoire réelle
Y(w):=a, Ywe Q.

(ii) Supposons que pour tout événement A € A, P(A) = 0 ou P(A) = 1. Montrer alors que
toute variable aléatoire réelle définie sur (€2,.4,P) est p.s. constante.

1.23. (i) Montrer qu'’il existe une variable aléatoire X a valeurs dans N telle que:

672 k

4 k!
pour une unique valeur de a que 'on déterminera.

(ii) Soit Y une variable aléatoire de loi de Poisson de parametre A > 0. On lui associe la
variable aléatoire

P(X =k) = (1+ ak), Vk € N,

Y . .
T, si Y est pair,

7 =

—

%Y, si Y est impair.

Trouver la loi de Z.
(iii) Soit T une variable aléatoire de loi géométrique de parametre p €]0,1[. On considére
U =4[T/2] — 2T 4 1, ou [-] désigne la partie entiere. Trouver la loi de U.

1.24. (i) Soit
$(@) = gy Mool (@)

Calculer ¢ pour que f soit la densité de probabilité d’une variable aléatoire X. Calculer sa
fonction de répartition. En déduire P(1 < X < 2).

(ii) Mémes questions pour
c

g(.%') = ﬁ]l[l,oo[(x)a oup>1.

1.25. Montrer qu’il existe une variable aléatoire X dont la fonction de répartition vaut

1
F(t) = Vvt € R.
®) 1+et’ <

Calculer la densité de X. On pose Y = eX, Z = Xlpcx<1y et U = Iggcx<1y. Trouver les
loisde Y, Z et U.

1.26. La durée T' d’'une communication téléphonique est une variable aléatoire de fonction de
répartition
F(t)y=(1- e_)‘t)]l[o,oo[(t), ou A > 0.
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Calculer, pour a,b > 0, P(T' < 0), P(a < T), P(a <T <b). T possede-t-elle une densité?

1.27. Soit X variable aléatoire positive de densité f telle que f(x) > 0 si x > 0, et de
fonction de répartition F. On regarde X comme la durée de vie d’un composant; son taux de
panne a Uinstant ¢ > 0 est défini par

r(t) :=

(i) Calculer r en termes de F' et f et réciproquement. Donner une condition nécessaire et
suffisante sur r pour que lim;_., F(t) = 1.

(ii) Déterminer les densités correspondant aux taux de panne constants.

(iii) Calculer f et F lorsque r(t) = kt®* 1, ¢t > 0, k,a > 0 (loi de Weibull).

. Pt<X <t+h)
lim
hl0 hP(t < X)

1.28. Soit X ~ U|_5 1) et on pose Y = | X|. Trouver la fonction de répartition et la densité de
Y.

1.29. Quelle est la densité de la variable aléatoire Y = aX + b, a € R*, b € R, lorsque
la densité de la variable aléatoire réelle X est f7

1.30. On jette un point D au hasard sur le cercle centré en O’ = (%,0) de rayon %, c’est-a-dire,
que pour tout arc A, P(D € A) est proportionnel & la longueur de A. On note aussi le point
C = (1,0).

(i) Calculer le coefficient de proportionnalité. On note © la mesure de ’angle (O’/C',ED) qui
appartient a | — m,7]. Quelle est la loi de ©7

(ii) On pose D = (X,Y’). Trouver la loi de X (loi arcsinus).

1.31. Soient f, g deux fonctions boréliennes, bornées, définies sur [0,1]. On suppose que pour
tout intervalle I C [0,1],

1 1
/ 1 (x) f(x)dx = / 1 (x)g(z)dx.
0 0
Montrer que f = g presque partout. Que peut-on dire lorsque f, g sont continues (& droite)?

1.32. Soient n > 1 un entier fixé et p1, pa, p3 trois réels positifs tels que p1 +p2 + p3 = 1. On
note :

o { i!j!(nﬁifj)!pllp%pg ostit g,
pij = .
0, sinon .

(i) Montrer qu’il existe un couple (X,Y) tel que P(X =4Y = j) = pj;.
(ii) Trouver les lois de X et de Y.

1.33. Le couple aléatoire (X,Y) a la densité, par rapport a la mesure de Lebesgue sur R?,

f(zy) = eyl 1) (2) Lo,y (v)-

(i) Calculer c.
(ii) Trouver les densités marginales de X et de Y.
Meémes questions pour

9(@.y) = c(z + 3y)e Ao o (2) Lo 00( (¥)-
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1.34. Le couple aléatoire (X,Y") a la densité, par rapport a la mesure de Lebesgue sur R2?,
1

flzy) = —Ap(wy), ot D= {(z.y) €R*:2” +y* <1},
(i) Calculer P(X > %), PY > %), puis P(X > %,Y > 1),
(ii) Calculer P(X >Y) et P(X > \Y).
(iii) Trouver les marginales de X et de Y.
(iv) Soient a, b deux réels égaux a +1. Montrer que (X,Y) a la méme loi que (aX,bY’). Montrer
que (X,Y) a la méme loi que (Y, X).
(v) On note (R,0) les coordonnées polaires de (X,Y’). Trouver la loi du couple (R,0) et ses
marginales.

[\

1.35. Soit le couple aléatoire (X,Y). On note ¢(z,y) = f(x)g(y), avec f,g boréliennes
positives. Quelles hypotheses doivent vérifier f et g pour que ¢ puisse étre la densité du
couple (X,Y)? Calculer alors les densités marginales de X et Y et vérifier que ¢ est le produit
de ces densités.

1.36. Soit ) .
P(z) i = — 6_t2/2dt.
( ) \V4 2 /—oo

i) Vérifier que, pour tout z > 0:

—a2j2 _ L /OO —/2(1 4 1/42)at.
2 Vo )y € ( /t)

ii) En déduire, pour z > 0:

1
1—®(z) < e w2,
V2T

iii) Prouver que:

1 1 1 2 1 2 3
[ I RO ) b S —t3/2 _ =
o (x $3> e = Tﬂ'/x e <1 t4> dt.

En déduire que, pour z > 0:

L (1 - 1) e 21— d(x) < ! e /2,
V2T \7T

iv) Prouver que:
1
V2w

1—®(z) ~ e_x2/2, lorsque z T oo.
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Chapitre 2

Espérance des variables aléatoires

2.1 Définitions et théoréemes de convergence

Dans tout ce chapitre nous considérons des variables aléatoires d’un espace de probabilité
complet (92,.4,P) & valeurs dans R ou R

Définition 2.1 Soit A € A un événement. La variable aléatoire X = 14 est intégrable et
son espérance est donnée par:

B(X) = B(1) = /QX(w)P(dw) — P(A).

Définition 2.2 Si X est une variable aléatoire étagée positive X = Z;zl ajla; avec les
Aq,..., A, événements disjoints, alors X est intégrable et son espérance est donnée par:

BE(X):=) a;P(4;) = Zaj/QﬂAde.
j=1 j=1

REMARQUE: On peut vérifier la linéarité de ’espérance sur les variables aléatoires étagées
positives. O

Définition 2.3 Soit X une variable aléatoire positive sur (2,A,P). On définit et on note son
espérance par:

E(X) = / XdP = / X (w)P(dw)
Q Q
:=sup{E(Y) : Y variable aléatoire étagée positive Y < X} .

REMARQUE: On peut voir que ’espérance d’une variable aléatoire positive peut étre infinie.O

Proposition 2.1 (i) Si0< X <Y, alors 0 < E(X) <E(Y).
(i) Si AC B et X >0, alors E(X14) < E(X1p).

(iii) Si X >0 et a >0, alors E(aX) = oE(X).

(iv) Si X =0, alors E(X) = 0.
(v) SiP(B) =0, alors E(X1p) = 0.
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Preuve: L’idée est d’établir la proposition sur des variables aléatoires étagées, puis passer

au supremum pour les variables positives. Prouvons, suivant ce schéma, (7). On voit que si
— r . <

X =371 a;ly,, alors

E(aX)=> aaP(4;)=a) aP(4)) = aB(X).
j=1 j=1

(|
Théoréme 2.1 (convergence monotone)

1) Soit (Xp)nen une suite croissante de variables aléatoires positives sur (Q,A,P), convergeant
ponctuellement vers X. Alors l'espérance de la variable aléatoire positive X satisfait:

E(X) = lim E(X,).

n—o0

2) Soit (Yn)nen une suite de variables aléatoires positives. Si on note Y =3, -, Y, < oo,

alors
E(Y) =) E(Ya).

n>0

Preuve: X est une variable aléatoire par le Théoreme 1.1. Comme X,, est croissante positive,
d’apres la Proposition 2.1 E(X),) est une suite croissante et positive, donc admet une limite
¢ > 0 (éventuellement +00). Comme X,, < X, par la Proposition 2.1 on voit que ¢ < E(X).
Soit

,
0<Y =) bilp <X
Jj=1

une variable aléatoire positive étagée. Soit 0 < ¢ < 1. On a

E(X,) 2 E [Ix, 5ev1 Xn| = B [Yix, sovy]

=¢) bP(BjN{X,>cY})
j=1

d’apres la Proposition 2.1 et la Définition 2.2. Quand n — oo,

.
0=c> b lim P (B;N{X, >cY})
j=1

= Czr:bjP(Bj) = CE(Y),
j=1

la seconde égalité résultant de la Proposition 1.8 3) et du fait que Up,{X,, > ¢Y'} = Q. Mais ¢
était arbitraire dans [0,1[, donc ¢ > E(Y') pour toute variable étagée 0 < Y < X. Donc, par
définition ¢ > E(X) et le théoréme est prouvé. O

Théoréme 2.2 (lemme de Fatou)
Soit (Xp,)nen une suite de variables aléatoires positives. Alors

E (hm inf Xn) < liminf E(X,,).

n—oo n—oo
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Preuve: On note Y;, = inf,;,>, X,,. Cette suite est croissante et converge simplement vers
liminf,, . X,. De plus Y,, < X,,. Il suffit d’appliquer le Théoreme 2.1 et d’utiliser la Proposition
2.1 (i). O

Soit X une variable aléatoire réelle. On note X = X V 0 sa partie positive et X~ =
(—X) V 0 sa partie négative. Alors X = X — X~ et |X| = Xt 4+ X~. On sait que X et
X~ sont aussi des variables aléatoires.

Définition 2.4 Soit X = X — X~ une variable aléatoire réelle. On dit que X est intégrable
si B(X1) < 0o et E(X7) < o0, ou, equivalent, si E(|X|) < co. Dans ce cas, son espérance
est:

E(X):=EXT") -E(X").
Une variable aléatoire d’espérance O est dite centrée.
Exemple: Soit ’espace de probabilité (£2,.4,d,,) ol dy, est la masse de Dirac dans un point

(quelconque) fixé wy € Q. Soit X une variable aléatoire quelconque. Alors X est intégrable
par rapport a la masse de Dirac et

/X(w) dup (dw) = X (wo).

Plus généralement, si P = >
Z§:1 a; X (wj).

i1 aj0,; avec aj = 0, 370 a; = 1et w; € Q, alors E(X) =

Définition 2.4 Soit X un vecteur aléatoire a valeurs dans RY, X = (X1,...,Xq). X est
intégrable si et seulemement si X; sont intégrables, j =1,....,d, et

REMARQUE: En particulier une variable aléatoire a valeurs complexes est intégrable si et

seulement si les variables aléatoires parties réelle et imaginaire sont intégrables. O

Proposition 2.2 57 XY sont intégrables et si o, € R, alors
E(aX 4+ YY) = aE(X) 4+ SE(Y).

De plus, st X <Y, alors E(X) < E(Y).

Preuve: On suppose d’abord XY > 0 et «,0 > 0. D’apres la Proposition 1.6 il existe des
suites { X, }nen et {Yn}nen de variables aléatoires étagées qui convergent en croissant vers
X et Y respectivement. Alors la suite aX,, + 8Y,, converge en croissant vers aX + Y, et
le résultat se déduit du théoreme de convergence monotone. En général on sépare les parties
positive et négative et on distingue selon les signes de v et 8. Si X < Y, alorsY — X > 0,
donc d’apres la Propostion 2.1, E(Y — X)) > 0 et la conclusion s’ensuit par linéarité. O

Proposition 2.3 SoitY intégrable et soit { X, }nen une suite de variables aléatoires intégrables.
i) S1Y < X, alors E(liminf,, o X,) < liminf,, . E(X,).
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ii) Si Xn, <Y, alors limsup,, . E(X,) < E(limsup,, . X»).

Preuve: Par le lemme de Fatou on a

E[liminf(X, —Y)] < liminf E(X,, = Y)

n—oo n—oo

ce qui prouve (i) par linéarité de I’espérance. De méme

Elliminf(Y — X,,)] < liminf B(Y — X,,).

n—oo n—oo

Théoréme 2.3 (convergence dominée de Lebesgue)
Soit (X )nen une suite de variables aléatoires telles que | X,,| <Y, ou Y est intégrable et la
suite converge simplement vers X . Alors

lim E(X,) = E(X).

n—oo

Preuve: Comme lim,, .., X;, = X et =Y < X,, <Y, la Proposition 2.3 donne

limsup E(X,,) < E(limsup X,,) = E(X)

n—oo n—oo

= E(liminf X,,) < liminf E(X,,).

n—oo n—oo

Proposition 2.4 (inégalité de Jensen)
Si p: R — R est une fonction convexe et si X : 8 — R est une variable aléatoire, telle que
X et p(X) soient intégrables, alors

e (E(X)) < E(p(X)).

Preuve: La convexité de ¢ assure q’en tout point son graphe est au-dessus de sa tangente:
pour tout ¢ € R, il existe ¢ (on peut prendre pour § la dérivée a gauche ou & droite de ¢ en
t) tel que

p(x) = o(t) +6(z —1).
On applique cette inégalité a t = E(X) et z = X(w), pour tout w, et on intégre les deux
membres. Par la Proposition 2.2 on déduit la conclusion. O

REMARQUE: Si ¢ est strictement convexe, I’égalité ¢ (E(X)) = E (¢(X)) n’a lieu que si X est
p-s. constante. De plus, si I’égalité a lieu pour toute variable aléatoire X, alors ¢ est linéaire.O

REMARQUE: Dans la pratique, l'inégalité de Jensen est le plus souvent utilisée pour les
fonctions ¢(z) = |z|, 2%, et 1/x lorsque z > 0. En particulier, une variable aléatoire dont
le carré est intégrable est intégrable, et si X est a valeurs strictement positives,

°(x) 2w
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2.2 Théoreme de transport

Théoréme 2.4 (de transport)

Soit X un vecteur aléatoire défini sur (Q,A,P) a valeurs dans (R%,B(R?)) et soit ¢ une fonction
borélienne de R dans R. Alors ¢(X) est intégrable si et seulement si ¢ est intégrable sur RY
par rapport a la loi de X, c’est-a-dire

E(|¢(X)]) < 0o = / 1)|Px (dt)
Si tel est le cas,
— / HX(@)P(dw) = [ B(t)Px(dt).
Q R4

En particulier, lorsque X est réelle intégrable,

B(X) = /R tPy (dt).

Preuve: On reprend l'idée générale de construction de l’espérance. On suppose d = 1. Si
¢ = 1p pour un borélien B de R,

/R]lB(t)PX(dt) =Px(B)=P(X € B)=E(1go X)

et la formule est vraie dans ce cas. Si ¢ est une fonction étagée, la formule est valide par
linéarité par rapport a P. Si ¢ est positive, soit (¢,)neny une suite de fonctions positives
étagées covergeant en croissant vers ¢ (Proposition 1.6). Alors ¢, 0X est une suite de variables
aléatoires étagées qui converge ponctuellement en croissant vers ¢o X . En utilisant le théoreme
de convergence monotone pour 'intégrale par rapport a Px et pour I'espérance,

¢> (t)Px(dt) = lim ¢n( )P x (dt)

n—oo

= lim E(¢y o X) = E(¢ 0 X).

n—oo

Dans le cas général, on voit que

/R 6(®)|Px (dt) = B(é o X|)

et donc ¢ o X est intégrable par rapport a P si et seulement si ¢ est intégrable par rapport a
Px. En posant ¢ = ¢ — ¢, on conclut que

/R o(t)Px (dt) = /R o+ (1)P x (dt) — /R o™ (H)Px (dt)

—E(¢+0X)—E(¢7OX) =E(po X).

Le théoreme est démontré. O
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Dans la pratique, souvent, la loi de X est discrete ou a densité et le théoréeme de transport
peut s’écrire comme dans les deux propositions suivantes:

Proposition 2.5 S5i X est une variable aléatoire discréte de loi donée par:
PX = Zp]él‘Ju
JeJ

alors,

E(|6(X)]) < 00 = |é(x;)[p; < oo,

Jj€J
et, sous cette condition,

B (X)) = | o(tPx(d) = Y 6l

Jj€J
= o(x;)P(X =z)).
Jj€J

Proposition 2.6 Si X est une variable aléatoire a densité fx par rapport a la mesure de
Lebesque sur R? :

Px(B) = /fo(t) dt, B € B(R%),

alors,

B(lo()]) <00 = [ jo(o)lfx(t)dt < .

et, sous cette condition,

On peut trouver la densité d’une variable aléatoire a l’aide du résultat suivant:

Proposition 2.7 Supposons qu’il existe une fonction borélienne positive f telle que pour
toute fonction ¢ borélienne positive (ou borélienne bornée) on ait

E(o(X)) = | o@t)f(t)dt.

R4

Alors f est la densité de X par rapport a la mesure de Lebesque.

REMARQUE: Soit X un vecteur aléatoire & valeurs dans R? admettant une densité fx. Soit g
un difféomorphisme sur R%, de jacobien Jac g (x). Alors le vecteur Y = g(X) a pour densité

frW) = (fxog ")) Jacg™ (y)].
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En effet, si ¢ est une fonction borélienne bornée (par exemple une indicatrice d’un borélien),
par la Proposition 2.6 et la formule de changement de variables pour des intégrales de
Lebesgue, on a

B((000)(X) = | (@oa)®)fx(t

= [ ow)rx oa™)0) acg™ w)lds

et il reste a appliquer la Proposition 2.7. O

Exemples: i) Soit X de loi 16y + 361. Alors E(X) = 1. Dans un jeu de pile ou face, on

obtient en moyenne une fois sur deux pile (X = 1) et une fois sur deux face (X = 0).

i) Soient 1, ...z, des réels et soit Py = 1 > =10z, Alors BE(X) = ! > _j—1j est lamoyenne

des x;. '
iii) Soit X ~ &£(A) Alors,

E(X):/Rtfx(t)dt:/RtAeM]l[om[(t)dt

o0 1
= / e Mdt = =
0 A

iv) (loi gaussienne) Si X ~ N(0,1) alors, par symétrie

E(X) :/Rtfx(t)dt:/Rte_tjj% 0.

v) Si X est une variable aléatoire réelle, intégrable, la linéarité de I'espérance implique

E(aX 4+ b) = aE(X) + b,Va,b € R.

Donc si Y ~ N (m,0?) alors E(Y) = m.
Il est parfois plus commode de calculer ’espérance a partir de la fonction de répartition:

Proposition 2.8 Si X est une variable aléatoire réelle positive de fonction de répartition
Fx, alors

E(X) = /OOOP(X > t)dt = /OOO (1 - Fx(t))dt.

De plus, E(X) < 0o si et seulement si, pour un ou tout € > 0,

> P(X >en)<oo ou » 2"P(X >e2") < o0
n=0 n=0

Preuve: Par le théoreme de Fubini on peut écrire

/OO P(X > t)dt = /Oo E (1 oo((X)) dt
0 0

:E(/Oth>:E(X).
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Pour la deuxiéme partie, on voit que

o0
Y P(X>n+1)< / P(X >t)dt <Y P(X >n),
n>0 0 n>0
en divisant [0,00[ en intervalles [n,n + 1[. De la méme fagon

(o]
D 2"P(X > 2"t < / P(X > t)dt
n>=0 0

<14 2"P(X >2"),
n>0

On conclut en remplacant X par % O

Proposition 2.9 (inégalité de Markov)
St X est intégrable et t > 0, alors

E(XT E(|X
pix > 1 < BE) _ E(X)
t t
Preuve: On observe que
X Xt X
]l[t,oo[(X) < ?ﬂ[t,oo[(X) < e < ’t’
et on intégre cette inégalité par rapport a P. O

REMARQUE: Cette inégalité est utilisée généralement soit pour X positive, soit pour |X]|.

Elle n’est intéressante que si le second membre est plus petit que 1. O
REMARQUE: On peut reformuler le point (iv) de la Proposition 2.1:
(iv’) E(X)=0= X =0 p.s. O

2.3 Moments, variance et covariance

Pour définir les moments et la variance d’une variable aléatoire réelle X il suffit de
considérer dans le théoreme de transport ¢(t) = t*, k € N* ou ¢(t) = (t — E(X))2.

Définition 2.5 Soit X une variable aléatoire réelle. On dit que X admet un moment
d’ordre k, ot k € N*, si E(|X|*) < 0o. Sous cette condition le moment d’ordre k de X
est

pe(X) = E(X%), k € N*.

En particulier, up(X) = E(X).

Proposition 2.10 Supposons que la variable aléatoire réelle X admet un moment d’ordre k,
k € N*. Alors

o (X)) :/RtkPX(dt)-
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Si X est réelle discréte

p(X) = Z zip;

jeJ

et si X admet la densité fx par rapport a la mesure de Lebesgue sur R

i) = [ o
R
Lorsque X est positive ayant la fonction de répartition Fx, alors

pp(X) = k:/ooo tFIP(X > t)dt = k/ooo th=1 (1 — Fx(t)) dt.

Définition 2.6 Soit X une variable aléatoire réelle dont le carré est intégrable (ayant un
moment d’ordre 2). On appelle variance de X, ou de sa loi, et on note Var(X), la quantité

Var(X) =E (X — E(X))?).
La racine \/Var(X) est appelée écart type, parfois noté o(X). Une variable aléatoire de
variance 1 est dite réduite.
REMARQUE: Une expression équivalente de la variance est
Var(X) = B(X2) — B(X)? = ua(X) - (X)?,
car grace a la linéarité de I'espérance
Var(X) = E (X? — 2XE(X) + E(X)?)

= E(X?) - 2E(X)? + E(X)2

REMARQUE: Si Var(X) = 0 alors X = E(X) p.s. O

Proposition 2.11 Supposons que la variable aléatoire réelle X a le carré intégrable. Alors
Var(aX +b) = a*Var(X),a,b € R.

Exemple: (loi gaussienne) Soit X ~ N (0,1). Alors X admet des moments de tous ordres;
tous les moments impairs sont nuls et
(2k)!

par intégration par parties. Par exemple, le moment d’ordre deux est
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et donc Var(X) = 1 (d'ici la terminologie gaussienne reduite). Si Y ~ N(m,0?), alors
Var(Y) = 02 et pua(Y) = m? + o2, Ainsi les parametres de la loi V'(m,0?) sont I'espérance et
la variance de cette loi.

Proposition 2.12 (inégalité de Tchebytchev)
Si X est une variable aléatoire réelle dont le carré est intégrable, et t > 0, alors

P(X —E(X)| > 1) < V),

REMARQUE: Si X admet un moment d’ordre k, k € N* et ¢ > 0, alors,

E(1X]*)
P(X >1t) < — 5

a

Preuve: Si X est une variable aléatoire réelle dont le carré est intégrable, alors par I'inégalité

de Markov ( |2)
E(|X
P(X >1) < o

pour tout t > 0, puisque {X >t} C {|X|? > #?}. De la méme facon on vérifie la remarque
ci-dessus.

Il suffit maintenant d’appliquer cette inégalité & la variable |X — E(X)| pour obtenir
I'inégalité de Tchebytchev. O

Exemple: (fonction génératrice d’une v.a. a valeurs entiéres)
La fonction génératrice d’une variable aléatoire a valeurs dans N est définie sur I'intervalle
réel [—1,1] (soit sur le disque unité {|z| < ¢} du plan complexe) par

Gx(s)=E(s¥) =) s"pn=> s"P(X =n),|s| <1

n=0 n=0

La fonction génératrice est une fonction continue sur {|s| < 1}, indéfiniment différentiable sur
{|s| < 1} et elle détermine la loi qui a servi a la définir, puisque, pour tout n € N,

dn
|:dSnGX(S):| - =n! P(X = n)
Ainsi Gx caractérise la loi de X. La terminologie génératrice vient du fait qu’elle doit
permettre de calculer les moments de X.
Ainsi, X est intégrable si et seulement si Gx est dérivable a gauche en s = 1 et dans ce
cas (la dérivée a gauche ici):
ni(X) = B(X) = G (1),

De la méme fagon, X est de carré intégrable si et seulement si G x est deux fois dérivable
a gauche en s = 1 et dans ce cas:

ELX(X - 1)] = G4 (1), dot ua(X) = Gy (1) + G (1).
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Plus généralement,

dk
E[X(X —1)...(X —k+1)] = [dskax(s)} :

a

Définition 2.7 Soient X etY deux variables aléatoires réelles dont les carrés sont intégrables.
On appelle la covariance de X et'Y la quantité

Cov(X,)Y)=E((X —EX))(Y —E(Y)))

= E(XY) — E(X)E(Y).

En particulier, si X =Y, Cov(X,X) = Var(X). On appelle coefficient de corrélation
linéaire la quantité

_ Cov(X,Y)
V/Var(X)/Var(Y)’

lorsque les deux variables ne sont pas presque surement constantes.

p(X.Y)

REMARQUE: Comme |zy| < (2% +y?), la variable XY est intégrable et la covariance est bien

définie. O

REMARQUE: Par I'inégalité Cauchy-Schwarz (voir §2.4) on voit que
(X Y) <1

avec égalité (respectivement 1 ou -1) si et seulement si Y est une fonction affine de X
(respectivement aX + b ou —aX 4 b avec a > 0). O

Définition 2.9 Soit X un vecteur aléatoire a valeurs dans R?. Sa matrice (carrée) de
covariance est la matrice:

Kx = (COV(Xj,Xk))lgjykgd

REMARQUE: A la variance se substitue a présent une matrice. Il est facile de voir que:
Kx =E(XX") - EX)E(X)",

(ici, si z € RY, za* est une matrice d x d).
Cette matrice est symétrique (par la symétrie de la covariance) et semi-définie positive,
puisque pour tous réels aq, . .. ,aq,

2

d
Y Kx(kajar =E || D aj(X; - E(X))) 2 0.
1<),k <d =1

Elle est définie positive si aucune combinaison linéaire des composantes X; n’est p.s. constante.
O
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2.4 Espaces L*

Nous avons défini la classe des variables aléatoires (réelles) intégrables sur un espace de
probabilité (Q,.4,P), notée dorénavant par £!(Q,A,P). Pour 0 < p < oo, on note LP(,.A,P)
(ou simplement LP si le contexte est clair) ’ensemble des variables aléatoires X telles que
E(|X|P) < oo. £° est simplement 1’ensemble des variables aléatoires. Enfin, on définit £
I’ensembles des variables aléatoires pour lesquelles il existe ¢ > 0 avec

PHw:|X(w)| >¢c})=0.

C’est I'ensemble des variables aléatoires presque surement bornées.
Si X € LP, 0 < p < 00, on pose

1X 1y := (E(X )P,

Pour X € £, on pose
| X |loo :=inf{c > 0: P(|X]| > ¢) =0}

(supremum essentiel de X).
Deux réels p,q > 1 sont conjugués si 1% + é = 1. On convient que 1 et oo sont conjugués.

Proposition 2.13 (inégalité de Hélder)
Soient p,q conjugués avec 1 <p < oo, X € LP,Y € L9. Alors XY € L et

XY < (Xl (Y -

Preuve: Si p = 1 ou p = oo I'inégalité est évidente. Si || X||,||Y || = 0, alors XY =0 p.s. et
I'inégalité de Holder est triviale. Supposons donc || X ||,[|Y]|; # 0. Par homogénéité, on peut
supposer que ||Y||, = 1. Il suffit donc de prouver que

(E(IXY])” <E(X]7).

On considere la mesure de probabilité ) ayant la densité |Y|? par rapport a la mesure de
probabilité P,

Q(A) = / Y (w)|"P(dw) = E (14]Y]?) , A € A.
A
L’inégalité a prouver devient
P
([Ix@ir@iae) < [ xepye o
ou encore, avec une notation évidente
(EX(X|[Y'9)" <EQ(|XP|Y]79)

qui est une conséquence de 'inégalité de Jensen pour la fonction convexe p(z) = zP, car
(I-gp=—q. O
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REMARQUE: Pour p = ¢ = 2 on obtient I’inégalité de Cauchy-Schwarz :

IXY [l < X [2lY ]2 = E(XY]) < VE(X])VE([Y]?).

a

REMARQUE: Les variables aléatoires p.s. constantes appartiennent a tous les espace LP,
1 < p < 0o et (par I'inégalité de Jensen ou de Holder),

EPI(Q,A,P) C LP(Q,A,P), lorsque 1 < p <p < oo.
Autrement dit, 'application p — || - ||, est croissante. En effet, soit p < p’ et on applique

p .
p'—p°

I'inégalité de Holder a | X|P et 1 avec les exposants % et

Db
7

p \ p
1XI = B(XPP - 1) < (E<|X|pp >> — IXJ

De plus
lim || X[, = | X|oo-
p—00

En effet, on voit d’abord que | X| < || X/, d’ot | X ||, < || X||co- mais par la croissance de
p— | - || on déduit que lim, . | X ||, < || X]|co-
Soit ensuite a arbitraire tel que a < ||X||o. Alors 'événement A := {|X| > a} est de
1
probabilité strictement positive. En particulier P(A)» — 1, lorsque p — co. On a | X [P > aP1ly4,

1
dou | X|l, = aP(A)?r, donc limp. | X[, = a, pour tout a < [|X|. Comme a était
arbitraire, on obtient lim,_, || X1, = [|X||oc- O

Proposition 2.14 (inégalité de Minkowski)
Soitp>1. St X,)Y € LP, alors X +Y € LP et

X+ Yl < X1 + 1Y [lp-

Preuve: On observe que p et ]% sont conjugués. En utilisant I'inégalité triangulaire et
I'inégalité de Holder,
X +YI[L=E(X+Y)

<SE(X|X+YP '+ Y| X +Y]PY)
< (Xl + 1Y 1) 1+ Y P
= (1X1lp + 1Y llg) 1X + Y5~
C’est le résultat si || X + Y|, # 0. L’'inégalité est triviale si || X + Y|, = 0. O

REMARQUE: De I'inégalité de Minkowski on déduit que || - ||, est une semi-norme (pas norme)
sur LP (en effet || X||, = 0 n’implique pas X = 0, mais seulement X =0 p.s.). O

On introduit sur £° la relation suivante:

X ~Y =X=Y ps. = {X # Y} est négligeable.
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On peut montrer que cette relation est une relation d’équivalence.

On notera LP = LP(Q,A,P) l'espace quotient de LP par cette relation d’équivalence. Ainsi
un élément X de LP s’identifie a un représentant de la classe de tous les éléments Y € LP tels
que X =Y p.s.

Proposition 2.15 Pour tout p > 1, l'espace LP est un espace vectoriel normé complet (de
Banach,).

Nous démontrerons ce résultat au §4.3.

REMARQUE: Pourp et q conjugués et 1 < p < oo le dual de LP est L. Autrement dit, les formes
linéaires continues sur LP sont les variables aléatoires de la forme ILP 5 X — E(XY) € R,
pour Y € L9. De plus | X ||, = sup{E(XY) : |Y]|; < 1}. On prendera garde au fait que L!
n’est pas en général le dual de L*°. O

On pourra utiliser des arguments géométriques dans les espaces L? par le suivant :

Proposition 2.16 L’espace L? est un espace de Hilbert pour le produit scalaire < XY >=
E(XY).

2.5 Fonctions caractéristiques

On a deja vu que la fonction de répartition d’une variable aléatoire X caracteérise sa loi.
Autrement dit, sur R par exemple, la donnée de

Fx(t) =E(_wg(X)), teR

détermine la loi de X. Mais comme les indicatrices sont des fonctions boréliennes bornées, la
donnée de E(¢(X)) pour toute fonction borélienne bornée ¢ caractérise la loi P x. Par exemple
1)_w,s) peut étre approchée par

lsiz<t
On(x) =< 1+n(t—x) sitéxét—i—%
0siz>t+ %
11 s’ensuit (par convergence dominée) que la donnée de E(¢(X)) pour toute fonction continue
bornée ¢ sur R caractérise Px. On peut approcher les fonctions indicatrices par des fonctions

C*° bornées; donc la donnée de E(¢(X)) pour toute fonction infinement dérivable bornée
caractérise Px. Dans ce paragraphe on prendra la famille des fonctions sinus et cosinus.

Définition 2.8 Soit X un wvecteur aléatoire sur (,AP) a valeurs dans RY. On appelle
fonction caractéristique de X ou transformée de Fourier de sa loi, et on note ¢yx,
la fonction a valeurs complezes

RY5t s px(t) =E (e5%7) = / "<t Py (dx)
Rd

=E(cos < t,X >) +iE(sin < t,X >).
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REMARQUE: La fonction caractéristique est bien définie car x +— e'<“*> est bornée donc

intégrable par rapport a Px. O

REMARQUE: Si X est & densité f par rapport & la mesure de Lebesgue sur R?, alors

Ox (t) — / ei<t,x>f(x)dx
R4
est aussi appelée la transformée de Fourier de f. O

Exemple: (loi gaussienne)
Soit X ~ N (0,1). Alors

iy eitxf:pQ/Q 2/
x(t) =E (e :/dzrze_ .
ex(t) ( ) R V21
En effet, soit z = a + ib € C. Comme |ze*®~7"/2| < |z]e®**"/2 avec Jz |z|em 7" /2dz < o0, la

fonction complexe
zx—x2/2

R V27
est holomorphe (on peut dériver sous le signe intégrale). En calculant cette intégrale pour z
réel, par exemple z = a on trouve

Cozm dr € C

.2
00T z%/2

L

2
r=e% /2,

Comme la fonction complexe
2
Coz—e*/2eC

est aussi holomorphe et coincidant sur R & celle introduite ci-dessus, elles coicident sur tout
C: y
e#T—T 2
/ —dx = eZQ/Z,Vz e C.
R V27

En particulier, pour z = it on trouve la fonction caractéristique de la loi gaussienne standard.
SiY ~ N(m,o?), alors Y = 06X +m, ot X ~N(0,1), et on trouve

t20'2

pr(0) = B (e) = ¢ (¢1%) = =

Théoreme 2.5 La fonction caractéristique caractérise la loi, c’est-a-dire, px = @y si et
seulement si Px = Py.

Preuve: Supposons, pour simplifier, que X et Y sont deux variables aléatoires réelles. On va

noter, pour o > 0,
1 . 2/9.2 & t2o
e " /20

o@) = gt

D’apres I'exemple précédent

/fa(:z:)emdx = fa(t),
R
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donc

Supposons maintenant que px = @y. En admettant qu’on puisse échanger l'intégration en
dx et ’espérance, on peut écrire

BUAX =9 = B| s [ fola)e o0 ]

1 T o /o2
— v\ —isz/o d
Jo @ o () 1

La méme égalité est vraie pour Y. Donc

E[f(X)]=E[f(Y)],

pour toute fonction de la forme f(t) = fs(t—s) pour s € R et 0 > 0 arbitraires. Par conséquent
aussi pour toute fonction f dans l’espace vectoriel engendré par ces fonctions. D’apres le
théoreme Stone-Weierstrass, cet espace est dense dans ’espace Cy des fonctions continues sur
R et ayant une limite nulle & I'infini, pour la topologie de la convergence uniforme. Ainsi

E[f(X)] =E[f(Y)],Vf € Co.

Mais si O est un ouvert, 1p est limite croissante de fonctions de Cy. On en déduit que
Px(0)=E[1p(X)] =E[1o(Y)] = Py(0),YO ouvert
ce qui implique Px = Py. O

Une autre preuve: On suppose toujours que X et Y sont deux variables aléatoires réelles.
Par calcul direct (voir aussi la loi de Laplace)

. 1 1 2\
it —)\|x\d _
/Re Sl W W A U IR

ot —ap) = Lo et

:/PX(aly)/d:Uei(lt_s)’”e_Mac :/e_isze_Mzng(x)dm
R R R

ou dans la derniere égalité on a utilisé le théoreme de Fubini. Soit f une fonction continue
a support compact. En appliquant a nouveau le théoreme de Fubini et un changement de

variable, on en déduit
2A
ds f(s /P dy) ——————
/R f()]R X(y)/\2+(y_5)2

_ /R Px(dy) / du fly — Au)——

On peut écrire

1+ u?
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Pour A | 0, Dintégrant [, f(y — )\u)#du converge vers 27 f(y) en restant dominé par

27| f||oo- Ainsi, par convergence dominée
B = [ S@Px(dy

dx

%.

= lim dsf(s)/Re_isxe_ngpX(x)

A0 Jr

Le terme de droite est une fonction de f et de px, et donc px caractérise bien la loi Px. O

Exemples: i) Si X = a p.s., a € R?, alors Px = d,, donc px(t) = e<he>,

p
i) i X ~y(pA) alors px () = (527)

Proposition 2.17 Soit X un vecteur aléatoire a valeurs dans R%. Alors :

i) lex ()] < 1.
it) ox(—t) = ox(t).
iit) px(0) =1.
i) @x est uniformément continue.

v) px est “de type positif”:

Vn € N* Vi1, ... tn € R4 V2, ... 2, €C,

n
Z @X(tk — tj)ZkEj 2 0.
jik=1

Preuve: On a |px ()] <E (|e<t*>|) = E(1) = 1 et px(0) = E(1) = 1.
Pour prouver (ii) on écrit

ox(t) = E(e<tX>) = E <€i<t,X>) = B (eIt

—E (ez‘<—t,X>) — SOX(_t)-

Pour montrer (iv) on calcule, pour ¢, h € R?
ex(t+h)—px(t)=E (ei<t+h,X> _ €i<t,X>>

_E [ei<t,X>€%<h,X> (€%<h,X> _ ef%’<h,X>)}

)

; i . <hX>
— E |:€l<t,)(>e2<h,)(>2Z sin ’:|

d’ou
<hX >

lox(t+h) —ox(t)] <E [2rsin @ < [(h]1X]) A 2).
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Le membre de droite de cette derniere inégalité tend vers zéro quand |h| tend vers zéro
indépendament de t.
Enfin, pour (v),

n n
Z QOX(tk o tj)zkzj — Z E (ei<tk*tj,X>) 21Zj
j=1 j=1

n

n
E <Z ei<tk,X>Zk> Z ei<ftj,X>Zj
k=1 j=1

n n
-E (Z 6i<tk,X>Zk> 2 :ei<t]-,X>Zj

J=1

n 2

E €Z<tk , X > 2k

k=1

= 0.

a

REMARQUE: L’intérét de la proposition précédente réside surtout dans le fait qu’elle admet
la réciproque suivante (théoréeme de Bochner): une fonction ¢ vérifiant les conditions iii)-v)
est la fonction caractéristique d’un vecteur aléatoire. O

REMARQUE: 1l existe plusieurs formules dites d’inversion permettant d’obtenir effectivement
la loi & partir de la fonction caractéristique. En voici une possible (théoreme d’inversion de
Fourier) : Soit ¢ une fonction caractéristique intégrable par rapprt a la mesure de Lebesque
sur R, Alors ¢ est la fonction caractéristique d’un vecteur aléatoire X admettant la densité
continue bornée donée par:

f(x) = (271r)d /Rd e ShT> (1) dt.

Proposition 2.18 Soit X une variable aléatoire réelle de fonction caractéristique ox .
i) St X admet un moment d’ordre k € N*, alors, px est k fois dérivable, de dérivée (-ieme

(£ < k)
J4 . i
gog() (t)=1i'E (Xge tX) .
En particulier, @%)(0) = i'B(XY).

i1) St px est k fois dérivable en 0, k € N*, alors X admet des moments d’ordres plus petits
ou égaux a 20 < k.

Preuve: i) On peut voir que, pour tout t € R,
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En effet, fi(u) = i fou e®dz est de module plus petit que |u| et par récurrence, f,(u) =
i [y fa—1(z)dz est de module plus petit que |u|"/(n!). On suppose que E(|X|) < oo et on
prouve que px est dérivable en tout point ¢ € R. Pour tout h # 0

t+h)—ox(t € —1

QOX( + ) (IOX( ) _/eltre PX(dm)
h R h

D’apres I'inégalité ci-dessus pour n = 1,

ih:r:_l
h

eitx €

’<|m|

fonction qui est intégrable par rapport a Px indépendament de h. Par le théoreme de

convergence dominée
) thr _ 1
itw

(1) = i P
x () pm, e . x(dx)

= / 2Py (dr) =B (XeitX) .
R

Les dérivées d’ordres supérieurs se calculent de la méme facon.

ii) D’apres le fait que p — || - ||, est croissante, il suffit de prouver 'existence des moments
d’ordre pair inférieur & 2¢ pour assurer celle des moments d’ordre inférieur a 2¢. Supposons
montrée 'existence du moment d’ordre 2r, ce qui est vrai pour r = 0. D’apres la premiere
partie de la proposition,

P27(0) = (Re px)®)(0) = (—~1)"E(X?"),

puisque la partie imaginaire Im ¢ x est impaire. On en déduit

r _ (Repx)®)(h) — (Repx)@)(0)
-1 r+1 (2 +2) — ] (
(=1 oy 77(0) = lim h

. 1 — cos hx
= lim [ 22" ————

Px(dx).
h—0 Jr 2h2 X( x)

En effet, par calcul direct on voit que, par exemple pour k = 1

1 [dx(?h) — ¢’ (0) N ¢ (0) — 'y (—2h)

" T
Px(0) = Jim 5 2h 2h

20’y (2h) — 2y (—2h)

= li
B0 8h
1
= lim — — _
lim 75 [ox (2h) = 20x(0) + ¢x (=2h)]
eiha: _ e—ihz 2
= 1i —— ) Px(d
) R( 2h > x(dx)

. o (sinhz 2
=—lim [ x . Px(dz).
R

h—0 X
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Par le lemme de Fatou on conclut que

/x2r+2PX(dx) < (—1)T+1@S?T+2)(0) < 0.
R

Od
REMARQUE: En général, une loi n’est pas caractérisée par ses moments. O
g ) p b

Définition 2.11 Soit X un vecteur aléatoire sur (,A,P) a valeurs dans R%. On appelle
fonction génératrice des moments de X ou transformée de Laplace de sa loi, et on
note

lx(s)=E (e_<S’X>) ,

—<5,X>

la fonction définie pour les valeurs de s pour lesquelles e est intégrable.

REMARQUE: La transformée de Laplace, si elle est finie sur un voisinage de 0, caractérise
la loi, comme la transformée de Fourier. O

Proposition 2.19 Soit X une variable aléatoire réelle telle que e™X est intégrable pour s

dans un intérvalle contenant 0. Alors la transformée de Laplace £x est définie sur un intérvalle
contenant 0. De plus elle est analytique sur un voisinage de O et

nen

x(s) = 3 0 e,

n>0

pour tout s dans ce voisinage. En particulier,

i (X) = E(X") = (=1)" (¢x)™ (0).

2.6 Retour sur les lois de probabilités usuelles

1. Loi de Bernoulli.
Si X ~ B(1,p), alors
E(X) = p, Var(X) = p(1 - p)
et
px(t) =1—p+pe”

2. Loi binomiale.
Si X ~ B(n,p), alors

et

3. Loi uniforme.
Si X ~U(1,...,r), alors
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et .
1 ,1—¢e"
t) = —e" :
Px(t) PO 1 et
4. Loi géométrique.
Si X ~ G(p), alors
IL—p
E(X) = -, Var(X) = e
et y
pe’
t -

5. Loi de Poisson.
Si X ~ P(A), alors

et

6. Loi hypergéométrique.
Si X ~ H(N,n,p), alors

7. Loi multinomiale.
Si(Xq,...,Xq) ~ M(n,p1,....pn), n €N, alors

E(X1,...,.Xq) = (np1,...,npq),

Var(X;) = np;(1 — pj), Cov(X;,Xi) = —np;pk

et
d . "
ox(t1,...ta) = ije”jpj
j=1
8. Loi uniforme.
Si X ~ Uy ), alors
a+b b—a)?
et ith ¢
elith _ pita
t J—
ex(t) it(b—a)
9. Loi exponentielle.
Si X ~ &E(N), alors
1 1
E(X) = X,Var(X) = ﬁ

63
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et 3
px(t) = —
10. Loi gamma.
Si X ~ v(p,\), alors
E(X) = %Var(X) = f2

et

10. Loi de chi-deux.
Si X ~ x%(n), alors

et 1
t p—
ex(0) = gy
11. Loi beta.
Si X ~ B(p,q), alors
B(p+1,q) Pq
E(X) = ,Var(X) = .
(%) B(p,q) (X) (P+q?p+q+1)

11. Loi de Laplace.
Si X suit une loi de Laplace, alors

E(X)=0,Var(X) =1

et 1
)= ——
12. Loi de Cauchy.
Si X suit une loi de Cauchy, alors
px(t) =e M.

13. Loi de Gauss (ou normale).
Si X ~ N (m,0?), alors

E(X) = m, Var(X) = o*
et

2,2
. ot
mit— 3

px(t) =e

13. Loi de Gauss (ou normale) multidimensionnelle.
Si (Xq,...,X4q) ~N(m,X), alors

E(Xl,...,Xd) = m,KX =3

et

. 1%
@X(tly o 7td) — ez<m,t>75t Et.
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2.7 Exercices

2.1. Calculer 'espérance, la variance, la fonction caractéristique et éventuellement la fonction
génératrice et la fonction génératrice des moments pour les lois de probabilités usuelles.

2.2. Deux joueurs A et B jouent & un jeu d’argent. A gagne avec probabilité p, 0 < p < 1, et
il mise une somme de s, tandis que B gagne avec une probabilité 1 — p, en misant une somme
s'. Le vainqueur empoche le total des enjeux. Trouver une condition portant sur p,s,s’ pour
que le jeu soit équitable.

2.3. Calculer l'espérance, la variance et la fonction caractéristique des variables aléatoires
décrites dans les exercices 1.20, 1.21, 1.23, 1.24, 1.25, 1.28, 1.33, 1.34.

2.4. Une urne contient r boules dont 2 rouges et r — 2 noires. On effectue r tirages sans
remise et on note X le rang du premier tirage d’une boule rouge et Y le rang du second
tirage.

(i) Trouver la loi de (X,Y') et de ses marginales.

(i) Calculer Cov(X,Y).

2.5. (i) Une personne a n clés dans sa poche et veut ouvrir sa porte dans I'obscurité. Elle
prend au hasard les clés les unes apres les autres et les essaye. On note X le nombre de clés
qu’elle essaye avant de trouver la bonne. En supposant qu’une clé une fois essayée est ensuite
mise de coté, quelle est la probabilité que cette personne tire la bonne clé a la k-éme tentative?
Quelle est la loi de X, son espérance, sa variance?

(ii) Une urne contient N boules numérotées de 1 & N. On extrait ces boules de 'urne les
unes apres les autres, au hasard et sans remise, et on note Ry le numéro porté par la k-eme
boule tirée de I'urne. Donner la loi de Ry, son espérance et sa variance.

(iii) On note Wy = Ry + ... + Ry. Calculer 'espérance de Wy. Trouver la loi du couple
(R;,Ry), j # k, et montrer qu’elle ne dépend pas de (j,k). Calculer E(WZ), E(R;Ry), puis la
variance de Wy.

2.6. Calculer 'espérance de la variable aléatoire X décrite dans I’exercice 1.23 (i) en remarquant

que

P(X = k) = ip(g — k) + %P(n _ k), VkEN,

oun=C_+1etouf et sont deux variables de loi P(2).

2.7. Soit Y une variable aléatoire uniforme sur {a,a + 1,...,b}. A partir des expressions
de lespérance et de la variance de la loi U(1,2,...,r) déduire E(Y) et Var(Y).

2.8. Soit X ~ G(p) et soit n € N*.

(i) On note Y = inf{X n}. Calculer E(Y).

(ii) Une urne contient 2 boules rouges et 3 boules noires. On tire succesivement et avec remise
a chaque fois une boule de I'urne et on cesse les tirages des qu’une boule rouge est sortie. On
désigne par Z le nombre de boules noires obtenues pendant I’expérience. Calculer E(Z) et

Var(Z).
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2.9. Soit X une variable aléatoire positive de fonction de répartition Fx. Soit ¢ une fonction
positive, croissante de classe C! sur [0,00][, nulle en 0.
(i) Montrer que

B($(X)) = / T (61— Fy(t)dr.

(ii) On suppose que ¢(X) est intégrable. Montrer que

lim ¢(t)P(X > t) = 0.

tToo
Cas particulier ¢(t) = t", n € N*.
2.10. Soit X une variable aléatoire réelle de densité

fx(z)=c [x]l[oyl] () + (2 — a:)]l[m}(z)] .
Calculer ¢, pup(X), n € N* et Var(X).

2.11. (i) Soit X un vecteur aléatoire & valeurs dans R? d’espérance E(X) et de matrice
de covariance Kx. Soit A une matrice p X d et u € RP. Montrer que

B(u+ AX) = u+ AE(X), Kypax = AKA.

(ii) Soit le couple aléatoire (X,Y") d’espérance (_ ) et de matrice de covariance

1

1 -1
(47
Vérifier que la matrice K est semi-définie positive et ensite calculer 'espérance et la matrice
de covariance de (X +1,X —Y, X +Y).

2.12. On a étudié la glycémie des individus et on a observé qu’elle suit la loi normale.
Sur un échantillon de 300 individus on a constaté que 20% des glycémies sont inférieures a
0,82¢/1 et que 30% des glycémies sont supérieures a 0,98¢/l. Déterminer la glycémie moyenne
et I’écart-type par rapport a cette moyenne de la glycémie d’un individu.

2.13. Soit X ~ N(0,1) et on note Y = X?2. Trouver la loi de Y et calculer son espérance.

2.14. On pose
c 1
fzy) = 5-exp | =5 (32" = Bzy +y7) |-
(i) Déterminer ¢ pour que f soit la densité d’un couple aléatoire (X,Y").
(ii) Trouver les lois marginales et calculer le vecteur espérance et la matrice de covariance de
(X,Y).

2.15. (i) Soit X ~ ~(p,\). Montrer que X € L", pour 1 < r < oo, mais que X ¢ L.
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Mémes questions pour X ~ N(0,1).
(ii) Soit Y une variable aléatoire de densité

p
fr(z) = ﬁﬂ[l,oo[(x)ap > 1.

Montrer que Y € L, pour r < p et que Y ¢ LP.
iii) Construire une variable Z telle que Z € LP et Z ¢ L, pour tout r > p.
q p p

2.16. Soit X une variable aléatoire réelle telle que pour tout ¢ > 1,
c
P(X| >0 < =,

ouc>0et a>1. Montrer que X admet un moment d’ordre k, pour tout k € N*, k < «.

2.17. Soient p,q,r €]0,00[ tels que % =
XY elL"etona

+ =. Montrer que si X € L? et Y € L9, alors

1
7

D=

XY < [1X 1 [1Y 1lq-

2.18. Montrer que la fonction caractéristique est a valeurs réelles si et seulement si X et —X
ont la méme loi.

2.19. Montrer que la conjuguée et la partie réelle d’'une fonction caractéristique sont aussi
des fonctions caractéristiques.

2.20. Soient ¢ et 1 deux fonctions caractéristiques et p € [0,1]. Montrer que pp + (1 — p)y
est encore une fonction caractéristique.

2.21. Soit la fonction

2 .2
o) = L)

(i) Montrer qu'il existe un couple aléatoire (X,Y") a valeurs p.s. dans [—1,1] de densité f.
(ii) Trouver les lois et les fonctions caractéristiques de X et Y.

T -1,1(@y).

2.22. Soit X une variable aléatoire telle que E(e**) < oo, pour A > 0 (ou seulement
0 < A < Ag). Montrer que, pour tout ¢t € R,

P(X >1t) <e 1O,
ol I(t) := supy (At — InE(e™)).
2.23. Soit X ~ A(0,1).

(i) Trouver la densité fy de Y = e¥ et calculer p,(Y), n € N*,
(ii) On note Yy, |a| < 1, la variable aléatoire de densité

fv,(x) = fy(z) (1 +asin2nInx).

Calculer py,(Ys), n € N*.
(iii) En déduire que les moments ne caractérisent pas la loi de probabilité.
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Chapitre 3

Indépendance

3.1 Indépendance

Définition 3.1 Sur un espace de probabilité (Q2,A,P), deux événements A,B sont dits indépendants

: P(AN B) = P(A)P(B).

Exemple. On jette deux dés, un rouge et un noir. Les événements
A = { le dé rouge montre un nombre strictement supérieur a 4 }
et
B = { le dé noir montre un 4}.

sont indépendants, car les deux dé le sont. Pour modéliser on considere
(QAP) = ({(,)) 4,5 =1,2,3,4,5,6},P(2),P), P la probabilité uniforme.

Alors,

A={(5.1),....(56),(6,1),....(6,6)}, P(A) = %
B={(14),....(64)},P(B) = é
donc

AN B = {(54),(64)}, P(AN B) = % _ P(A)P(B).

REMARQUE. Si A,B sont deux événements indépendants, alors A,B¢, A% B et A° B¢ sont des
paires d’événements indépendants. Ainsi on peut dire que les tribus o({A}) et o({B}) sont
indépendantes.

Définition 3.2 Soit (2,A,P) un espace de probabilité.
a) Une famille quelconque d’événements A; € A, i € I, est mutuellement indépendante
st pour tout J C I fini

P4 ] =]]P«).

jeJ jeJ
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b) Une famille quelconque de sous-tribus A; C A, i € I, est mutuellement indépendante
si toute famille d’événements A; € A;, i € I, est mutuellement indépendante.

Exemples: i) Soit (2,.4,P) = ([0,1],8([0,1]),A\) et soit, pour tout n € N*

A= U ]2gé;1%2é;1}.

1<j<2n—t

La famille {4,, : n € N*} est mutuellement indépendante.
ii) On jette deux dés, un rouge et un noir. Les événements

Ay = { le dé rouge montre un nombre impair },

Ay = { le dé noir montre un nombre impair },
As = { la somme des deux dés est un nombre impair }

sont trois évévenements indépendants deux a deux (c’est-a-dire, A1,As sont indépendants,
As, A3 sont indépendants et A1,As sont indépendants), mais ne sont pas indépendants mutuellement:

pour 4,j € {1,2,3}, i # j,

1 1
P(Al) = §,P(Al N AJ) = Z’P(Al NAsN Ag) =0.

Par la suite par le mot “indépendance” on désigne “indépendance mutuelle” (et toute
autre forme d’indépendance, plus faible, sera précisée explicitement).

Proposition 3.1 Si £1,E2 sont deux familles d’ensembles stables par intersection finie (ou
deuz algébres) indépendantes, dans l'espace de probabilité (2,A,P), alors les tribus o(&1),
o(&2) sont indépendantes.

Preuve. Soit A; € &;. La classe monotone

My = {AQ € 0(52) : P(A1 N Ag) = P(AI)P(AQ)}

des événements indépendants de A; contient £. Elle contient donc la classe monotone engendrée
par & et par le théoreme de classe monotone, elle contient o (7). Soit maintenant Ay € o ().
La classe monotone

My = {Al S 0'(51) : P(Al N AQ) = P(Al)P(AQ)}
des événements indépendants de Ay contient £ d’apres ce qui précéde et donc o(&7). 0.
Définition 3.3 Une famille quelconque de variables aléatoires X;, i € I, sur (Q,AP) a
valeurs dans (E;,B;) est (mutuellement) indépendante si la famille des tribus engendrées

par les X; est (mutuellement) indépendante, c’est-a-dire, pour tout J C I fini et tous les
ensembles mesurables Bj € Bj, j € J,

P(XjGBijEJ):P m{XjGBj} :HP(XjEBj).
= jeJ
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Exemples: i) On reprend 'exemple du jet de dés rouge et noir. Soient
Xl(Zh]) = 27X2(Za]) = ja
les projections de §2 sur la premiere et la seconde composante. Alors
_ _ 1
P(ANB) =P (X7 '({5,6}) N X3 ({4})) = P{(5.4),(6.4)}) = 15 = PAP(B),

donc A et B sont indépendants. On vérifie que X; et Xo le sont aussi. La tribu o(X1) est
formée des ensembles A; x {1,2,3,4,5,6} avec A; C {1,2,3,4,5,6} et la tribu o(X3) est formée
des ensembles {1,2,3,4,5,6} x By avec By C {1,2,3,4,5,6}. Donc si A € 0(X1) et B € o(X2)
sont non vides, alors

A=Ay x{123456},B=1{123456}x B,

et

1 1 1
P(ANB) =P(A; x By) = B > % = Z G Z 5 = P(A)P(B2) = P(A)P(B).
(i,j)€EA1 X B2 i€A1  jEBs

ii) La famille de variables aléatoires

n ) n
1g<en-t 2

Xp=14,= > ]1] 21y 2517, EN

de [0,1] dans {0,1} est indépendante. La loi commune des X,, est une loi de Bernoulli de
parametre %

REMARQUE : Lorsque les tribus B;,¢ € I sont engendrées par des familles &;,7 € I stables
par intersection finie il suffit de prendre les ensembles Bj,j € J dans chaque famille de
générateurs &;,j € J.

REMARQUE : Soit X;,7 € I une famille de variables aléatoires indépendante a valeurs dans
(E;,B;) et soient g;,i € I fonctions mesurables de (F;,5;) dans (F;,C;). Alors la famille de
variables aléatoires Y; = ¢;(X;),i7 € I est une famille de variables aléatoires indépendantes.
En effet, en remplagant les tribus indépendantes A;, i € I par des tribus plus petites A, C A;,
i € I, nous obtenons une nouvelle famille de tribus indépendante. Aors la remarque resulte
du fait que o(Y;) = 0(9:(X;)) C o(X;) pour tout i € I.

REMARQUE : On a equivalence entre A;,i € I événements indépendants, o(A;),i € I tribus
indépendantes et 14,,7 € I variables aléatoires indépendantes.

Il est utile de reformuler 'indépendance des variables aléatoires en terme de lois de ces
variables. On a vu que lorsqu’on donne un vecteur aléatoire X = (X1, ...,Xy), sa loi détermine
toutes les lois marginales, c’est-a-dire la loi de chacune des X ;. On a aussi vu que la réciproque
est fausse en général; néanmoins si les coordonnées sont (mutuelement) indépendantes, les lois
marginales déterminent la loi du vecteur.

Proposition 3.2 Soit (X1,...,X4) une famille finie de variables aléatoires indépendantes
sur (2,A,P) a valeurs dans R". La loi P(x, . x, du vecteur aléatoire sur (R™ B(R")) est
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égale au produit des lois marginales Px, ® ... ®@Px,. Réciproquement, si la loi du vecteur est
égale au produit des marginales, alors les variables sont indépendantes.

Preuve. Pour simplifier on va supposer d = 2 et » = 1. Par définition Px, ® Px, est l'unique
probabilité sur R2 = R x R telle que

PX1 X PX2(31 X Bg) = PX1 (Bl)PXQ(BQ),VBl,BQ S B(R)
Supposons X1, Xo indépendantes. Alors
P(x,.x,)(B1 X B2) = P(X{'(B1) N X5 '(B2)) = P(X{(B1))P(X; ' (B2))

= PX1 (Bl)PXz(BQ) = PX1 ® PXQ(Bl X BQ)

L’égalité s’étend a la famille des réunions finies disjointes de pavés (fermée a l'intersection
finie) laquelle engendre B(R?). La réciproque se déduit de l'identité précédente et de la
définition de la loi, car

P((XI,XQ) € By X Bg) = PX1 (Bl)PX2 (BQ)
équivaut a
P(X{!(B1) N X5 ' (B2)) = P(X{ ' (B1))P(X; ' (Bs)). O

REMARQUE : Supposons que les densités marginales de X; et X, sont a densité fx, alors la
probabilité produit a la densité fx, fx,. La proposition précédente montre que si les variables
aléatoires X1,Xs sont indépendantes alors le couple a une densité donnée par

fx,x0)(T1,22) = fx,(21) fx, (22), V1,22 € R,

Réciproquement, si la densité du couple (X1,X2) admet une décomposition de type

f(X1,X2)(xay) = g(:l:)h(y),V:L‘,y €R,

ol g,h sont deux fonctions intégrables positives, alors g et h sont, a des facteurs positifs pres,
les densités marginales de X7 et X5 et X1, X5 sont indépendantes. Cette propriété se généralise
au cas de plusieurs variables aléatoires.

REMARQUE : Pour deux variables réelle discretes, X7,Xo sont indépendantes si et seulement
si

P(Xl =x1,X9 = I‘Q) = P(Xl = xl)P(XQ = .Z‘2),V.CU1,1I2 e R.

Proposition 3.3 Une famille quelconque de variables aléatoires {X; : i € I} sur (,A,P) a
valeurs dans (BBr¢,B(R?) est indépendante si et seulement si pour toute famille finie J C I
et toute famille finie de fonctions réelles boréliennes bornées ou positives ¢; j € J,

E|[T6:(X) | = [1E@;(xX).

jeJ =
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Preuve. Supposons la famille {X; : i € I} indépendante et soit J C I une partie finie, par
exemple J = {1,...,n}. Par le théoréme de Fubini et la définition de la mesure produit

E([ex) ] = / TT 65 dP ..y (1 - )
j=1 j=1

— [Tl estees o @ dPx, (o) = [T [ oswdpy, o) = [[E0(5).

La réciproque s’obtient en considérant pour les fonctions ¢; = 1p;, B; boréliens. O
Proposition 3.4 La famille (X1,...,X) de variables aléatoires a valeurs dans respectivement
R™ ... ,R" est indépendante si et seulement si pour tout (t1,...,t5) € R™ x ... x R,

SO(Xl,...,Xd)(tla oo 7td) =YX (tl) - PXy (td)a

ou, pourry =...=rq =1,
F(X1,...,Xd)(t17 S ,td) = F‘X1 (tl) - FXd(td)-

Preuve. Le produit ¢y, ... ¢x, est la fonction caractéristique de la loi produit Py, ®...®Px,
et le résultat s’ensuit car la fonction caractéristique caractérise la loi. Une autre preuve serait
de prendre les fonctions bornées e<%-%i> dans la version complexe de la Proposition 3.3.
Pour les fonctions de répartition on applique la Proposition 3.3 avec les fonctions bornées

ﬂ],oo’tj](xj)- O

REMARQUE. Un cas particulier de la Proposition 3.3 est que si X7, ...,X; sont indépendantes
et intégrables alors

E(X; ... X,) =B(X1).. . E(Xy).

Cette propriété ne caractérise pas l'indépendance. Elle décrit une propriété plus faible:

Définition 3.4 Deux variables aléatoires réelles X,Y € L2(Q,A,P) sont dites non corrélées
51
E(XY)=EX)E(Y) < E(X -EX)))(Y —E(Y))) =0.

On dit aussi que les variables centrées X —E(X) et Y —E(Y) sont orthogonales dans L? (pour
son produit scalaire).

Exemples. i) Deux variable aléatoires indépendantes de carré intégrable sont non corrélées.
ii) Soit X ~ A(0,1) et on note Y = X2. Alors X et Y sont non corrélées. En effet, elles sont
de carré intégrable et

E(XY) =E(X?) =0 = E(X)E(Y),

par les calculs des moments des variables gaussiennes centrées. Toutefois X,Y ne sont pas
indépendantes car

PIX>1Y>1)=P(X >1)£P(X > 1)PY > 1),
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puisque P(Y 2 1) S 1 =P(Y > —).

Proposition 3.5 (identité de Bienaymé et inégalité de Bienaymé-Tchebytchev).
Si Xq,...,X4 sont deuz-a-deux non corrélées, alors

d d
Var [ Y X; | =) Var(X;).
j=1 j=1

On peut en déduire l'inégalité
d 1 d
P> (X —EX)| >t < t—QZVar(Xj),t>0.
j=1 j=1

Preuve. Les variables X; — E(X;) et X; — E(X}), j # k, sont orthogonales dans L2, donc

2
d d
Var [ > X; | =B (X; — E(X)))
j=1 j=1
d d
= > E((X;-EX))(Xx—E(Xp) =Y B((X; -E(X;))?) =) Var(X;).
1<,k<d j=1 j=1
L’inégalité Bienaymé-Tchebytchev est une conséquence de 'inégalité de Tchebytchev. O

3.2 Sommes de variables aléatoires indépendantes

On a vu que pour des variable aléatoires X7, ...,X, indépendantes de méme loi et de carré
intégrable, 'inégalité de Bienaymé-Tchebytchev montre que si ¢ > 0,

n

P (X, —E(X)| = tv/n | <

j=1

Var(X 1)
t2 '

Ainsi I'ordre de grandeur de la somme 37 (X; — E(X1)) est au plus y/n (on peut dire que

> j—1 Xj ressemble a un terme déterministe nE(X1) de I'ordre n si E(X10 # 0 plus un terme

aléatoire de l'ordre au plus y/n). On va évaluer la loi de Z;-Zzl X On précisera la loi du terme

aléatoire au chapitre IV. La somme de variables aléatoires indépendantes joue un role essentiel

en probabilités et donc on calculera sa loi.

Proposition 3.6 Soient X etY deux variables aléatoires réelles indépendantes sur (2,A,P).
La loi de la somme X +Y est donnée par le produit de convolution Px x Py des lois Px
et Py, défini pour toute fonction borélienne bornée ¢ : R — R, par

/ o()(Px + Py)(dt) = / 6z + y)Px (dz)Py (dy).
R R2
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Preuve. Soit g(z,y) = = + y et on écrit le théoréme de transport:

/R S0P x 1y (df) = E (6(X +Y)) = E(¢0 g(X,Y))

/ 60 g(z.)dP (x y)(z.9) / 60 g y)d(Py @ Py) ()

- /R2 d(z + y)Px (dz)Py (dy).

0.

REMARQUE: Le produit de convolution vérifie un certain nombre de propriétés algébriques
issues de sa description en terme de variables aléatoires, mais qui ne suffisent pas a le
caractériser:
i) (élément neutre) Px xdp = Px (car X + 0 = X);

) (commutativité) Px x Py =Py xPyx (car X +Y =Y + X);
iii) (associativité) (Px xPy)x Pz =Px * (Py xPyz) (car (X +Y)+ Z =X+ (Y + 2));

) (distributivité) Px x (APy + (1 — A)Pz) = AM(Px xPy) + (1 — A\)(Px x Pz), pour tout
A € [0,1]. O

iv

REMARQUE: Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes a valeurs dans N. Alors
la loi de X +Y est donnée par

P(X+Y:n):ZP(X:j)P(Y:n—j).

En effet, {X +Y =n} =U]_{X =jY =n—j} et il suffit de remarquer que les événements
sont incompatibles et d’ut1hser I'indépendance de X et Y. O

REMARQUE: Soient X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes ayant les densités

par rapport a la mesure de Lebesgue f et ¢g. Alors la somme X + Y a une densité h par
rapport a la mesure de Lebesgue, donnée par le produit de convolution des fonctions f,g

Wz) = (f *g)(z /fw— dy—/Rg(x—y)f(y)dyz(g*f)(w),:vGR

En effet, si ¢ est une fonction borélienne bornée

/ H(5) (P * Py)(dt) = / 6(x + y)Px (dx)Py (dy)
R R2

=[] eta s ws@atnasds = [[ o5 =awaes = [ ooy

Ce produit de convolution a un effet “régularisant” car la fonction h est continue bien que f

et g sont seulement mesurables (et positives d’intégrale 1). O
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Les fonctions caractéristiques fournissent un autre moyen de déterminer la loi de la somme
de deux variables aléatoires indépendantes.

Proposition 3.7 Si X etY sont deuz variables aléatoires réelles indépendantes sur (2,.A,P),
la fonction caractéristique de leur somme est donnée par le produit des fonctions caractéristiques

ox+y(t) = px(t)py(t),t € R.

Preuve. Il s’agit d’une conséquence de la Proposition 3.3, car pour tout ¢ € R,

pxr(t) = E (")) = B (X)) = B () B () = px(pr (1)
O

REMARQUE: Il ne faut pas confondre la fonction caractéristique d’un couple aléatoire dont
les coordonnées sont indépendantes

pxy)(st) = ex(s)ey (1), (sit) € R?

avec la fonction caractéristique de la somme

oxiy(t) = ox )y (t),t € R.

Exemples. i) Si X =a p.s. et Y =b p.s., alors X et Y sont indépendantes, et
X+Y =a+0b0ps. < dg*0p=0gtb-

ii) Si X ~P(\) et Y ~ P(u) sont indépendantes, alors X +Y ~ P(A + p).

iii) Si X ~ B(n,p) et Y ~ B(m,p) sont indépendantes, alors X +Y ~ B(n + m,p).

iv) Si X ~ y(p,\) et Y ~ ~v(q,\) sont indépendantes, alors X +Y ~ ~v(p + ¢,\).

v) Si X ~ N(m,0?) et Y ~ N(n,72) sont indépendantes, alors X +Y ~ N(m + n,0% + 72).
vi) On jette une piece n fois et on veut savoir la loi du nombre de pile. On modelise les n
jets par n variables aléatoires indépendantes Xy, ...,X,, chacune de loi de Bernoulli B(1,p)
(avec p = % si la piece n’est pas truquée), ou X; = 1 si au j-eme lancer on obtient pile et = 0
sinon. Le nombre de pile est donc S,, = X1 +...+ X,, et par iii) on voit que S,, ~ B(n,p). En
particulier % est le nombre moyen de pile sur n lancers. De plus par 'inégalité de Bienaymé-
Tchebytchev, pour tout € > 0

n 1 n 1-
P(‘S_p’>g> <2Var<5’> _pl-p)
n e n g°n

Donc la probabilité que % s’écarte de sa valeur moyenne tend vers 0 lorsque n tend vers
Pinfini. Cela signifie que si nous langons un grand nombre de fois une piece non truquée la

proportion de pile sera avec un grande probabilité %
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3.3 Applications de I’'indépendance

Etant données des probabilités P;, par exemple sur R peut-on trouver des variables
aléatoires X; sur un certain espace de probabilité (2,.4,P) qui soient indépendantes et telles
que Py, = P;7 Lorqu’il y a un nombre fini (P, ... ,P4) cela ne pose pas de probleme: on
prend Q = R? muni de sa tribu borélienne, P = P; @ ... ® P4 et on considere X;: R? - R
les applications coordonnées.

On va décrire a présent le cas dénombrable {P; : j € N}. On cherche a construire un espace
de probabilité (€2,.4,P) et une famille de variables aléatoires indépendantes {X; : j € N} sur
(2, A,P) a valeurs dans (Ej,B;), j € N, telles que Px, = P; (en fait en pratique £; = R ou
R9).

Soit 2 = HjeN E; et on pose X; la projection sur la j-eéme coordonnée. Soit A la tribu
produit des Bj, j € N ou équivalent, la tribu engedrée par les X;. Cette tribu est aussi
engedrée par la famille C des cylindres qui sont les ensembles A de la forme

A:CnXEn+1 XEn+2 X,CnEB]_®®Bn
(C), est la base de A). Sur C on peut définir la fonction Q : C — [0,1], par
Q(A) =P1®...@P,(Cy), A €C (de base C,,).

Théoréme 3.1 (de Kolmogorov).
La fonction d’ensemble Q se prolonge en une unique probabilité P sur (2,A). Sous P, les
variables aléatoires X; sont indépendantes et de lois Pj.

De ce théorme (admis) on peut parler librement d’une suite {X,, : n € N} de variables
aléatoires réelles indépendantes sur un espace de probabilité (Q2,.4,P).

REMARQUE. Voici un exemple de construction de suite de variables aléatoires indépendantes:
on prend l'espace de probabilité [0,1[,B([0,1[),\) et on écrit w € Q sous sa forme dyadique,
w=3Y, X, (w)5 (le cas ot tous les X,,(w) valent 1 & partir d’'un certain rang est exclue).
La suite {X,, : n > 1} est une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi de

Bernoulli de parametre . En effet, si pour tout entier m on donne 1, ...z, de 0 et 1 et si

2
on pose y = 7", ;55 alors

1 1
{Xi=21,... Xpm=an} = [y,y—i—Q—m[ = PXi=x1,... Xm=2m) = om = HP(Xj = zj).

Définition 3.5 Soit {7,, : n € N} une famille indépendante de tribus sur (Q,A,P) (par
exemple, on peut prendre T, = 0(X,,) avec {X,, : n € N} variables aléatoires indépendantes).

On désigne par A, la tribu engendrée par 7T, Tp41, ... (dans Uexemple la tribu est engendrée
par Xn,Xn+1,-..) et on note la tribu asymptotique ou terminale:
Aoo = m -An
neN

Théoréeme 3.2 (loi du tout ou rien ou loi de 0-1).
Pour tout A € Ay, P(A) =0 ou =1 (A est presque sirement triviale, c’est-a-dire est
presque strement égale a {0,Q}).
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Preuve. Soit A € A, fixé. On considere la classe monotone des événements indépendants
de A,

M:={BeA:P(ANB)=P(A)P(B)}.
Si on montre que M D Ay, alors A € M et donc P(A) = P(A)?, c’est-a-dire P(A) = 0 ou
=1.
Soit, pour tout n, B, = o(7p,...,7,) et on pose Bs, = U,B,,. En tant que réunion croissante,
B, est une algebre. On peut voir que les tribus B, et 4,11 sont indépendantes. Ainsi, tout
élément de B, est indépendant de A € Ay C A,q1. Ainsi By, C M. Par le théoreme de
classe monotone, 0(Bs) = M(Bos) C M. Il reste & prouver que 0(Bs) O Ax. En effet, pour
tout k,

T, C By C Boo C 0(Bso).

Donc, pour tout n, A, = 0(7; : k > n) C 0(B), d’ou le résultat. O

Exemple. Soit {4,, : n € N} une suite d’événements indépendants de (€2,.4,P). Alors

A = limsup 4,, = {A,, se réalise une infinité de fois }
n
est un événement terminal pour la suite de tribus 7, = o(4,) = {0,A4,,,AS,Q}. Donc P(A) =0
ou 1.

On abrege “A,, se réalise une infinité de fois” par “A, infiniment souvent” ou “A, i.s.”.
Notons que P(A4,, i.s.) = 0 signifie que p.s. seulement un nombre fini d’événements A,, se
réalisent: pour presque tous w € €, il existe n(w) € N (dépend de w) tel que si n > n(w),
alors w ¢ A, c’est-a-dire A,, ne se réalise pas.

Théoréme 3.3 (Lemme de Borel-Cantelli).
Soit {Ay, : n € N} une suite d’événements de (§2,A,P).
a) Y ,enP(An) <00 = P(A4, is. ) =0.
b) Sila suite {Ay, : n € N} est indépendante, alors la réciproque est vraie:
Y nenP(An) =00 = P(A4, is. ) =1.

Preuve. La partie a) est évidente, car pour tout n
A= U 4Anc | 4.
neNmzn mzn

et donc, P(A, is.) = P(4) < 32,5, P(4n) qui tend vers 0, lorsque n — oo si la série
converge.
Pour prouver b) on remarque d’abord que pour tout n et tout N >

=1-P| () 4] =1- ][] @-Pw).
n<m<N n<m<N
Comme 1 — x < e™ %, pour tout z > 0, on obtient

P U Apn |l 21—exp | — Z P(A4,,)

n<mN n<mN
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Par I’hypothese, losque N — oo, anmgN P(A,,) — oo, pour tout n. Donc P (Up,>pArm) =1
et il suffit de remarquer que P(A) = limy, oo P (Up>nAm). O

Exemple. On lance une piece équilibrée une infinité de fois. Quelle est la probabilité d’obtenir
une infinité de fois deux pile consécutifs? Si {X,, : n € N} une suite de variables aléatoires
indépendantes de Bernoulli de parametre % et sion pose 4, = {X,, = X,,41 = 1} on s’intéresse
a P(Ay is. ). {4, : n € N} n’est pas une suite indépendante car X, détermine a la fois
Ay, et Apiq, mais {Agy, : n € N} est indépendante, avec P(Agy,) = %, pour tout n. On peut
appliquer la deuxieme partie du lemme de Borel-Cantelli, donc P(Ag, i.s. ) = 1. Comme
{Ag, i.s. } C {A, i.s. }, on conclut que P(A4, i.s. ) =1.

3.4 Vecteurs gaussiens et indépendance

X : (AP) — (R,B(R)) suit la loi gaussienne N (m,0?) si sa densité par rapport a la
mesure de Lebesgue sur R est

1 1 )
G exp _Tc?(x -—m)* ),

ou, équivalent sa fonction caractéristique est
. L 50
ox(t) =exp | imt — 20 t“|,teR.

SiY ~ N(0,1), alors X = m + Y ~ N (m,o?). Les paramétres d’espérance m et de variance

o2 caractérisent la loi.

Définition 3.6 Le vecteur aléatoire X = (X1,...,Xq) : (AP) — (RY,B(R?)) suit une loi
gaussienne si pour tout o = (a,...,0q) € R?, la variable aléatoire réelle

d
<a,X >= Z anj
Jj=1

est gaussienne.
Dans cette définition la variable < o, X > est caractérisée par son espérance

d d
B> X | =) ojE(X;)
=1 j=1

et par sa variance

d
Var (D aiX; | = > ojarB ((X; - B(X)(X5 — B(XR)) -
j=1 1<),k<d
Ainsi le vecteur gaussien X = (X,...,X,) est caractérisé par son vecteur espérance

m = E(X) = (B(X1),...,.E(Xq))"
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et sa matrice covariance

Y= (E((X; = B(X;)(Xk — E(Xk)1<jr<a -

Un vecteur gaussien centré a la matrice de covariance (E(X;X%)),..,.,. En termes de
J 1<j,k<d
fonction caractéristique:

1
px(t) =exp <z < u,m > —Zt*2t> ,t € RY,

Notons que si X est un vecteur gaussien ses coordonnées sont des variables aléatoires gaussiennes
mais la réciproque est fausse en général.

Un exemple fondamental est le vecteur G = (Gy,...,Gy4) dont les composantes sont
indépendantes de méme loi N (0,1). Ce vecteur est centré et sa matrice de covariance est
la matrice identité. Ceci est un vecteur gaussien et sa densité par rapport a la mesure de
Lebesgue sur R? est (27) %2 exp(—||z[|2/2) o ||z]|? = % + ... + x2. On notera Ny(0,15) la
loi de G.

Toute matrice de covariance est symétrique et semi-définie positive (voir Remarque apres
Définition 2.9). Donc elle peut s’écrire AA*, A matrice carrée.

Proposition 3.8 (facultatif) Soit X = (X1,...,Xy) un vecteur gaussien centré de matrice
de covariance ¥ = AA*, ou A est une matrice carrée. Alors X a la méme loi que AG, ou

G~ Nd(O,Id)-

Preuve. Si A est inversible, pour tout borélien B € B(R%),

1 1
P 1 1 1
(XeB)=P(Ge A (B)) = 4(2 detd] / exp (—2 <Az AT x >) dz

1 1
= —=z*S 7' | da.
(27r)d/2\/detE]/BeXp< 2" x) !

a

REMARQUE. Pour simuler un vecteur gaussien général il suffit de simuler des variables gaussiennes
standard indépendantes (voir aussi l'exercice 3.16 (ii)). On peut étre encore plus précis: on
peut toujours écrire ¥ = QAQ*, ot Q) est une matrice orthogonale (Q~! = Q*) et A est une
matrice diagonale positive (avec éventuellement des zéros sur la diagonale). Par changement de
base on voit que le vecteur gaussien (Q*X a pour matrice de covariance la matrice diagonale A,
donc la méme loi que vVVAG. La diagonalisation de la matrice de covariance de X nous a donc
permis de trouver une nouvelle base dans laquelle les composantes de X sont orthogonales:

Proposition 3.9 (facultatif) Soit X un vecteur gaussien centré de matrice de covariance ..
Si le composantes de X sont deux & deux non corrélées (c’est-a-dire ¥ est diagonale), alors
la famille (X1, ...,Xq) est indépendante.

REMARQUE. Si G ~ Ny(0,1) et si @Q est une matrice orthogonale quelconque, alors QG ~

Na(0,1g).
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3.5 Probabilité (et espérance) conditionnelle

Reprenons I'exemple du lancer d’un dé. Cette expérience aléatoire peut étre modélisée
en donnant Q = {1,2,3,4,5,6} muni de la tribu de se parties P(f2) et la probabilité uniforme
P({w}) = %, pour tout w € Q. La variable aléatoire résultat du lancer est I'identité sur Q.
Supposons maintenant que le lancer s’effectue sans regarder le dé et qu’un spectateur nous dise
que nous avons obtenu un chiffre impair. Avec cette information on peut recalculer les chances
d’avoir obtenu un certain résultat. Par exemple il est clair que la chance d’obtenir un résultat
pair est nulle et celle d’obtenir un résultat parmi 1, 3 et 5 est % On note Qimpair = {1,3,5}.
Nous calculons la probabilité de {w} sachant que w € Qimpair €n calculant

P({w} N Qirnpair)
P(Qimpair)

Définition 3.7 Soit (2, A,P) un espace de probabilité et soit B € A un événement tel que
P(B) > 0.
i) On appelle probabilité conditionnelle de A sachant B le nombre

P(ANB)

P(A|B) = —5p

ii) On appelle probabilité conditionnelle sachant B la probabilité notée P(- | B)

P(ANB)

REMARQUE: Si A et B sont indépendants P(A | B) = P(A), c’est-a-dire que dans cette
situation, la connaissance de B n’apporte aucune information quant a la rélisation de A.

REMARQUE: Les égalités suivantes sont vraies pour tous les événements A et B (de probabilité
positive ou pas):

P(ANB) =P(A| B)P(B) = P(B | A)P(A).

REMARQUE: Soit X une variable aléatoire réelle intégrable. On peut calculer son espérance
par rapport a la probabilité (conditionnelle) P(- | B), nommée espérance conditionnelle
sachant B:

B(X | B): /X (- | B)(dw) /X P(lB)E(XJIB).

De la méme facon on peut parler de fonction de répartion conditionnelle ou de fonction
caractéristique conditionnelle sachant B:

R>t— P(X <t|B),R>t— E(*|B)
lesquelles caractérisent la loi de X sachant B.

Exemples. i) Soit X ~ &(A). Par calcul direct on voit que, pour tout s,t > 0 P(X >
s+t| X >s)=P(X >t). On dit que la loi exponentielle n’a pas de mémoire. On peut
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vérifier la méme chose pour la loi géométrique.

ii) Soient Uy, ...,U, variables aléatoires indépendantes de méme loi uniforme sur [0,1]. On
note M, = maxigj<, Uj et m, = minjgjg, U;. Par calcul direct on peut vérifier que pour
tous ui,...,uqg € [0,1] et tous 0 < a <b< 1,

P(Ui <up,...U, <up|a<my, <M, <b)=P(Vi<uy,...V, <up),

ou Vi,...,V, sont variables aléatoires indépendantes de méme loi uniforme sur [a,b].

Définition 3.8 Soit (Q2,A,P) un espace de probabilité. Une famille d’événements (Bj)jer,
J C N, est systeme complet d’événements si les B; sont disjoints et P(UjesB;) = 1.
Ainsi (Bj)jeg forme une partition de Q quitte a ajouter un événement négligéable.

Proposition 3.10 Soit (Bj);cs un systéme complet d’événements sur (Q,A,P).
1. Pour tout A € A la formule des probabilités totales a lieu:

P(A) =Y P(A|B)P(Bj) = > P(A| B;)P(By),
jeJ jeJ*
ouJ* ={j€J:P(Bj) >0}
2. Si de plus P(A) > 0, pour tout k € J* la formule de Bayes a lieu:

P(A | By)P(By)
> jes P(A | Bj)P(B))

P(A N By) et pour tout k,

P(By | A) =

Preuve. C'est immédiat car P(A) =3, ;.

P(By | A)P(A) = P(Bx N A) = P(A | By)P(By).

O
REMARQUE: (facultatif)
On observe que la tribu engendrée par une partition (Bj) cs est décrite comme la collection de
toutes les unions possibles d’événements B; et de leurs complémentaires. Ainsi tout événement
peut étre fractionné sur ’ensembles élémentaires B;.

Définition 3.9 (facultatif) Un événement B d’une tribu B est un atome si pour tout événement
C € B tel que C C B, soit C = () soit C = B.

REMARQUE: (facultatif)
Ainsi si (Bj)jes est une partition mesurable de 2, alors B; sont les atomes de la tribu
engendrée par les Bj, B=o(Bj:j € J).

Définition 3.10 (facultatif) Soit B=o(B;:j € J), ot (Bj)jecs est une partition mesurable
sur (Q,AP) et soit J* = {j € J:P(B;) > 0}. On appelle probabilité conditionnelle de
A € A sachant B, la variable aléatoire

P(A|B)= Y P(A|B)lg,

jeJ*
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REMARQUE: (facultatif)

La probabilité conditionnelle de A sachant B est donc une variable aléatoire constante sur les
atomes de B, donc mesurable par rapport a B. Pour tout w € Q Iapplication A > A +— P(A |
B)(w) est une probabilité telle que P(B; | B)(w) =1siw € Bj et P(A | B)(w) =0, siw € B;
et P(AN Bj;) = 0. On peut aussi remarquer que, pour tout B € B tel que P(B) > 0,

E(P(A|B)1g) = P(ANB) = E (I41p).

On pourrait aussi écrire

Pa18)= 3 (575

B (nAnBj)> 1
jeg* J

Définition 3.11 (facultatif) Soit B=0o(B; :j € J), ot (Bj)jecs est une partition mesurable
sur (QAP) et soit J* = {j € J : P(B;) > 0}. Soit X une variable aléatoire intégrable.
On appelle espérance conditionnelle de X sachant B la variable aléatoire B-mesurable,
définie P-p.s.

E(X|B)=)_ <P(13]')E (X]lBj)> 1,.

JjeEJ*
Si B est engedrée par une variable aléatoire discréte Z on note E(X | B) = E(X | Z2).

3.6 Exercices

3.1. Montrer les équivalences suivantes:
(i) pour A événement

P(A) =0ou =1« A, B indépendants pour tout B € A
(ii) pour A, B événements
A, B indépendants < A, B® indépendants < A€, B indépendants < A€, B indépendants
(iii) pour A, B, C événements
A,B,C indépendants < A,B,C¢ indépendants < A,B¢,C° indépendants

& A°,B€,C° indépendants

Montrer que sous une de ces conditions A est indépendent de BUC', de B\ C.
(iv) On lance deux fois de suite un dé et on considere

A = { le premier résultat est un nombre pair },

B = { le deuxiéme résultat est un nombre pair }

et
C = { la somme des deux résultats est un nombre pair }.

Etudier I'indépendence de A, B, C.
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3.2. On dispose de deux pieces de monnaie. La premiere a une probabilité % de donner

pile et la deuxieme a une probabilité % de donner pile. On choisit au hasard une piece et
on effectue une série de lancers avec la regle suivante: si au n-eéme lancer la piece donne pile
(respectivement face) on effectue le lancer suivant avec la méme pieéce (respectivement avec
Pautre piece). On note «,, la probabilité de lancer la premiére piece au n-éme jet. Montrer
que o, satisfait & une relation du type an4+1 = aoy, + b. En déduire la valeur de «,.

3.3. Etudier I'indépendance des coordonnées des couples aléatoires (X,Y") des exercices 1.32,
1.33, 1.34, 1.35, 2.4, 2.11, 2.14, 2.21.

3.4. Soit les variables aléatoires indépendantes X,Y. Calculer la loi de la somme X + Y
lorsque:

(i) X ~ B(n,p), Y ~ B(m,p);

(i) X ~P(A), Y ~ P(u);

(iii) X ~v(p,A), Y ~v(q,\);

(i) X ~ N(m,0?), ¥ ~ N(n,7)

(v) Quelle est la loi de X2 + Y2 lorsque X ~ N (0,1), Y ~ N(0,1)?

3.5. Soit les variables aléatoires indépendantes X,Y de méme loi U(1,2,...,n).

(i) Calculer P(X =Y).

(ii) Trouver la loi de X + Y.

(iii) On pose U = min{X,Y'} et V = max{X,Y}. Trouver les lois de (U,V), U et V.
(iv) U et V sont-elles indépendantes?

3.6. Soit les variables aléatoires indépendantes X,Y de méme loi G(p), 0 < p < 1. On
pose U = min{X,Y} et V = max{X,Y} — U. Trouver les lois de U et V et étudier leur
indépendance.

3.7. Deux personnes ont rendez-vous a 14h00 mais elles sont peu ponctuelles: les instants
X et Y de leur arrivées sont deux variables aléatoires indépendantes uniformément répartis
dans [14,15]. Calculer la loi de la variable 7" durée d’attente du premier arrivé.

3.8. Soient X et Y deux variables aléatoires centrées ayant seulement les valeurs £1. Trouver
leurs lois et donner une condition nécéssaire et suffisante pour qu’elles soient non corrélées.

3.9. Soit F' une fonction de répartition de classe C! sur R.

(i) Si X a la fonction de répartition F', montrer que X admet une densité.

(ii) Soit Y une variable aléatoire indépendante de X et de méme loi. Montrer que P(X =
Y) =0 et que P(X <Y) = 1. Montrer que (X,Y) et (Y,X) ont la méme loi.

(iii) Soit Z encore une variable aléatoire indépendante de (X,Y) et de méme loi que X.
Calculer P(X <Y < Z) et montrer que la valeur ne depend pas de F. Montrer que (X,Y,Z7)
et (Y,Z,X) ont la méme loi.

(iv) Généraliser au cas de n variables aléatoires indépendantes de méme loi.

3.10. Soient Xi,...,X, variables aléatoires réelles indépendantes de méme loi. On note
U= minlgjgn Xj et V = maxigi<n Xj.
(i) Calculer les fonction de répartition de U et V' & ’aide de la fonction de répartition commune
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des Xj.
(ii) Si la loi commune des X; admet une densité, montrer que U et V admettent des densités
et les calculer.

3.11. Soient U et X = (Xi,...,X,,) deux variables aléatoires indépendantes, U & valeurs
dans {1,2,...,n} et X ayant une densité par rapport & la mesure de Lebesgue sur R"”. On
note Xy (w) = Xy () (w). Montrer que Xy est une variable aléatoire ayant une densité. Etudier
ensuite le cas o U ~ U(1,2,...,n) et les X; sont de méme loi.

3.12. Une urne contient b boules blanches et r rouges; une boule étant tirée, on la remet
et avec elle encore ¢ boules de la couleur tirée. On pose p = b—f—Lr’ q=1—p,v= bJ%T. On note
Xy = ﬂ{la n-eme boule tirée est blanche}

et S, = X1 +...+X,.

(i) Trouver les lois de X7 et X5 en fonction de p,q,y.

(ii) Exprimer le coefficient de corrélation de X; et X9 en fonction de p,q,y.

(iii) Trouver la loi conditionnelle de X, sachant S,_; = k.

(iv) Exprimer la loi de X,, en fonction de p,q,y et E(S,_1). En déduire la loi de X,, par
récurrence.

3.13. Soit X ~ Ujp 1) indépendante de Y ~ U(0,1,...,n). Trouver la loi de X +Y et calculer
de deux facons 'espérance de X + Y.

3.14. Soient XY deux variables aléatoires indépendantes de méme loi uniforme sur [0,1].
(i)Trouver la loi de X + Y, son espérance et sa variance.

(ii) Soit Z une variable aléatoire de méme loi que X + Y. Calculer la loi de 1 —Y et déduire
que X — Y a la méme loi que Z — 1. Quelle est la densité de X — Y7

(iii) Les variables X +Y et X —Y sont-elles indépendantes?

3.15. Soient XY deux variables aléatoires indépendantes dont les densités sont

2 _a?
fx(x) = ﬁﬂ[o’l[(l’),fy(w) =xe 2 ]I]O,oo[‘

Trouver la loi de XY

3.16. (i) Soient XY deux variables aléatoires indépendantes de méme loi N(0,1). On note
U =cosX —sinfY et V =sinfX + cosfY. Trouver la loi de (U,V) et de ses marginales.
U,V sont-elles indépendantes?

(ii) Soient R et © deux variables aléatoires indépendantes telles que © ~ Ujg 2 et R > 0
avec R? ~ £(1/2). On note X = Rcos© et Y = Rsin®. Trouver leurs lois et étudier leur
indépendance.

3.17. Soit X une variable aléatoire réelle gaussienne centrée réduite et € une autre variable
aléatoire indépendante de X, prenant seulement les valeurs +1.

(i) Montrer que Y := eX est une variable aléatoire réelle gaussienne centrée réduite.

(i) Calculer Cov(X,Y).
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(iii) La variable aléatoire X + Y est-elle gaussienne?

3.18. Montrer que le carré et le carré du module d’une fonction caractéristique sont aussi des
fonctions caractéristiques.

3.19. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes de méme loi. (i) Montrer que
si X et Y sont deux variables gaussiennes centrées réduites, alors X + Y et X — Y sont
indépendantes.

(ii) Théoreme de Bernstein. Réciproquement, on suppose que X et Y sont de carré intégrable
et que X +Y et X —Y sont indépendantes. On veut montrer que X et Y sont deux variables
gaussiennes. Pour cela:

(a) Montrer qu’on peut supposer que X et Y sont centrées, de variance 1.

(b) Montrer que ¢, la fonction caractéristique commune de X et de Y, satisfait 1’égalité
©(2t) = (t)2¢(—t). En déduire que ¢ ne s’annule nulle part.

(c) On pose 9 (t) := p(t)/o(—t). Montrer que ¥(2t) = 1(t)? et que ¥(t) = 1+ o(t?), lorsque
t | 0. En déduire que, pour tout ¢, 1(t) = 1 et que p(t) = o(t/2)*. Conclure.

3.20. Un examen consiste en 20 questions auxquelles il faut répondre par oui ou par non;
chaque réponse juste est notée 1 point et chaque réponse fausse, 0 points. Un étudiant répond
entierement au hasard et sa note finale est une variable aléatoire X.

(i) Soit X; la note qu'il obtient & la j-eme question. Trouver la loi de X, son espérance, sa
variance.

(ii) Exprimer X en fonction des X, donner sa loi, son espérance et sa variance.

(iii) Calculer la probabilité d’avoir une note inférieure & 5. Donner un majorant de cette
probabilité a l’aide de 'inégalité de Bienaymé-Thcebytchev.

(iv) Un étudiant sérieux estime qu’il donnera une réponse exacte a chaque question avec
une probabilité de 0,8. Quelle est la loi de sa note, ’espérance et la variance. Donner une
minoration pour la probabilité qu’il ait plus de 12.

3.21. Soit (X7q,...,Xy) un vecteur aléatoire de loi
d
P((Xl’ s 7Xd) - (I‘]_’ e ,.’l?d)) = Hp;zj(l _ pj)l—l'j’
j=1

ol p1,...,pq € 0,1] et xq,...,24 € {0,1}.

(i) Trouver les lois des X et étudier leur indépendance.

(ii) Soient ui,...uq € RY des vecteurs de norme au plus 1. On note ¥ = 2?21 Xju; et
w = Z;.l:l pjuj. Calculer E(||Y —w]||?) et montrer qu’on peut majorer cette quantité par d/4.
(iii) Endéduire qu’il existe une valeur de (Xi,...,Xy) pour laquelle |Y — w||? < d/4.

(iv) Montrer que dans I’espace euclidien R?, toute combinaison linéaire des vecteurs uy, . . . g
de norme au plus 1, a coefficients dans [0,1] peut-étre approximée a \/&/ 2 pres par une
combinaison linéaire & coefficients dans {0,1}.
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Chapitre 4

Convergence des suites de variables
aléatoires

Les differentes notions de convergence de variables aléatoires sont essentielles pour les
applications. Voici un exemple: la fréquence observée du nombre de faces pile obtenu au
cours d’un jeu de pile ou face, apres n lancers est “proche” de la probabilité p d’obtenir pile,
pourvu que n soit grand. Donc, si p est inconnue (on ne sait pas si la piece est truquée), nous
avons un moyen de ’approximer.

Dans tout ce chapitre les suites de variables aléatoires sont supposées construites sur un
espace de probabilité (£2,,4,P). Pour simplifier on ne considére que des variables aléatoires
réelles, mais les énoncés et les résultats sont vrais pour des vecteurs aléatoires a valeurs dans
R4,

4.1 Convergence presque sire

Définition 4.1 Une suite de variables aléatoires réelles (X, )nen converge presque siirement
(p.s.) vers la variable aléatoire réelle X si

P <{w €Q: lim X,(w) = X(w)}> ~ 1.
n—oo
Dans ce cas on note lim,, oo X,, = X p.s. ou X, Fidda X, lorsque n — o0.

REMARQUE: On voit que 1’ensemble {lim,,_,o, X, = X} est bien un événement, car
. 1
{lim X, =X} = NU N {\Xn—X| <T}.
r2l meNn2>m

On voit que pour une suite d’événements (A, ),>1, P(N,>14,) = 1 si et seulement si P(A4,) =1
pour tout r. Donc X,, converge vers X p.s. si et seulement si

Ve> 0P| | [) {IXn—X|<e}| =1,

meNn>m
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ou, par passage au complémentaire,

ve>0,P | () |J {IXn—X|2=¢e}| =0,
meNnz>2m
ou, équivalent a
(*) Ve >0,P (| X, — X|>¢eis.)=0.
Par convergence monotone, c’est encore équivalent a
(**) Ve >0, lim P(Sup | X — X 25) = 0.
m—00 n>m

On peut encore caractériser la convergence presque siire a ’aide du critére de Cauchy: X,
converge p.s. si et seulement si

Ve> 0P| | () {IXn—Xm| >} | =1.

meNn2>2m

Enfin on peut aussi dire que X,, converge vers X p.s. si X, converge ponctuellement vers X,
quitte a enlever un ensemble de mesure nulle (celui pour lequel X,,(w) ne converge pas vers

X ().

REMARQUE. Il est clair qu'on peut prendre des variables & valeurs dans R¢. 11 suffit alors
de remplacer | - | par une norme quelconque || - || sur R%. De plus il est facile de voir que

(XL XHEE (X XY =xI P xT =1, 4

Proposition 4.1 (lemme de Borel-Cantelli de convergence p.s.)
Soit (Xpn)nen une suite de variables aléatoires réelles.

1) Si pour tout € >0, Y P(|Xn — X| > ¢€) < o0, alors X, 2% x.

2) Si les variables (X )nen sont mutuellement indépendantes, alors X, ﬁwv, reR, siet
seulement si, pour tout € >0, Y- P(| X, — | > €) < 00.

Preuve. Pour la premiere partie on considere € > 0 et les événements

A, ={|X,—X|=2e},neN.
On applique le lemme de Borel-Cantelli 3.3 aux A,. On déduit P(4,, i.s. ) = 0 ce qui fournit
le résultat d’apres (*). La deuxieme partie se démontre de fagon analogue a partir de la partie
indépendantes du lemme de Borel-Cantelli 3.3. Remarquer qu’il convient de supposer X nulle

ou constante x, sans quoi les événements A,, ne sont pas nécessairement indépendants. O

Exemple: Soit (X,,),en une suite de variables aléatoires indépendantes et de méme loi de
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Bernoulli B(1,p). On montre que Y,, = Z;L:1 27X ;j converge presque stirement en vérifiant le
critere de Cauchy: pour, n > m, |V, = Y| <370 4 277 < 27™. Donc

U NiveQ: Vw) - Ynwl<e}d | [N{we:27"<e}

meNn>m meNn>m
= U{wEQ:Q_m<€}:Q
meN

Proposition 4.2 Soient (X, )nen et (Yn)nen deuz suites de variables aléatoires réelles telles
que X, converge p.s. vers une variable aléatoire X et'Y, converge p.s. vers la variable aléatoire
Y. Alors on peut voir que:

1) si g: R — R est continue, alors g(X,,) converge p.s. vers g(X).
2) pour tous o, € R, aX,, + BY,, converge p.s. vers aX + (Y.
3) X, Y, converge p.s. vers XY .

Preuve. Pour prouver 1), soit C' = {w € Q : lim;,_.oc Xp(w) = X(w)}. Alors, pour tout w € C,
lim;, 00 9(Xn(w)) = g(X(w)) par la continuité de g. Ainsi {w € Q : lim, . g(Xn(w)) =
g(X(w))} D C, donc c’est un événement de probabilité 1. Pour les autres parties on peut
utiliser la convergence presque stire du vecteur (X,,Y,) et les fonctions continues (x,y) —
(ax + By,xy) et les projections. O

4.2 Convergence en probabilité

Définition 4.2 Une suite de variables aléatoires réelles (X, )nen converge en probabilité
vers la variable aléatoire réelle X si

Ve >0, lim P(|X,, — X| >¢)=0.
n—oo
b
Dans ce cas on note lim,_ .o X,, = X en probabilité ou X, &X, lorsque n — oo.

REMARQUE: Autrement dit, lim,, .., X, = X en probabilité si
Ve > 0,Vd > 03ng(e,0) tel que pour n > ng, P (| X, — X| >¢) <,
ou équivalent
Ve > 0,3ng(e) tel que pour n > ng, P(|X,, — X| >¢) <e.

Il est clair que la premiere implique la deuxieme; pour voir l'autre implication, si e < § il
suffit de prendre ng(e,0) = ng(e); si < €, on prend ng(e,0) = np(d) et par la deuxieme on a
alors P (| X,, — X| > 0) < 0 et il suffit de voir que {|X,, — X| > e} C {|X,, — X]| > d}.

REMARQUE: A nouveau on peut prendre des vecteurs aléatoires dans R? avec une norme
quelconque & la place de | - | et une fois de plus il y a équivalence avec la convergence des
coordonnées grace aux inégalités suivantes:

p XI— X >e) <P (Urgiea{|Xi — X9 > €)) < P(|X]—X/|>¢).
<1r£]aé<d! 4 | 5) (Urgj<all X3, | > €}) 1<§J:<d (Ix3 | >¢)

Proposition 4.3 La convergence presque sure implique la convergence en probabilité.
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Preuve. On voit la différence par rapport a la convergence p.s. qui exige un supremum (**).
Plus précisement, soit A 1’événement de probabilité 1 qui apparait dans la définition de la
convergence presque siire. On fixe € > 0 et pour chaque entier n on considere
B, ={we A: sup | Xpn(w) — X(w)| > ¢}
m>=n
La suite (B,) est décroissante et N,B,, = (), car X,, converge vers X sur A. On a donc,
lim,, oo P(B;) = 0. Comme
{| X, — X| > e} C B,U A",
on tire la convergence en probabilité.
Une autre maniere de prouver: si X, P x , pour tout € > 0,

{lim X, = X} C liminf{|X,, — X| <¢e},
n—oo n
donc par le lemme de Fatou (ou exercice 1.14)
0 <limsupP(|X,, — X|>¢) <P <limsup{|Xn - X| = 6}) <1-P(lim X, =X)=0.
n

n—oo n—oo

a

REMARQUE: La convergence en probabilité n’implique pas la convergence presque stire, comme
le montre I'exemple suivant: soit ’espace de probabilité (]0,1],8([0,1]),A) et on définit
Yon ; = ]I}L &](W%O <Jj<2"-1L,n>1
2’rL b 271
et
X2n+j = )/én,j,o <] < 2” — 1,TL 2 1.
Alors, pour tout w € [0,1], liminf, .o Xp(w) = 0 et limsup,,_,. Xn(w) = 1, donc X, ne
converge pas presque surement. Cependant, pour tout € €]0,1[ et m =2"+35,0<j < 2" —1,
P(|X:n| =€) =27". Donc X,, converge en probabilité vers 0.

Exemples: i) Soit (X, )nen une suite de variables aléatoires réelles non-corrélées, centrées,
telles que Var(X,,) = 2. Alors leurs moyennes partielles % ZK i<n X convergent en probabilité
vers 0. En effet, par 'inégalité de Tchebytchev,

1 1 o?

Pl |- Xi|>2¢e] < —=Var X, | =—

n J n2e2 J ne2
1<i<n 1<jsn

De point de vue modélisation, il suffit de lancer une cinquantaine de fois une piéce non truquée
pour voir que la proportion de pile se stabilise vers 0,5.
ii) Soit (X, )nen une suite de variables aléatoires indépendantes telle que X,, ~ B(n,p,). Alors

b .
X, 220 < lim p, = 0.
n—oo

Mais par le lemme de Borel-Cantelli (Proposition 4.1) on a

X, 250 <= Y P(IX,] > €) < 00, Ve > 0,
n
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ce qui est équivalent a ), p, < oo, puisque P(|X,| >¢) =p,si0<e < 1.

REMARQUE: Il est possible de définir une métrique sur L°(Q,A,P) définissant la convergence
en probabilité des variables aléatoires:

d(X)Y):=E(X -Y|A1),X)Y € L°%Q,AP).
En effet, d(X,Y) = 0 si et seulement si X = Y p.s. et on vérifie que d(X,Y) > 0 et que
d(X,Z) < d(X)Y) + d(Y,Z).

Proposition 4.4 La suite (X,,)nen converge en probabilité vers X si et seulement si

lim d(X,,X) =0,

n—oo
Preuve: Par l'inégalité de Markov, pour tout ¢ €]0,1],

d(Xn, X
P(|X,—X|>¢e)=P(|X, - X|A>¢) < M.
£

Par ailleurs,
d(Xn,X) =E [(| X, — X[ A D)1x,— x5 ] + E[(1Xn — XA D)1 x, - x|<c}]
<P(Xp— X|>e) +e.

. b . . .
Si anﬂ X, il existe ng tel que si n > ng, P(| X, — X| > ¢) < e. Donc d(X,,,X) < 2¢, pour
n = ng, d’ou la conclusion. O

REMARQUE: Dans tout ce qui précéde on pourrait aussi utiliser la distance

/ o |X_Y|
d(X,Y)_E<1+|X_Y|>.

REMARQUE: Par unicité de la limite dans tout espace métrique on déduit que la limite en
probabilité est unique p.s.

Proposition 4.5 Soit X et (X, )nen des variables aléatoires réelles. Alors Xn]ﬁX st et
seulement si de toute suite croissante d’entiers (n') on peut extraire une sous-suite (n},) telle

que X”L LES'¢

Preuve:
“=": par la convergence en probabilité, pour tout k € N*, soit n le plus petit entier tel que

1 1
P(|X,, —X|> %) < 5%
Alors,
1
> P(X, - X|> -) < 0.

keN*
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En particulier, pour tout £ > 0, il existe un k tel que P(|.X,,, — X[ >¢) <P(|X,; — X[ > ),
d’ou

Y P(X,y — X[ >¢) < oo,

keN*
et donc, par le lemme de Borel-Cantelli (Proposition 4.1), limg_, Xn;v =X ps.
“«<=": supposons le contraire, c’est-a-dire que X, ne converge pas vers X en probabilité.
Alors il existe une suite croissante (n'), il existe 6 > 0 et ¢ > 0 tels que P(| X,y — X| > ) > 4.
Mais, par I’hypothese, on peut extraire une sous-suite (n}) telle que X”L converge p.s. vers
X, et par la Proposition 4.3 en probabilité. Mais ceci est absurde car P(|X,;, — X|>¢) > 4.
O

REMARQUE: De cette proposition on voit que la convergence presque slire n’est pas une
convergence métrique, car si c’etait le cas, elle coinciderait avec la convergence en probabilité.

Proposition 4.6 Soient (X, )nen et (Yn)nen deux suites de variables aléatoires réelles telles
que X, converge en probabilité vers une variable aléatoire X et Y, converge en probabilité
vers la variable aléatoire Y .

1) Sig:R — R est continue, alors g(X,) converge en probabilité vers g(X).
2) Pour tous o, € R, aX,, + BY, converge en probabilité vers aX + BY .
3) De plus X,,)Y,, converge en probabilité vers XY .

Preuve: Prouvons 3): soit (n’) une suite extraite croissante et on extrait une sous-suite (n')
telle que X,,» — X p.s. De (n”) on peut extraire une sous-suite (n") telle que Y, » — Y p.s.
Alors X, Y,m — XY p.s. On conclut & 'aide des Proposition 4.2 et 4.5. O

Proposition 4.7 Soit (X,,)nen une suite de variables aléatoires réelles telle qu’elle vérifie le
critere de Cauchy en probabilité, c’est-a-dire que

Ve > 0,3ng,Vn = m = no P(| X, — Xim| 2 €) < g,
ou de fagon équivalente, que
Ve > 0,3ng,Vn = m > ng d(X,,Xn) < e.
Alors X,, converge en probabilité si et seulement si X, est de Cauchy en probabilité. Autrement

dit, ’espace LO(Q,A,P) est complet pour la distance d métrisant la convergence en probabilité.

Preuve: Supposons que X, est convergente en probabilité vers X. Ainsi, pour tout € > 0, il
existe ng tel que dés que n > ng on ait P(|X,, — X| > ¢) < e. Par l'inégalité triangulaire on
peut écrire, pour tout n = m = ng

{IXn —Xn| Zet Cc{|Xn - X| 2} U{|Xm —X]| 2 €}

D’ici on déduit le critere de Cauchy en probabilité. Réciproquement, soit ¢ = 27% dans la
condition de Cauchy en probabilité. On pose n; = 1 et soit ny le plus petit entier tel que
P(|X, — Xl = 27F) <27k

ng = min{N > ny_1 : P(|X,, — Xpn| > 27%) < 27%V¥n,m > N}
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Ainsi ng < ngyq et

P(| X, — X, | =27F) <278,

k+1

Par le lemme de Borel-Cantelli 3.3, pour presque tout w, il existe un entier k(w) < oo tel que
sim 2 k(w), [ Xn,. (W) — Xp,, (w)| <27, Alors la suite de réels X, (w) est de Cauchy. En
effet, soit e >0 et p>1{; on a

X0, (@) = Xy @] < D0 [ Xy (@) = X, W) < Y0 27 ) 272t
I<m<p—1 I<m<p—1 m2=l

Puisque pour tout p > I > Iy, 271 < ¢, donc | X, (w) — Xy, (w)| < e. Ainsi X,,, converge
p-s. vers une limite X et en particulier cette sous-suite converge en probabilité vers X. Pour
conclure on écrit :

€ €
P(Xn = X| 2 €) <P (X0 = Xn| > ) + P (1Xn, - X| > 5)
et on fait petit chaque terme en utilisant la condition de Cauchy et la précédente convergence
en proba de la sous-suite X, . O

4.3 Convergence dans [P

Définition 4.3 Une suite de variables aléatoires réelles p-intégrables, 0 < p < 0o, (Xp)nen
converge dans LP vers une variable p-intégrable X si

lim || X, — X||, =0 < lim E(|X, — X[?) = 0.

Dans ce cas on note X, 2, X, lorsque n — oo.
Proposition 4.8 La convergence dans LP implique la convergence en probabilité.

Preuve. Par l'inégalité de Markov, pour tout € > 0,

E(|X, — X7

P(Xn - X|>¢) < p >0,

d’ou la conclusion. O

REMARQUE: La Proposition 4.4 justifie la terminologie pour la convergence L? pour la convergence
en probabilité.

REMARQUE: La convergence en probabilité n’implique pas la convergence LP comme le montre
I’exemple suivant: soit I’espace de probabilité (]0,1],8(]0,1]),\), soit a > 0 et on considere

Xn((,U) = w_aﬂ}_()o’l](UJ),n > 1.

Pour tout € €]0,1[, P(|X,| =€) = L, d'ot X;, — 0 en probabilité. Or, X,, ¢ L, dés que
ap = 1 car

|=

B(X?) = / " Py,
0
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REMARQUE: La convergence en presque stre n’implique pas la convergence L.P comme le
montre I'exemple suivant: soit ’espace de probabilité (R,5(R),P), avec P une probabilité, et
soit X,, de loi (1 —n"P)dy +n"Pd,, p> 1. Soit € > 0; pour n > 7P, P(|X,,| > ¢) =n"P. Par
le lemme de Borel-Cantelli (Proposition 4.1) X,, converge presque strement vers 0, puisque
p > 1. Toutefois, E(| X, |P) = 1, pour tout n.

Définition 4.4 Une suite de variables aléatoires intégrables (X, )nen est dite uniformément
intégrable si
lim sup E (| X, |1gjx,>) = 0.

= neN

REMARQUE: Une famille de variables aléatoires avec un seul élément est uniformément intégrable
par convergence dominée.
Une suite de variables aléatoires dominée par une variable Y intégrable, c’est-a-dire, si
| X] <Y pour tout n, alors la suite est uniformément intégrable:

Jim ilelgE (I Xnl L x,p5ep) < im E(Yyse) = 0.
Enfin, toute suite finie de variables aléatoires intégrables est uniformément intégrable car elle
dominée par la variable intégrable 3, ., [X;|.
Soient (X, )nen et (Yn)nen deux suites de variables intégrables telles que | X,,| < |Y;,|. Alors
si la suite Y,, est uniformément intégrable, alors la suite X,, est uniformément intégrable.
Si les variables X, sont p-intégrables alors la suite (|X,,|?)nen est uniformément intégrable si
cette suite est bornée dans LP1:

supE (\Xn|p+5) < 0.
n
En effet
S B (1P T pr) = 0B (KL 3y ) =B (161 e )

| X °
c‘Wp

<supE <\Xn|p ) <cPsupE <|Xn‘p+5> :
n n
REMARQUE: Montrons que:
X intégrable = Ve >0,3n >0, t.q.si A€ A avec P(A) <n alors E (| X|14) <e.

D’une part, par le théoréme de convergence dominée, pour ¢ suffisament grand,
€
E(1X[1xp50) < 5
D’autre part, pour n < o,

& g
E (IX[14) = E (IX[Langxj>e}) + B (1 X 1angx1<ep) < 5t cP(A) < g Ten<e

Proposition 4.9 La suite (X, )nen de variables aléatoires réelles intégrables est uniformément
intégrable si et seulement si:
a) Ve >0,3n >0, t.q. si A€ A avec P(A) <n alors Yn € N E (| X,|14) <€

et
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b) supyen B Xal) < oc.
Preuve: Supposons 'uniforme intégrabilité:

Ve >0,3dc¢>0 t.q. supE (|Xn|]l{\Xn\>c}) < g
neN

Pour A € A, pour tout n € N,

13
E(|X,]) = E (| X, Mang x,1>1) + B (IXn|Tangx, <ep) < 5 T cP(A).

On obtient a) en prenant 7 = = et b) en prenant A = Q. Réciproquement, on fixe £ > 0 et

2c
n > 0 fournis par a), on note M = sup,cyE(|X,|) qui est fini par b) et on note ¢y = %
Par 'inégalité de Markov, pour tout ¢ > ¢o et tout n, P(|X,| > ¢) < 7. On applique a) a

A = {|X,| > ¢} pour chaque n et on trouve E (| X,|1{|x,|>c}) < &, d’ott la conclusion. 0

Proposition 4.10 Soit (X,,)nen une suite de variables aléatoires intégrables. Il y a équivalence
entre:
1) (Xn)nen converge dans L;
2) (Xn)nen est une suite de Cauchy dans L', c’est-a-dire B(|X,, — Xmu|) — 0, lorsque
n,m — oo,

3) (Xn)nen est une suite uniformément intégrable et (Xp)nen converge en probabilité.

REMARQUE: Par ce résultat on voit que I'uniforme intégrabilité et la convergence en probabilité
(ou la convergence p.s.) impliquent la convergence dans L!. En particulier comme |E(X,,) —
E(X)| < E(X,, — X|), on déduit la convergence de la suite premier moment. On a ainsi, pour
une suite dominée, un résultat de convergence dominée pour la convergence en probabilité.
Enfin cette proposition montre que L! est un espace complet (voir Proposition 2.15).

Preuve:

1) =2):

La convergence dans L! implique la condition de Cauchy dans L' par I'inégalité triangulaire.
2) = 3):

Par la condition de Cauchy, pour tout € > 0, il existe no(e) tel que si n > m > ng, E(|X,, —
Xm|) < % Alors, pour tout A € A et tout n > ng

g
E(‘Xn“lA) =E (‘Xn - Xno + Xno|]1A) <E (|Xno|]lA) + E(|Xn - Xno‘) < E(’XWO’IIA) + 5

Donc

9 . .
sup E (|Xn/14) < E (|Xng|1a) + o, dott sup E (| X,[14) < sup E (|X;]14) + .
nzng 2 >0 s 5
SiA=Q,
9
sup E (|X,|14) < sup E (| X;]14) + 5 < oo,

n>ng j<no 2
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donc la partie b) de la Proposition 4.9 est vérifiée. Par ailleurs la famille finie {X; : j < no}
est uniformément intégrable, donc, pour tout £ > 0, il existe un n > 0 tel que si P(4) < n,
on ait sup; <, E (| X;|14) < 5. On déduit alors

€
+ - =g

supE (| X,,|14) < 5

| ™

c’est-a-dire la partie a) de la Proposition 4.9. Donc la suite est uniformément intégrable.
Enfin, par 'inégalité de Markov

< E(‘Xn — Xm’)

P(| X, — Xm| =2 ¢) < — 0,n,m — o0,

€
donc la suite est de Cauchy en probabilité. Par la Proposition 4.7 la suite est convergente en
probabilité.

3)=1):

Comme X, converge en probabilité vers une variable X, de toute suite croissante (n’) on peut
extraire une sous-suite (n},) telle que an converge p.s. vers X (Proposition 4.5). Alors, par
le lemme de Fatou

E(|X|) = E(liminf | X,/ |) < liminf E(| X, |) < sup E(|X,|) < oo,
k—o0 k k—o0 k neN

par le point b) de la Proposition 4.9, donc X est intégrable.
Par ailleurs, pour tout € > 0,

E(|X, — X]) E(|Xn - X[1x,-x|<}) + E (IXalgx, - x12e) + E (X [11x, - x|>4))

< e+ B (|Xnllyx,—xz1) + B (IX1fx,—x|52}) -

La suite de variables aléatoires intégrables {X,X,Xs,...,X,,...} est encore uniformément
intégrable. On fixe n > 0 et par la convergence en probabilité de la suite X,,, pour n suffisament
grand on a P(|X,,— X| > ¢) < n. En prenant dans le a) de la Proposition 4.9 A = {|X,,— X| >
e}, on voit que pour tout n suffisament grand

E (1Xnllyx,-x12e)) <& et B(IX[x, xp2e) <&

On a obtenu E (] X,, — X|) < 3¢, d’ou la convergence dans L. O

Proposition 4.11 Soit p > 1 et soit (X, )nen une suite de variables aléatoires dans LP. Il y
a équivalence entre:
1) (Xpn)nen converge dans LP;
2) (Xn)nen est une suite de Cauchy dans LP, c¢’est-a-dire || X, — Xp||p — 0, lorsque n,m —
o0y

3) (| Xn|P)nen est une suite uniformément intégrable et (X, )nen converge en probabilité.

REMARQUE: Par ce résultat la preuve de la Proposition 2.15 est complete. Par ailleurs, pour
assurer l'uniforme intégrabilité de (|X,|P)nen il suffit de vérifier que la suite (X,,)nen est
bornée dans LPH°, § > 0.

Preuve. Cette preuve est similaire a celle de la Proposition 4.10. On donne les idées.
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1) =2):

La condition de Cauchy dans L? s’obtient de la convergence dans LP par l'inégalité de
Minkowski (Proposition 2.14).

2) = 3):

Si (Xp)nen est de Cauchy dans L elle est de Cauchy en probabilité (par I'inégalité de Markov),
donc convergente en probabilité vers une variable aléatoire X. A nouveau par 'inégalité de
Minkowski

W Xnlly = [1Xmllp] < [ Xn = Xonllp — 0,7,m — o0

Donc la suite réelle (||.X,|/p)nen est de Cauchy, donc convergente, donc sup,, || X[, < oo
(condition b) dans la Proposition 4.9). De plus par le lemme de Fatou on peut déduire aussi
que la limite en probabilité satisfait aussi || X||, < oo, donc X € L”. Enfin

E(|Xn[P14) = E(| Xy — X + X [P14) < 2P X5 — XD + 2PE (| X0 [P14) -

Par la condition de Cauchy on fixe ng et on prend n > ng et par I'uniforme intégrabilité de
{|Xno|} on peut faire petite la quantité 2PE (| X,,,[P14), dés que P(A) est petite. On trouve
ainsi la condition @) dans la Proposition 4.9 et donc I'uniforme intégrabilité.

3)=1):

De toute suite croissante (n’) on peut extraire une sous-suite (n},) telle que X”Z converge p.s.
vers une variable X. Par 'uniforme intégrabilité et le lemme de Fatou

E(|XP) < likminfE(|Xn;€|p) sup E(| X, |P) < o0,

donc X € LP. Ensuite on fait comme dans la proposition précédente. O

4.4 Convergence en loi

On a vu que deux variables aléatoires X,Y ont la méme loi lorsque Px = Py, ou si et
seulement si F'y = Fy, ou si et seulement si, pour toute fonction continue bornée g : R — R,
E[g(X)] = E[g(Y)], ou si et seulement si px = py. Ces diverses égalités donnent lieu a
diverses définitions de la convergence en loi.

Définition 4.5 (et théoréme)
Une suite de variables aléatoires réelles (X, )nen converge en loi vers X ou que la suite de
lois (Px, )neny converge étroitement vers Px si, lorsque n — oo :
1) Elg(X,)] — E[g(X)] & [z 9(®)Px,(dz) — [p g(x)Px(dx) pour toute fonction continue
bornée g : R — R;
2) Fx, (t) — Fx(t) en tout point de continuité t de Fx;
3) ¢x, (t) — px(t) pour tout t € R.
On note alors

X, %% X =Py %Py

Proposition 4.12 La convergence presque sture implique la convergence en loi.



98 CHAPITRE 4. CONVERGENCE DES SUITES DE VARIABLES ALEATOIRES

Preuve. Ceci est une conséquence du théoreme de convergence dominée et de la partie 1)
de la définition. O

Proposition 4.13 La convergence en probabilité implique la convergence en loi.

Preuve. Soit g continue et bornée. Alors si g(X,) converge en proba vers g(X) si X,
converge en proba vers X. De plus la suite (g(X,,))nen est bornée donc u.i. D’ici on déduit la
convergence dans L' de g(X,,) vers g(X) et enfin on obtient 1). O

Proposition 4.14 La convergence dans LP implique la convergence en loi.

Preuve. On rappelle que la convergence dans LP, entraine la convergence en probabilité.
Donc si X,, converge dans LP, p > 0, vers X, alors X,, converge en loi vers X. O

REMARQUE: La convergence en loi n’implique ni la convergence presque stre, ni la convergence
en probabilité, comme le montre I’exemple suivant: soit X ~ N(0,1) et X,, = (—1)"X. Alors,
par la symétrie de la loi gaussienne standard, X,, a méme loi que X. Donc X,, converge en
loi vers X, mais ne converge ni presque surement vers X, ni en probabilité vers X.

Proposition 4.15 Si la suite X,, converge en loi vers une constante c si et seulement si X,
converge en probabilité vers c.

Preuve: Par 2) on a que, lorsque n — oo,

0 sit<ec

FXn(t)—>{ | dise ViHe

Pour tout € > 0, on a
P(| X, - <e)=Plc—e< X, <c+e)

>Plc—e<X,<c+e)=Fx,(c+e)—Fx,(c—e)—>1-0=1

car ¢+ €,c — € # ¢, d’ou la conclusion. O

REMARQUE: Si X,, et Y,, convergent en loi vers X et Y, on ne peut rien dire sur la convergence
du couple (X,,Y,,). Dans I'exemple ci-dessus avec les lois gaussiennes, le couple (X, X)), ne
converge pas en loi. Toutefois on peut montrer que si si Y;, converge en loi vers une constante
¢, alors (X,,Y,) converge en loi vers (X,c) et en particulier X,, +Y,, converge en loi vers X +c¢
et X,Y,, converge en loi vers cX.

REMARQUE: (convergence en loi des variables aléatoires & valeurs entiéres)
Soient X,,,n € N, et X a valeurs entieres. Alors, lorsque n — oo

X, A% X L P(X, = ) — P(X = k), ¥k € N4 G (5) — Gix(s) pour s € [0,1].

(:Z)> : en effet, pour k € N, soient s,t des points de continuité de Fix, telsque k —1 < s < k <
t <k+1,dou, lorsque n — oo,

P(X, = k) = Fx.(t) — Fx, (s) — Fx(t) — Fx(s) = P(X = k).
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&: soit g une fonction continue a support compact dans [0,/N]. On a

N N
Elg(Xa)] = ) _9(k)P(X, = k) = > g(k)P(X = k) = E[g(X)]
k=0 k=0

(@1 .1 N . . .,
% : on utilise le méme argument que ci-dessus en ajoutant la convergence dominée.

&: on a besoin d’un résultat classique sur la convergence des fonctions holomorphes:

Soit une suite des fonctions holomorphes sur le disque unité (fp)nen, ayant, pour chaque
n, tous les coefficients de chaque série entiére positifs, et qui converge simplement sur [0,1];
alors la suite converge simplement sur tout le disque unité et la limite f est une fonction
holomorphe sur le disque unité; de plus pour tout entier k, la k-iéme dérivée de f,, converge
simplement vers la k-iéme dérivée de f (sur le disque ouvert).

On prend ici f, = Gx, dont (la limite de) la k-ieme dérivée au point 1 est (k!)P(X,, = k).
On obtient la conclusion.

Preuve du Théoreme 4.5:
1) =2):
Pour tout € > 0 il existe une fonction continue, g. : R — [0,1] telle que g.(z) =1si z < ¢
et g:(x) =0siz>t+e. Ona
lim E[ge(Xn)] = Elge(X)] < B[ 44 (X)] = P(X <t +¢) = Fx(t +¢)

n—oo

et
Elg:(Xy)] 2 E[l)_ 0 (Xn)] = P(Xy, <) = Fx, (1),

donc limsup,, . Fx, (t) < Fx(t + €) et par continuité a droite, limsup,,_,. Fix, (t) < Fx(¢)
en prenant e arbitrairement petit. Soit ensuite h. : R — [0,1] telle que ho(x) =1six <t —¢
et he(z) =0siz >t On a

lim E[he(X,)] = Elhe(X)] 2 E[l)_ 4o (X)] = P(X <t —¢) = Fx(t —¢)

n—oo

et
Elhe(Xn)] < E[lj_o0 n(Xn)] = P(Xn < 1) = Fx, (1),

donc liminf, . F, (t) > Fx(t —¢). Par hypothese Fx(t—) = Fx(t) et pour € arbitairement
petit on trouve liminf, .o Fx, (t) > Fx(t).
2) = 1):

Pas a)
Soit d’abord g : R — R de classe C' & support compact; en particulier ¢’ est bornée & support
compact. Par le théoreme de Fubini, on a

Elg(X,)] = /R Py, (dx) / " )y = /R (1~ Fx, (4))d (4)dy.

—00
On sait que 'ensemble des points de discontinuité de F'x est au plus dénombrable, donc de
mesure de Lebesgue nulle; hors de ces points 1 — Fx, converge vers 1 — F'y tout en restant
bornée par 1, car toute fonction de répartition est a valeurs dans [0,1]. La mesure positive
|¢'(y)|dy a sa masse totale finie, c’est-a-dire:

/ W)y < sup  1gW)] x Azes (supp(g)) < oo,
R yeEsupp(g’)
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donc par convergence dominée,

lim B[g(X,)] = lim R(l — Fx, (y))g'(y)dy = /R(l — Fx(y))d'(y)dy = E[g(X)].
Pas b)

Soit ensuite g continue a support compact, mais pas nécéssairement dérivable. Pour tout

e > 0, il existe une fonction h de classe C' & support compact telle que |g(z) — h(z)| < §

pour tout ¢ € R (par exemple la convolée de g par I'approximation de l'unité de classe

C! & support compact). Par ce qu'on vient de voir, on sait trouver un entier ng, tel que

|E[h(X,)] — E[M(X)]| < § dés que n > ng. Donc, pour n = ng,

[Elg(Xn)] = Elg(X)]] < E(lg(Xn) — h(Xn)[) + [E[A(Xn)] — E[R(X)]] + E(Jg(X) — A(X)]) <e.

Pas ¢)
Enfin soit g continue bornée et ¢ > 0. On peut supposer que |g| < 1 Il existe une fonction
g continue & support compact 0 < ¢ < 1, telle que E[g(X)] > 1 — £. On déduit qu’il existe
un entier n tel que E[g(X,)] >1— £ des que n > nq. La fonction gg est continue & support

compact, donc il existe un entier no tel que |E[(g9)(Xy)] — E[(99)(X)]| < § deés que n > na.
On a alors, pour tout n > max{ni,na},

[Elg(Xn)] — Elg(X)]] < [E[(99)(Xn)] — E[(99)(X)]| + [E[g(1 — 9)(Xn)]| + [E[g(1 — ) (X)]]
< 5 +E[(L - 9)(X)] + E[(1 - 9) ()] <.
Ceci termine la preuve de cette implication.
1) = 3):
11 suffit de prendre g;(z) = cos(tx) et go(z) = sin(tz):

px, () = E[g1(Xn)] + iE[g2(Xn)] — Elg1(X)] + iE[g2(X)] = ¢x (1).

3)=1):

Pas a)
Supposons d abord que g : R — R est continue & support compact, avec sa transformée de
Fourier g = [z g(z)dx est dans L'(R,B(R),\). On sait, par inversion de Fourier que

9(x) = 5= fR —itrg(t )dt Par le théoréme de Fubini,

Bl = 5B | [ e g0ae| = 5 [ Ble ) g = o [ ex.(-0ate)a

Mais, ¢x, (—t) converge vers ¢x(—t) pour chaque ¢ et de plus, on sait que |¢x, (—t)| < 1,
pour tout t € R. Comme g est intégrable, par convergence dominée on trouve

lim Elg(X,)] = —

n—0o00 27‘(

/ px(—t)g(t)dt = E[g(X)).

Pas b)
On peut voir que la condition § € L!(R) est satisfaite pour toute fonction g de classe C?
a support compact. En effet, la transformée de Fourier § est bornée et la transformée de
Fourier de la fonction & support compact g” est bornée et est égale & t2G(t). D’ou pour
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|t| — o0, g(t) = O(t%) Comme g est bornée, elle est donc intégrable sur R. Ainsi 'affirmation
est vérifiée pour g de classe C? & support compact.

Pas ¢)
Pour ¢ juste continue a support compact et ensuite g continue bornée on peut répéter les
mémes arguments que dans la preuve 2) = 1) (les pas b) et ¢)).

La preuve du théoreme est complete. O

REMARQUE: (facultatif)

En fait 'implication 3) = 1) peut étre énoncée aussi comme le théoréme de Lévy:
Soit (X )nen uns suite de variables aléatoires de fonctions caractéristiques x, . Supposons
que la suite px, converge ponctuellement vers une fonction ¢ continue en 0. Alors i est la
fonction caractéristique d’une variable aléatoire X et la suite X,, converge en loi vers X.

Ce résultat repose sur une question intéressante : savoir si d’une suite de variables aléatoires
on peut extraire une sous suite convergente en loi (on dira que la suite est relativement
compacte pour la convergence étroite).

Ce n’est pas toujours le cas: soit la suite de variables aléatoires X,, = n. Pour toute
fonction g continue tendant vers 0 a 'infini on a E[g(X,,)] = g(n) — 0, donc on ne peut pas
extraire une sous suite convergente en loi. Il s’agit du fait que “la masse est partie a I'infini”.
Lorsqu’on évite ce phénomene alors la suite est relativement compacte et réciproquement.

La formulation du phénomene de ne pas perdre de masse est la suivante:

Une suite de lois P, sur R est dite tendue si

lim supP, {x € R:|z| > M}) =0,
M—00pneN

ou encore, pour tout € > 0, il existe un M > 0 tel que
P,({zeR:|z| > M}) <e,VneN.

Le résultat important est donné par le théoreme de Prohorov:
Une suite de lois de probabilités est relativement compacte (pour la convergence étroite) si et
seulement si elle est tendue. O

4.5 Les lois des grands nombres et le théoreme central limite

Soit (X, )nen une suite de variables aléatoires réelles indépendantes et de méme loi (i.i.d.)
qu’une variable notée X. Pour tout entier n > 1, on S,, = Z?:1 X et on va s’intéresser aux
propriétes asymptotiques de .S, ou plus précisement de %, la moyenne empirique des X;.
De point de vue pratique, par exemple, si X; modélise le nombre de pile montre au lancer
d’une piece, Sn—” est la proportion de lancers montrant pile dans n essais. On peut voir sur cet
exemple que 2= converge vers E(X) = P(X = 1) et que la loi de (S, — E(S,))/y/n ressemble
a une loi normale lorsque n est assez grand.

Le premier résultat montre que l'intuition est correcte: si la piece est non truquée la
proportion de pile tend a se stabiliser vers 0,5; donc la théorie construite constitue une
modélisation raisonable du réel et qu'une certaine régularité apparait dans les phénomenes
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aléatoires.

Théoréeme 4.1 (loi faible de grands nombres)
Soit (Xp)nen une suite de variables aléatoires i.i.d. avec E(|X|) < oo et soit Sy, = X1+ ...+

X,,. Alors, lorsque n — oo,

S 1ol xy.

n

Preuve: Comme X € L!, la fonction caractéristique ¢ x est dérivable et on sait que ¢ x (0) = 1
et ¢’y (0) = {E(X), d’olt son développement,

ex(t) =14 itE(X) + o(t), lorsque t — 0.

Comme les variables Xji,...,X,, sont indépendantes et de méme loi que X, la fonction
caractéristique de .S, est pg, = ¢%. Donc lorsque n — oo,

t
n

e (0= ps. (D) = px(Ly = (14 im0 L +o(D))

Par convergence dominée, on voit que, lorsque n — oo,

nlex(5) = (14 E(X))| - 0.

En effet on al

t t 21X12 2t X|
)= (14i—B(X))| < B | =50 A 221
fex(2) ~ (1 iLECO) < B g a2
avec 2 2 2 2 2 2
21X2 21X £21X2 21X 2| X
o (EX Aﬁ <2t X| €Ll et n X A X < |X] — 0.
2n? n 2n2 n 2n

1. Par la formule de Taylor au reste integral on a

d’ou

par (n—1
d’ott
R o ) S O o
le ;k!|\n'+n!_n'
Ainsi
i x (iz)F Tt 2|z|™
— < A .
=D <o o e

Enfin on déduit i
— (it) k x|t 2lex|”
t) — E E(X®)| <E A

n!

11 suffit de prendre n=1 et n=2 (pour la preuve du Théoréme 4.3 ci-dessous).
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Mais alors?, lorque n — oo,

t itE(X t ot
fox(by = 1+ 8y o — v ileo) -0
On en déduit
lim s, (1) = €50,

n—oo n

ou le membre droit est la fonction caractéristique de la variable aléatoire constante E(X). Par
la Définition 4.5 on déduit que % converge en loi vers la constante E(X), et par la Proposition
4.14 on tire la conclusion. O

Théoréme 4.2 (loi forte de grands nombres)
Soit (Xpn)nen une suite de variables aléatoires i.i.d. et soit S, = X1 + ...+ X,,. Les deux
conditions sutvantes sont équivalentes:

1) E(|X]|) < oo;

2) %ﬁ) (X), lorsque n — 0.

Preuve:
2) =1):

Si la suite % converge p.s., alors la suite % converge p.s. vers 0. Par le lemme de Borel-
Cantelli (Proposition 4.1, 2)), puisque les X; sont indépendantes et toutes de méme loi que
X, pour tout (ou seulement un) € > 0,

ZP(|%| > ) = Y P(Xa| > en) = 3 P(X] > en) < oo

n>1 n>1 n>1

On conclut a I'aide de la Proposition 2.8.
1) = 2): Notons E(X) = m.

Pas a)
On prouve dans un premier temps le résultat sous I’hypothese plus restrictive que X admet
un moment d’ordre 2: E(|X|?) < co. En considérant séparément la partie positive et sa partie
négative X,, on remarque qu’il suffit de démontrer le résultat pour des variables aléatoires
positives, ce qu’on suppose désormais. On rappelle que E(S,,) = nm et Var(S,,) = nVar(X).
D’ou,

Spa Var(X)
Var( nril —m) = BT
et donc, par I'inégalité de Tchebytchev,
Shpa 1 Var(X)
P(l= — > ) ——~
( nt | n) n?2

2.0napouri=1,...,neta;b; €C, |ai],|b;] <1

(preuve par récurrence).
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On déduit que la série 3, -, P(|7% —m| > 1) converge. Par le lemme de Borel-Cantelli on

a presque sirement,
S C g .
|— —m| < —, sauf pour un nombre fini d’entiers n.
n n
On fixe un w pour lequel ’événement ci-dessus est réalisé et on prend n suffisament grand.

Comme la suite S, est croissante, pour tout entier k tel que n* < k < (n+ 1)% on a

Sk(w) _ Syt (@) _ <n+1>4 Stny1yt (W) < <n+1>4(m+ 1 )

koo nt n (n+1)* n n+1"
Ainsi,
S,
lim sup bw) <m
k—oo k
De méme .y \
Sk (w) S Spa(w) _ n Spa(w) > n (m 1)
k (n+1)4 n+1 nt n+1 n
On déduit s
lim inf k) > m.
k—o0 k
En conséquence, on a pour presque tout w, limy o S’“T(“’) =m.
Pas b)

Supposons maintenant X intégrable. Quitte & remplacer les variables X; par X; — E(Xj), on

peut supposer que m = E(X) = 0. On fixe ¢ > 0. Comme E(|X|) < o0, 11 existe des variables

Y;, bornées, centrées indépendantes et de méme loi, telles que E(|X; — Y;|) <e.?
OnnoteT,=Y1+...+ Y, et ona

n] 1| ‘

? p |Tn| 7
D’apres les pas a), == converge presque stirement vers 0. On va montrer que pour ¢ suffisament
petit,

*) lim sup — Z|X Y;| < 2B(|X: — Vi),

d’oti on tire, par le choix des variables Y7,

Sh
lim sup — |5 < limsup — Z | X; — Y] +11msup £ < 2

n—00 n n—00 ] 1 n—0o00

presque strement. Comme ¢ est arbitraire, on conclut. On note Z; = |X; — Yj| variables
aléatoires positives, indépendantes, de méme loi qu’une variable Z intégrable et on veut

borner
lim sup — Z Zj.

n—oo

3.1l existe ¢ > 0 assez grand tel que E(|X|1{x|>c}) < €. On prend Y’ = X1 x5} €t Y =Y’ —E(Y')
qui est centrée bornée par 2c. Alors E(|X —Y]) < E(|X = Y']) + E(Y’') = E(|X = Y']) + |E(X) — E(Y")| <
2E(|X — Y’|) < 2e. On prend €/2 au lieu de ¢ et ensuite on fait des copies indépendantes de méme loi de Y.
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On a pour tout entier k et tout 6 > 0,

P max ZZ Z)+0

2k<n 2kt N

<P<3j6{1,...,2k+1}:Zj>2k>+P max ZZﬂmk] 9F(Z) + 6

2k <n2kt1 N

2k+1
<2P(X > 20+ P D Zilgon(Z;) = 2MTE(Z) + 62°
j=1
2k+1
<P > 4P (Y (Zjllmk}(zj) - E(Zj]l[o?zk](zj)» > 52k
j=1
On applique l'inégalité de Tchebytchev au deuxieme terme du majorant précédent et on
trouve

P Z; 5| < 2Fp(x > 2k
N Z )+ (X>29+

2 E (2211[0 o (Z))

< 2kHIP(X > 2F) 4 52—E (22]1[0,%}(2))

Pour tout entier k,
2k‘+1

/ P(X > t)dt > 2FP(X > 2k+1),
2k
donc la Proposition 2.8 implique

> 2FIP(Z > 2F) <4E(Z) < .
k>0

De plus, si 2! < Z < 21, alors

72N 2 Mo (2) <222 ) 27h <4z,
k>1 k>l+1

d’ou
Y 27hE <Z2]1[072k}(2)> =E | 223 2" 1,4(2) | <4E(2).
k>0 k>0

Dong, finalement,

2
kZ>OP o nax Z Z; )+6 | <41+ 5)B(Z) < 0.
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D’apres le lemme de Borel-Cantelli (Théoreme 3.3 a)), presque sirement pour tout k assez
grand
. max Z Zj < 2E(Z) + 9,

<nL2kt1n

et comme § est arbitraire on trouve I’megahte (). O

REMARQUE: Une autre fagcon d’énoncer la loi forte des grands nombres est de dire que
si E(|X|) < oo alors 22 = E(X) + o(1) p.s. lorsque n — occ. Le théoréme limite central
donne, en un certain sens, un terme de plus dans le développement asymptotique, précisant
le comportement limite en loi du terme o(1), sous une hypothése suplémentaire sur la loi
commune des X;. On a ainsi une estimation trés précise de '’erreur commise en approchant
I’espérance mathématique par la moyenne empirique. Le résultat permet d’approximer la loi

de Sn—” lorsque n est grand.

Théoréme 4.3 (central limite)
Soit (Xn)nen une suite de variables aléatoires réelles i.i.d. avec E(X?) < oo et soit S, =
X1 +...+ X,. Alors, lorsque n — 00,

Sn - nE(X) loz

nVar(X) —NOL.

Preuve: En remplacant X; par (X; — E(X;))/y/Var(X;) on peut suposer que E(X) = 0
et Var(X) = 1. Comme X € L? sa fonction caractéristique est deux fois dérivable et son

développement est
t2 t2
ox(t) =1+tx(0) + Ecp/)/((O) +o(t?*)=1- 7+ o(t?), lorsque t — 0.

On rappelle que par indépendance et équidistribution on a

t2 2 \"
P, valt) = ox(t/vn)" = <1 o + O(n)> , lorsque n — oo.

Par convergence dominée, on voit que, lorsque n — oo,

L) (1 +i-B(x0) - Cexy) — o

En effet on a
2

gt R
!so)c(\/ﬁ) (1+ \/ﬁE(X) ~E(X ))<E[

BIX3 2X)? BIX]3 2 X]|? 31X3
n(! ° \)gﬁwpeLlan< xP \|)g XE
n

t3‘X‘3 N t2‘X|2
6n3/2 n ’

avec

613/2 6m3/2 n 6/n
A nouveau, lorsque n — o

2

lox(t/v/m)" — (1 — )| <

- L)+ iB(X) - iE(XQ))] ~0.
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On en déduit

lim pg / /m(t) = e /2,

n—oo

Le membre de droite est la fonction caractéristique de la loi N'(0,1) et le théoréme est établi.
O

Proposition 4.16 (vitesse de convergence en théoréme central limite)

Soit (Xn)nen une suite de wvariables aléatoires réelles i.i.d. avec E(|X|3) < oo. On note
E(X) =m, Var(X) = 02, S, = X1 + ...+ X, et T, = (S, —nm)/Vno? et N ~ N(0,1).
Soit g : R — R une fonction de classe C* dont la dérivée troisieme est bornée. Alors, lorsque
n — oo,

E[g(Ty)] — E[g(N)] = O(ﬁ)-

Preuve. Sans perte de généralité on peut supposer m = 0. On introduit une suite (Ny,)nen
de variables aléatoires i.i.d. de loi N (0,1) et on pose T,, = (N1 + ...+ N,)/+/n de sorte que
pour chaque n, T;, a encore pour loi N'(0,1). Pour chaque k € {1,...,n}, on considére

L X1+...+Xk+Nk+1—|—...—{—Nn A X1+...—|—Xk_1—|—Nk+1+...—|—Nn
T, = et T, = .
NG NG

On cherche donc & estimer

> Elg(TH] - Blg(Ti )]
k=0

‘E[Q(Tn)] - E[Q(Tn)” =

n—1 ‘

< Z [E (9(T) = 9(T) + 9(T}) — 9T |
k=0

Pour chaque différence on écrit le développement de Taylor de g au point Tff On voit que
Tk = TF + X3, //n et THY =Tk + Ny, //n:

~ N Xk’ 1 . Xk 2
o(Th) - Th) = (1) + 50 (TE) 4

et
X Nk 1, N\
k+1 k ky LV k k k
TE) = o(Th) = o (THTE + L0 (T )+ R
On sait que T ,’f est indépendante de N et aussi de X et que ces deux dernieres variables
sont centrées et ont la méme variance. Quand on prend la somme des deux développements
et espérance, tout s’annule sauf les restes, E(RF) et E(RE). Or

X 3 A Ny, 3
RS < Guplg" @D EEE et 185 < (uply o)) AL
z€eR n R n
On trouve
B n—1 1 1
[Elg(T,)] — Elg(Tn)]| < e 5 = e
k=0
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4.6 Exercices

4.1. Soit (X, )nen une suite de variables aléatoires réelles indépendantes. Montrer que le rayon

de convergence de la série entiere ) - Xn2" a coefficients aléatoires est p.s. constant.

4.2. Soit (X,)nen une suite de variables aléatoires réelles indépendantes de loi donnée par
P(anl):p,P(Xn:—l)zl—p,O<p<l,p#%. On pose Sy = 0 et pour n > 1,
Sp=X1+ ...+ X,. L’événement A, = {S,, = 0} s’appelle un retour a 0.

(i) Que représente I’événement lim sup,, A,?

(ii) Montrer que P(limsup,, A,) = 0.

4.3. Soit (Xp)nen une suite de variables aléatoires réelles indépendantes.

(i) Montrer que la série ) X, converge ou diverge presque siirement.

(ii) Montrer que si la série ) X, converge presque sirement, alors pour tout a > 0,
> nen P Xn| > a) < oo,

4.4. Soit (X, )nen une suite de variables aléatoires réelles indépendantes. Montrer que:
(i) si pour un M € R, > (1 — Fx, (M)) < oo, alors imsup,,jo Xn < M p.s.
(ii) si pour un M € R, > _nFx, (M) < oo, alors liminf,,1oc Xy > M p.s.

4.5. Soit (Xp)nen+ une suite de variables aléatoires réelles indépendantes. La loi de X, est:

1 2
PXn = E((Srﬂ + (5,,7‘74) + <1 - 77,2> (50.
Montrer que la série ZneN* X, converge presque stirement.

4.6.* Soit (X,,)nen+ une suite de variables aléatoires réelles indépendantes de loi exponentielle
de parametre 1. On note M,, = maxigj<n Xj-
(i) Montrer que pour tout € > 0

P(M, < (1 —¢)Inn) = exp(nln(l —n°1)).
(ii) Par le lemme de Borel-Cantelli, en déduire

M,

un > 1—¢ p.s. pour n assez grand.

(iii) Montrer que pour tout € > 0
P(M, > (1+¢)lnn)=1—exp(nln(l —n=="1)).

(iv) Soit la sous-suite ny = [(k + 1)°], k € N, &§ > 1, ot [] note la partie entiere. Par le
lemme de Borel-Cantelli, en déduire

M,
limsup —& < 1, p.s.

k—oo 10T

.. - M,
Quelle est la limite presque stire de 1 n’; ?

(v) Pour tout entier n > 0 il existe k € N tel que n; < n < ng41. Montrer que

Inng My, . M, < My, ., .lnnk“

: XX .
Inngry lnng ~ Inn " Inngey  Inng
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En déduire que, lorsque n — oo

M, ps.
— =51,
Inn

(vi) On a donc que M,, = Inn + o(lnn) p.s. et on veut préciser le contenu du terme o(lnn).
On note Z, = M,, — Inn. Montrer, en utilsant les fonctions de répartition que Z,, converge
en loi vers une variable dont on précisera la densité.

4.7. Soit (X, )nen une suite de variables aléatoires réelles indépendantes centrées uniformément
bornées.

(i) Montrer que E[(X1 + ... + X,,)*] < cste.n?.

(ii) En déduire que, lorsque n — oo

Xi1+...+ X, ps.
_—
n

0.

4.8. Montrer que I'espace L peut étre muni d’une structure d’espace métrique complet. En
déduire 'unicité de la limite en probabilité.

4.9. Soit (X,)nen une suite de variables aléatoires réelles admettant un moment d’ordre
deux et telles que lim, . E(X,,) = ¢ et lim,, o Var(X,) = 0. Montrer que X,, converge en
probabilité vers c.

4.10. Soient (X,,)nen et (Yy)nen deux suites de variables aléatoires telles que X,, converge
vers une variable X en probabilité et Y,, converge vers une variable Y en probabilité. Soit
g : R? — R une fonction uniformément continue.

(i) Montrer que g(X,,Y,,) converge en probabilité vers g(X,Y).

(ii) Montrer que X,, + Y, converge en probabilité vers X + Y.

4.11. Soit (X,,)nen une suite de variables aléatoires réelles indépendantes de loi de Bernoulli
telles que E(X,,) = % Etudier la convergence en probabilité et presque stre de cette suite.

4.12. Soit (X,,)nen une suite de variables aléatoires réelles de méme loi admetant un moment
d’ordre deux, indépendantes. Montrer que, lorsque n — oo
1 prob

— max |X;|—0.
n 0jsn

4.13. Soit (X, )nen une suite de variables aléatoires réelles indépendantes telles que X, suit
la loi uniforme sur {£n®}, a > 0. Montrer que si 0 < o < % alors la suite satisfait la loi faible
des grands nombres. Est-ce que la réciproque de cette affirmation est vraie?

4.14. Montrer que si X,, converge vers une variable X dans L!, alors lim,, ., E(X,) = E(X).

4.15. Soit (Xp)nen une suite de variables aléatoires réelles et il existe un réel M > 0 tel
que, pour tout entier n, | X,| < M p.s. Montrer que, lorsque n — oo

roba Lt
Xn PIORR ) = X, —0.
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4.16. Soit (X, )nen une suite de variables aléatoires réelles qui converge en probabilité vers

1
une constante c. Soit g : R — R une fonction continue bornée. Montrer que g(X,,) L, g(c).

4.17. Soit (X, )nen+ une suite de variables aléatoires réelles deux-a-deux non corréllées telles

que sup,,en+ E(|X2]) < 0o. On note S, = X1 + ... + X,.

(i) On suppose que les X,, ont toutes la méme espérance m. Montrer que, lorsque n — oo
Sn L2

— — M.
n

E(X1)+..+E(X,)

= = m. Montrer que, lorsque n — oo

(ii) On suppose que lim,

Sy prob
o m
n

(iii) On suppose que les X, sont toutes centrées et que de plus ) . Var(X,) < co. Montrer
que S, converge dans L2.

4.18. Soit (X,,)nen+ une suite de variables aléatoires réelles indépendantes de loi binomiale
X, ~ B(n,2) (0 < A < 1). Montrer que X,, converge en loi vers une variable aléatoire de loi
de Poisson de parametre .

4.19. Soit (X, )nen+ une suite de variables aléatoires réelles indépendantes de loi uniforme
X, ~U(1,...,n). Montrer que % converge en loi vers une variable aléatoire de loi U 1).
4.20. Soit (X,,)nen+ une suite de variables aléatoires réelles indépendantes de loi géométrique
X, ~G(2) (0 < p < 1). Montrer que 2= converge en loi (& 1'aide des fonctions caractéristiques
et des fonctions de répartition).

4.21. Soient (X, )nen et (Yn)neny deux suites de variables aléatoires réelles telles que pour
tout n X, et Y,, sont indépendantes. On suppose que X,, converge en loi vers une variable X
et Y, converge en loi vers une variable Y. Montrer que la suite des couples (X,,Y,,) converge
en loi.

4.22. Soit (Xp,)nen+ une suite de variables aléatoires réelles indépendantes de loi de Bernoulli
de parameétre % et soit U ~ U]p,1;. On pose

nXk

2k
k=1

Y, =

(i) Montrer que la fonction caractéristique de Y;, peut se mettre sous les deux formes suivantes:

it it ]_ Sin( % )

it ) _
sin(grtrr)

_ t t
oy, (1) =e2e T COS(Z) cos(é) COS(E) ...cos(

7271_’_1) =e2¢ 2ntI (5)”

(ii) En déduire que Y;, converge en loi vers U.
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4.23. Soit ¢ : [0,1] — [0,1] et soit (Uy,)nen une suite de variables aléatoires réelles indépendantes
de loi uniforme sur [0,1]. On pose

I= /1 w(x)d.ﬁ, Yk = { L s w(UQk) P U2k+1
0

0 sinon

(i) Montrer que les variables aléatoires Y} sont indépendantes et trouver leurs lois.
(ii) Montrer que, lorsque n — oo

1 5.
Yn:ﬁ(Y1+...+Yn)E>I.

(iii) (méthode de Monte-Carlo simple)
On veut estimer I a 'aide de Y,, et I'erreur relative est

_ |}7n_”

En 7

Donner un majorant de P(e,, > «) en termes de «,I,n.

(iv) Supposons que des estimations ont permis par ailleurs de voir que I > 0,5. A partir de
quelle valeur de n s’assure-t-on 19 chances sur 20 de faire une erreur relative inférieure a 1%
en estimant I7

4.24. Soit f : R — [0,00[ une densité de probabilité et soit 1) : R — R une fonction intégrable
par rapport a la mesure de Lebesgue. On pose

1= /R () f(x)de.

(i) (méthode de Monte-Carlo simple)
Montrer que si (X, )nen est une suite de variables aléatoires réelles indépendantes ayant la
méme densité f alors, lorsque n — oo

1 8.
S((XD) (X)) PR T
(ii) (méthode de Monte-Carlo avec rejet)
Soit (Up)nen une suite de variables aléatoires réelles indépendantes de loi uniforme sur [0,1]

indépendante de (X, )nen et soit g : R — [0,00[ une densité de probabilité telle que pour tout
rzeR, % < ¢ pour une certaine constante c. Montrer que, lorsque n — oo

& " .S.
&S Iy e sy 2 [ wlalgla)da.
j=1

(iii) (facultatif) On pose

0 sinon

: 9(Xn)
Y, = { 1 sicU, < FOX)
Montrer que la suite (Y;,)nen est une suite de Bernoulli indépendante. On pose

N(n)=min{fk e N: Y1 +...+ Y, =n}.
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Donner un equivalent presque stir de N(n). On considére les variables aléatoires

Z1 = XNy 1Zn = XN@m)» - - -
Montrer que la suite (Z,)nen est une suite de variables aléatoires indépendantes de densité
g. En déduire que, lorsque n — oo

L2 o) P / b(2)g(x)d.
n R

4.25. (formule d’inversion de transformée de Laplace de Post-Widder)
Soit f : [0,00[— [0,00[ une fonction (densité de probabilité) continue bornée. On rappelle que
la transformée de Laplace de f est la fonction

o) = [ e

(1) Soit (X, )nen une suite de variables aléatoires réelles indépendantes de méme loi exponentielle
5(%) Quelle sont les densités de S, = X1+ ...+ X, et de %

(ii) Montrer que g est indéfinement dérivable sur |e,oc0, pour tout € > 0, de dérivée n-ieme
donnée sur |0,00[ par

") (g) = (=1)™ Ooxne_sx z)dz.
4 (s) <1>/0 f(@)d

sl (3)] -0

(iv) En déduire la formule d’inversion de Post-Widder:

(iii) Montrer que

(= tangl(E)
L TR = f(@),

et I'injectivité de la transformée de Laplace vue comme application de I’espace des fonctions
continues bornées dans l’espace des fonctions continues.

4.26. Soit (X, )nen+ une suite de variables aléatoires réelles indépendantes de loi de Poisson
X, ~ Pl(ay) (an, > 0). On note s, =a; +...4+a, et S, = X1+ ...+ X,. On suppose que
limMy— 008y, = 00.

(i) Montrer que, lorsque n — oo

Sp— 8 '
n " Sn ol o L N(0,1).
vV Sn
(ii)* On suppose que tous les a, = 1 et on pose T,, = ST\L/%”. Pourquoi pour tout x > 0,

lim, oo P(z < T},) = P(z < G)? A Daide de l'inégalité Bienaymé-Tchebytchev montrer que
on peut dominer P(z < T),) par une fonction intégrable sur |0,00[. En déduire,

lim E(T,)) = E(G') = \/127
n—oo T
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Prouver la formule de Stirling: lorsque n — oo,

e "n"\/n 1
n! V/ o

4.27 Une usine fabrique des pieces dont 3% ont des défauts.

(i) On préleve 1000 pieces au hasard. Quelle est la probabilité d’avoir plus de 50 pieces
défectueuses? d’avoir entre 20 et 40 pieces défectueuses?

(ii) On veut 1950 pieces sans défaut. Par prudence on préleve 2000 au hasard. Quelle est la
probabilité d’avoir suffisament de pieces en bon état?

4.28. Deux sondages effectués I'un aupres de 800 Frangaises, 'autre aupres de 800 Francais
donnet 51% de fumeuses et 49% de fumeurs. Est-il raisonnable d’en déduire que les femmes
fument plus que les hommes en France?

4.29. Dans une population de 56680 familles lapins ayant 8 petits chacunes (donc 429440
lapereaux au total) il y a 221023 maéles et 208417 femelles. On se demande si le nombre de
lapereaux maéles est significativement plus élevé que celui de lapereaux femelles? Autrement
dit on voudrait tester ’hypothese: les chances sont égale d’avoir un male ou une femelle avec
un risque d’erreur de 5%.

4.30. Suivant 'hypothese de Mendel sur la couleur des yeux (bleu récessif, marron dominant)
une personne prise au hasard a une chance sur quatre d’avoir les yeux bleus. Si cette hypothese
est valide, combien de personnes doit-on observer pour étre quasi-certain avec une probabilité
de 99,8% que la proportion de personnes aux yeux marron sera comprise entre 0,7 et 0,87
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Chapitre 5

Sujets d’examens 2001-2003

Sujet d’examen partiel
Licence de Mathématiques - Probabilités
mardi 27 mars 2001 - durée 3 heures - calculatrice interdite
documents (cours manuscrit ou polycopié) autorisés

Exercice 1.
Sur lespace de probabilité (]0,1],5(]0,1]),A), o A note la mesure de Lebesgue sur ]0,1], on
considere la variable aléatoire S(w) = [1/w], ol [-] note la fonction partie entiere.

1) Trouver la loi de S (on pourra chercher les valeurs possibles de S et les probabilités avec
lesquelles sont prises ces valeurs);

2) Etudier 'existence des moments d’ordre un et deux de S.
3) Que vaut P(S > 100)7

Exercice II.
Le vecteur aléatoire (X,Y") a la densité de probabilité donnée par

eV, 2>0,y>0
Fxy(@y) = { 0 sinon.

Trouver :
1) les densités marginales de X et de Y et leurs lois;
2) les fonctions de répartition Fixy), Fx et Fy du vecteur et de ses coordonées;
3) les fonctions caractéristiques ¢ x y), ¢x et gy du vecteur et de ses coordonées;
4) Vespérance et la matrice de covariance du vecteur (X,Y);

5) la densité du vecteur (Z,W) = (X,X +Y) et les lois des variables aléatoires X + Y et
U= X/(X+Y) (on pourra calculer successivement les densités de (Z,W) = (X, X +Y)
et (UV)=(Z/WW)=(X/(X4Y),X+Y), ensuite déduire les marginales en question).

Exercice III.
Une urne contient des boules rouges et noires. La proportion de boules rouges est p €]0,1].
On effectue des tirages avec remise dans 1'urne en notant a chaque fois la couleur obtenue.
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On dit avoir obtenu un “succes” si une boule rouge est sortie. On cesse les tirages apres avoir
noté l'obtention de n boules rouges, n > 1 (n succes). Soit T la variable aléatoire nombre
total de boules tirées.

1) Dire quel est I'ensemble de valeurs possibles de T
2) Calculer P(T'=n) et P(T =n+1).

3) Donner une explication précise et succincte de la formule suivante :
_ k—
P(T = k) = Cp=ip"(1 - p)* ™.

pour k appartenant a l’ensemble trouvé au point 1).
4) Quelle loi obtient-on si n = 17
5) Calculer E(T"), Var(T). Calculer E [(n — 1)/(T — 1)] lorsque n > 2.

Exercice IV.
Soient (€2,.4,P) un espace de probabilité, 7 une sous-tribu de A et X : Q@ — R une variable
aléatoire réelle intégrable. On rappelle qu’une variable aléatoire réelle Z est 7-mesurable si:

Z7YB) € T, pour tout borélien B € B(R).
On admet qu’il existe une variable aléatoire réelle Z 7-mesurable, intégrable et satisfaisant :
E(Z14) =E(X1y4), pour tout A€ 7. (5.1)

Montrer que:
1) E(Z) = E(X);
2) si X > 0 p.s. alors Z > 0 p.s. (on justifiera qu’on peut prendre dans (5.1) A = {Z < 0}
et on montrera que P(A) = 0);
3) la variable Z est unique p.s., c’est-a-dire que si Z est une autre variable aléatoire réelle
7T -mesurable, intégrable telle que:

E(Z]IA> =E(X1y4), pour tout A€ 7T, (5.2)

alors Z = Z p.s. (on justifiera qu'on peut prendre dans une égalité déduite a partir de
(5.1) et (5.2), d’abord A ={Z > Z} et ensuite A ={Z < Z}).

Exercice V.
Soit (Q,4,P) un espace de probabilité et soient A, B € A deux événements quelconques.

Montrer que:

P(ANB) ~ P(AP(B)| <

(on pourra déduire une inégalité utile en étudiant le maximum de la fonction z — z(1 — z)
définie sur [0,1] & valeurs dans R).
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Sujet d’examen
Licence de Mathématiques - Probabilités
jeudi 31 mai 2001 - durée 3 heures - calculatrice interdite
documents (cours manuscrit ou polycopié) autorisés

Exercice 1.

Un point aléatoire (X,Y") est uniformément distribué dans le carré R de sommets (1,0), (0,1),
(-1,0) et (0,-1); ainsi la densité est de la forme f(x y)(z,y) = ¢ Ix(z,y). Trouver la constante
c et étudier 'indépendance et la corrélation des coordonnées X,Y.

Exercice II.
Soient ¢ > 0 et f,g : [0,]] — R deux fonctions continues telles que pour tout x €]0,1],
0< f(z) <cg(z).
1) Soit (Uy)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes uniformément distribuées
sur [0,1]. Justifier la convergence presque siire et préciser les valeurs des limites des
suites suivantes:

1 — 1 —
Xn = I Zf(U]) et Y, = EZQ(UJ’)-
j=1 j=1

2) Calculer les limites presque stire des suites 1/Y;, et X,,/Y,,.
3) Justifier la convergence et calculer lim,, . E (X, /Y},).
4) En déduire

1 1 1 d
lim/ f(x1)+"'+f(x")dx1...d$n:M.
n—o0 Jo 0 9(@1)+...+g(xn) Jo 9(x)dzx
n fois
5) Calculer:
1 1.2 2
hm/ / Tyt +x”d 1...dz,
n—oo fq 0 xr1 + +xy
e

Exercice III.
Soient X1,...,X,, variables aléatoires strictement positives indépendantes et de méme loi.

Calculer, pour k € {1,...,n},
E X1+...+Xk
Xi+...+X,/)

On pourra justifier d’abord que les variables ﬁ, j=1,....,n, ont la méme loi.

Exercice IV.
Soient Dj,Dsy, ... des variables aléatoires indépendantes de méme loi £(A), A > 0. On regarde
les variables D; comme les durées de temps entre deux arrivées de clients devant un guichet.
On s’intéresse au nombre N; de clients arrivés jusqu’au moment ¢.

On définit Ng =0 et pour t > 0:

Ny =max{n: Dy+ D1+ ...+ D, <t}, ou Dy =0.
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1) Donner la formule de la densité de la variable Dy+. ..+D,,. S’agit-il d’'une loi remarquable?
On pourra utiliser la fonction caractéristique ou le produit de convolution.

2) Justifier I’égalité P(IN; = 0) = P(D; > t), pour t > 0, et calculer cette probabilité.
3) Justifier que, pour n > 1 entier,

{Ni=n}={D1+...4+ D, <t et Di+...4+ Dypi1 >t}
En déduire que, pour n > 1 entier,
P(Ny=n)=PD1+...+ D, <t) —P(D1+ ...+ Dpy1 < t).
4) Montrer que, pour ¢ > 0 et pour n > 0 entier,

(A"

P(N; =n) = e M o

Quelle est la loi de N;? Calculer le nombre moyen de clients arrivés jusqu’au temps t.
Que vaut et que signifie E(N;/t)? Montrer (par calcul et passage & la limite) que

, t
Hm <1+Nt> = E(D).

5) Calculer la limite en loi de la suite (% — A/1)p>1, lorsque n — oo.
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Sujet d’examen de septembre
Licence de Mathématiques - Probabilités
jeudi 6 septembre 2001 - durée 3 heures - calculatrice interdite
documents (cours manuscrit ou polycopié) autorisés

Exercice 1.

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes de méme loi exponentielle d’espérance

1.

1) Trouver la densité de la variable aléatoire Z = X —Y (on pourra commencer par étudier
le couple aléatoire (X,Z) ). S’agit-il d’une loi remarquable?

2) Effectuer le calcul de la fonction caractéristique ¢ x. Que vaut ¢y ? En déduire la fonction
caractéristique de Z (ne pas calculer d’intégrale mais utiliser les fonctions ¢ x et @y ).

3) Trouver la fonction de répartition F.

4) Calculer lespérance et la variance de Z.

5) Soit W ~ Ujg .2_y) une variable aléatoire indépendante du couple (X,Y’). Dire pourquoi
W est indépendante de Z. En déduire que Var(Z) = (e? — 1)E (e‘W|Z|) (on pourra
calculer I'espérance du membre de droite).

Exercice II.
Soient X et Y deux variables aléatoires discretes telles que

a

P(X=nY =m)= (n+m—1)(n+m)(n+m+1)

,nom =123 ....

1) Trouver les lois marginales de X et Y et calculer ensuite la valeur de la constante a.
2) Calculer P(3 < X < 3) et P(Y >7), ot r € N,

3) Pour quelles valeurs de p, X € LP? X est-elle intégrable?

4) X et Y sont elles indépendantes? non corrélées?

5) Calculer P(X + Y =) pour r entier supérieur a une valeur que I'on indiquera.

Exercice III.

Soit (Xy)n>1 et X des variables aléatoires telles que la série 3, -, [| X, — X ||}, soit convergente

pour un p > 1. Prouver que X, L X, lorsque n — oo.

Exercice IV.

On considere (X,),>1 une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi donnée

par:

6_1

PXp=0)=——,0=-1,0,1,23,...
(X =) (¢+1)!
1) Trouver les loisde 1 4+ X et de n+ Sy, ou S,, = X1 + ... + X,.
2) Peut-on utiliser le théoréme central limite? Enoncer et appliquer ce résultat.

3) En déduire que les suites P(S, < 0) et P(S,, > 0) convergent vers % et que:

lim <€nZZ|> =3

k=0
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Sujet d’examen partiel
Licence de Mathématiques - Probabilités
mardi 26 mars 2002 - durée 3 heures - calculatrice interdite
documents (cours manuscrit ou polycopié) autorisés

Exercice 1.
1) Sur lespace de probabilité (]0,1],8(]0,1]),A), ou A est la mesure de Lebesgue sur ]0,1],
on considere la variable aléatoire X (w) = —2Inw.

a) Trouver la fonction de répartition de X et montrer qu’il s’agit d’une loi exponentielle
de variance 4.

b) Montrer que pour tous u,v > 0, P(X > u+v) =P(X > u)P(X > v).

2) Soit Y une variable aléatoire sur un espace de probabilité (€2,,4,P) de méme loi que X.
On pose Z =1+ [Y], ou [-] note la fonction partie entiere.

a) Calculer P(Z = 1) et P(Z = 2). Trouver la loi de Z.

b) Sur une cible de surface 1 ayant la forme d’un disque, la partie centrale (noire) est
de rayon \/p/m, 0 < p < 1. On tire T fois sur cette cible jusqu’a ce qu’on touche
la premiere fois la partie centrale. Pour quel choix particulier de p les variables
aléatoires T et Z ont la méme loi?

¢) Enoncer et prouver une égalite pour Z similaire & celle du point 1b) pour u,v € N*.

d) Calculer Gz(s) = E(s%). En déduire E(Z) et Var(Z2).

3) On rappelle que Y est de méme loi que X et on note W =Y — [Y].

a) Montrer que {WW <t} = Up>o{n <Y < n+t}. En déduire la fonction de répartition
de W. Possede-t-elle une densité?

b) Calculer oy (t) = E(e®™) et étudier I'existence des moments de la variable .

Exercice II.
Soient (€2,,4,P) un espace de probabilité et {A,, : n > 1} une suite d’événements.
1) Montrer que si By, := Up>nAm, la suite d’événements {B,, : n > 1} est décroissante et
converge, lorsque n — oo, vers I'événement {d >, 14, = oo}.
2) Supposons que la série 3, -, P(A;) est convergente. Calculer limy, o P(By,).

3) En utilisant les points précédents, vérifier 'implication

ZP(An) <oo = Z]lAn < 00 p.S.
n=1

n=1

Exercice III.
Soient X et Y deux variables aléatoires réelles admettant des moments d’ordre deux, centrées,

réduites, de covariance p.
1) Montrer que |p| < 1. A quelle condition sur X et Y a-t-on I’égalité dans cette inégalité?
2) Justifier que max{X? Y2} est une variable aléatoire. Pourquoi est-elle intégrable?
3) Montrer que E [max{X?Y?}] <1+ V/1 = p? (on remarquera que max{u,v} = 2(u+
v+ lu—0vl])).
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Exercice IV.

1) Soit le vecteur aléatoire (X,Y) de fonction de répartition F(s,t) = P(X < s,Y < ¢t).
Soient les réels a < b, ¢ < d et on considere les événements A = {a < X < b,Y < d} et
B={X<bec<Y <d}.

a) Exprimer les probabilités P(A), P(B) et P(A U B) a l'aide de la fonction F' (on
pourra faire un dessin).
b) En déduire P(A N B) et montrer que

0 < F(bd) — F(a,d) — F(b,c) + F(a,c) =Pla< X < bec <Y <d).

2) On considere F : R? — [0,1] définie par

1 1 1 1 t
F(st) = <268/2]1{s<0} + (1 - 23—5/2)]1{520}) (2 + - arctan 2) , st € R.

a) Montrer qu’il existe un couple aléatoire (X,Y’) ayant pour fonction de répartition
F (on pourra dériver F', sur le domaine ou elle est dérivable et voir si on peut
obtenir une densité de probabilité).

b) Trouver, lorsqu’elles existent, fx, fy. Que peut-on remarquer?

c¢) En utilisant des résultats sur deux lois remarquables, calculer px et py. En déduire
(quand ces quantités existent) E(X), E(Y) et Var(X), Var(Y).
d) Quelles sont les lois de X /2, Y /2 et 2/Y?
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Sujet d’examen
Licence de Mathématiques - Probabilités
lundi 10 juin 2002 - durée 3 heures - calculatrice interdite
documents (cours manuscrit ou polycopié) autorisés

Exercice 1.
Soient X1,X2,X3,X, quatre variables aléatoires réelles indépendantes de méme loi N(0,1).

1. Déterminer la fonction caractéristique de X7 .X4.

X1 Xo
X3 Xy

2. Trouver la fonction caractéristique et loi de la variable aléatoire D = det <
3. En déduire la loi de la variable |D|.
Exercice II.

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes de méme loi, centrées et
réduites. On notera ¢ la fonction caractéristique commune.

1. Supposons que la loi commune est N (0,1). Montrer que X\;%Y ~X~Y.

2. On ne suppose plus connue la loi commune mais seulement 222 ~ X ~ Y.

V2
a) Montrer que ©%(t/v/2) = ¢(t). Que vaut p*(t/2)?

b) En déduire que si X;,X5,X3,Xy sont quatre variables aléatoires indépendantes de

X1+ X0+ X5+ X
méme loi que X et Y, alors 1T 2; 3t 4~X1~X2~X3~X4.

c) Soit (X, )n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes et de méme loi que
X et Y. Onnote S, = X1 +...+ X,,. Quelle est la loi de Szn/\/2>”?

d) En utilisant un résultat important de convergence en loi, énoncer et prouver la
phrase réciproque de 1.

Exercice III.
Supposons que les variables (Xp),>1 sont indépendantes de loi U_ ;.
1. Montrer que %Z?:l X ZQ — % en probabilité quand n — oo.
2. Onnote X le vecteur aléatoire (X1, ...,Xp) et [ X[|(,,) sa norme euclidienne (3 ;" X212,
Que vaut la limite en probabilité de || X||¢,)/v/n?

3. Pour € > 0 on note C,, . la couronne {x € R" : \/g —e< % < \/ng e} et soit D,
le cube {x € R" : max;<i<n |zi| < 1}. Montrer que

1
lim oo An(Coe N Dn) = 1,

n—oo

ou A, est la mesure de Lebesgue sur R™.

Exercice IV.

Soit (X;)i>1 une suite de variables aléatoires a valeurs dans N, indépendantes, de méme loi
et de fonction génératrice commune : G(s) = E(s*?), |s| < 1,4 > 1. Onpose T, = > i ; X;. On
considere N une autre variable aléatoire a valeurs dans N, indépendante de la suite (X;);>1,
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ayant la fonction génératrice Gn(s) = E(s"). On note Tl la variable aléatoire définie par
N
Tw(w) = Ty Xifw).
1. Montrer que la fonction génératrice de Ty est donnée par

Gry(s) = (Gn 0 G)(s) = Gn(G(s)), |s| < 1.

On pourra d’abord vérifier I'égalité s™V = Zn>1 sTn Lyn—p)-
2. En déduire que E(Tx) = E(N)E(X}) et Var(Ty) = Var(N)[E(X1)]? + E(N)Var(X;).
3. Le nombre d’accidents de moto en un an sur une portion de route est une variable
aléatoire de Poisson de parametre § > 0. A chaque accident, le motocycliste est blessé
avec une probabilité p €]0,1] (et sort indemne avec une probabilité 1 — p). Tous ces
phénomenes aléatoires sont indépendants les uns des autres. Trouver la loi du nombre
de motocyclistes blessés en un an et aussi le nombre moyen.

Exercice V.
On note Z = % et Z, = $|Y\’ n>1,ou X ~Y ~ N(0,1) indépendantes.
1. Montrer que Z est déﬁn;e presque siirement et que lim,, .o, Z, = Z presque stirement.
2. Vérifier que Z ¢ L' et que Z,, € L! pour tout n > 1. Calculer E(Z,).
3. Montrer que Z,, ne converge pas vers Z dans L' quand n — oo.
La suite (Zy,)n>1 est-elle uniformément intégrable?
4. Prouver que Z est une variable aléatoire de loi de Cauchy.
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Sujet d’examen de septembre
Licence de Mathématiques - Probabilités
mercerdi 11 septembre 2002 - durée 3 heures - calculatrice interdite
documents (cours manuscrit ou polycopié) autorisés

Exercice 1.
Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes & valeurs dans N* et de méme loi
donnée par la suite p, = 27", n=1,2,....
1) Identifier la loi commune et calculer sa fonction caractéristique. Calculer pour tout ¢
réel, P(X > t). Quelle est la loi de min{X,Y }?
2) Calculer P(X > kY') pour un entier positif donné k. Que vaut P(X > Y)?
3) Calculer P(X = rY’) pour une rationnel positif 7. Que valent P(X =Y), P(X >Y) et
P(X <Y)?
4) Calculer P(X divise Y).

Exercice II.
Soit p une constante vérifiant —1 < p < 1. (X,Y) est un couple aléatoire de densité f : R? —

R:
1

1
fxy(zy) = m exp <_2(1—p2)($2 — 2pxy + 3/2)> :

1) Montrer que les variables X et Y ont la méme loi et que le coefficient de corrélation
entre X et Y est p.

2) Calculer le produit des densités marginales fx et fy. En déduire une condition nécessaire
et suffisante qui porte sur p pour que les variables X et Y soient indépendantes.

3) Montrer que les variables X et Z = (Y — pX)/4y/1 — p? sont indépendantes de méme
loi N(0,1). En déduire P(X > 0,Y > 0) = ; + 5= arctan(p//1 — p?) =  + 5= arcsin p.

4) Supposons que les variables X et Y sont non-corrélées. Calculer de deux facons la
probabilité P(X > 0,Y > 0).

Exercice III.

La probabilité qu’une piece montre pile lors d’un lancer est p €]0,1[. On lance cette piece
n € N* fois et on note respectivement P et F' les nombres de piles et de faces obtenus lors de
ces lancers.

1) On fixe le nombre de lancers. Montrer que P ~ B(n,p). Que vaut P + F'? Calculer
Gpr(st) := E[s"tF]. En déduire les fonctions génératrices Gp(s) et Gp(t). Calculer
ensuite les fonctions caractéristiques des variables P et F' et étudier leur indépendance.

2) On fait varier n et on notera les variables P et F par P, et F,. Justifier pourquoi
P,/n tend en probabilité vers p, lorsque n — oo. En déduire que, lorsque n — oo
P(2p—1-e< (P, —F,) <2p—1+¢) — 1 (utiliser la valeur de la somme P, + F,).

3) Montrer que pour tout n € N* E( L ) S ) (on pourra utiliser I’égalité

1+ Py, (n+1)p
1 _ rl.p,
5p, = Jo tdb).

4) On suppose enfin que p = % (0 < A < n). Montrer alors que P, converge en loi, lorsque
n — 00, vers une variable aléatoire de loi de Poisson de parametre A. Calculer par deux

méthodes la limite lim,,_,o E (ﬁ)
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Sujet d’examen partiel
Licence de Mathématiques - Probabilités
samedi 12 avril 2003 - durée 3 heures - calculatrice interdite
documents (cours manuscrit ou polycopié) autorisés

Exercice I. Soit f: R} — Ry une densité de probabilité.

1)

2)

3)

1)

5)

6)

7)

x+ .

On définit p(x,y) := f(xﬂ/y)’ S? z>0,y>0,

0, sinon.
Montrer qu’il existe un couple aléatoire (X,Y") ayant p pour densité de probabilité.
Soit W une variable aléatoire de densité f. Supposons que fooo 22 f(z)dx < oo, c’est-
a-dire que W € L2. On note m et respectivement o2 1’espérance et la variance de W.
Calculer, en fonction de m et o2, le vecteur espérance et la matrice de covariance du
couple aléatoire (X,Y").
Calculer E(X 4+ Y) et Var(X +Y). Trouver la densité de la variable aléatoire X + Y.
(On pourra exprimer d’abord la densité du couple (X + YY) a I’aide de la fonction p.)

2
Soit f(z) := \/%e_% 1,~¢. Vérifier que f est une densité de probabilité. Dans la suite
on supposera que la variable aléatoire W est de densité f. Calculer E(W) et Var(WW).
Dans ce cas, les variables X et Y, sont-elles corrélées? indépendantes?
Une autre variable aléatoire U est de loi uniforme sur [0,1]. Quelle est la loi de la variable
V=l — lwsyy”
Supposons maintenant que les variables W et U soient indépendantes. Justifier que W
et V sont aussi des variables aléatoires indépendantes. Calculer E(VW) et Var(VIV).
Quelle est la loi de VIW? (On pourra écrire sa fonction de répartition et sa densité.)
Enfin, on note Z, = —(VW)1jyw <y + (VW) 1jjvw|sa}, @ > 0 fixé. Pour ¢ une fonction
borélienne positive quelconque calculer E[¢(Z,)]. (On pourra utiliser le fait que ¢(Z,)
est une fonction de VIV.) En déduire la densité de Z,. Pourquoi P(Z, + VW = 0) > 07

Exercice II. Soit g : [0,1] — [0,1] une fonction continue et on note I = fol g(x)dx. Supposons
que le couple aléatoire (U,V) est de loi uniforme dans le carré [0,1] x [0,1]. Quelles sont les

lois de U et de V7 Montrer que V > 0 presque sirement et que P(# > 1) =1. On pose

1
X =Ly Y =9(U) et Z=5[g(U) +9(1 - UV)].

Montrer que E(X) = E(Y) = E(Z) = I et que Var(X) > Var(Y) > Var(Z).

Exercice IIl. Soit n un entier strictement positif fixé.

1)

2)

On possede une piece qui montre pile avec probabilité p €]0,1[. On lance cette piece n
fois et on note a chaque fois le résultat. Soit IV le nombre de piles obtenus lors de ces n
lancers. Expliquer pourquoi N ~ B(n,p).

Un probabiliste possede n pieces identiques dont chacune montre pile avec probabilité
q €]0,1[. 11 les lance toutes en méme temps; il reprend les pieces qui ont donné pile et il
les lance une deuxiéme fois en méme temps. Soit N’ le nombre de pieces qui ont donné
pile deux fois. Que doit valoir ¢ pour que les variables NV et N’ aient la méme loi?
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3)
4)

5)

6)

7)

CHAPITRE 5. SUJETS D’EXAMENS 2001-2003

Calculer la fonction caractéristique, ’espérance et la variance de %

Soit f une fonction réelle définie et continue sur [0,1]. Montrer que E [f(Z)] est un
polynome en p de degré n, noté B, (p).

Si || f|loo désigne la norme uniforme de f sur [0,1], montrer que, pour tout p € [0,1],

N

10) = Balp)] < B (7)) = S0y | + B[ 17D = 100103y

N N
<2 flPll =l > )+ oles HP(— —pl < 2).

On a noté ici par o(e; f) :=sup{|f(t) — f(s)|: 0 < s <t <1 avec t —s < e} le module
de continuité de f.
Appliquer I'inégalité de Tchebytchev pour montrer que pour tout p € [0,1] et tout € > 0,

1/l
2

2ne

|f(p) — Bn(p)| < + o(&; f).

(On pourra justifier et utiliser 'inégalité p(1 — p) < 1.)
En déduire que lim, . ||f — Bn|loo = 0. (On justifiera soigneusement les passages a la
limite.) Quel résultat d’approximation concernant des fonctions continues a-t-on obtenu?
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Sujet d’examen
Licence de Mathématiques - Probabilités
mercredi 4 juin 2003 - durée 3 heures - calculatrice interdite
documents (cours manuscrit ou polycopié) autorisés

Exercice I. Soient a,b > 0 et on désigne par Z, et Z;, deux variables aléatoires indépendantes
de lois v(a,1) et v(b,1) respectivement.
1) Trouver la densité du vecteur (U,V) := (Za + Zb’Zg,ZTaZ[,)'
2) Les variables U,V sont-elles indépendantes? Montrer que leurs lois sont deux lois remarquables.
3) On suppose dans cette question que a = b = % Montrer que 1/V a la méme loi que la
variable aléatoire 1+ C2, ot C suit une loi de Cauchy. On pourra d’abord montrer que
pour toute fonction borélienne positive g, E[g(1/V)] = E[g(1 + C?)] et ensuite conclure.
Exercice II. Soit (X,Y) un couple aléatoire tel que sa fonction caractéristique E[e®sX Y]
est donnée par px y(s,t) = expla(e’ — 1) + B(e —1) + (e —1)], avec a,3 > 0 et v > 0.
1) Déduire les fonctions caractéristiques des variables marginales X et Y, mais aussi celle
de la variable aléatoire X + Y.
2) Montrer que si v = 0 alors les variables X et Y sont indépendantes. La réciproque
est-elle vraie?
3) On continue de supposer que v = 0. Calculer P(X =k | X +Y = n), pour n € N* et
k €{0,...,n}. Montrer que la loi conditionnelle de X sachant {X +Y = n} est une loi
binomiale dont on indiquera les parametres.

4) On suppose que v = 1. Trouver la fonction caractéristique de la variable aléatoire
Zg = (X —E(X))/+/Var(X). Peut-on indiquer la limite en loi de Z, lorsque a — co?
On pourra utiliser le développement limité a 'ordre deux de e au voisinage de x = 0.

Exercice III. Soit {X,, : n > 1} une suite de variables aléatoires indépendantes identiquement
distribuées de loi de densité fy(z) = e’\_m]lpm[(x), avec A > 0.

1) Trouver l'espérance et la variance communes des variables X,.
2) Calculer la limite 1 de la suite 2 Y% | X; et la limite £, de la suite £ 37 | X?, lorsque

n
n — 00, et préciser quels types de convergences ont lieu. On prendra dans la suite les

convergences au sens le plus fort.

3) Que vaut la limite de (% Sy Xi)z? On justifiera le résultat.

4) Combien de termes y a-t-il dans la somme };; ., X;X;? Calculer E(X;X;) pour
i < j. Peut-on appliquer la loi forte des grands nombres pour calculer la limite de la
suite Ci% Zl<i<j<n X; X, lorsque n — oo?

2
L 1 no [1< 1 =\ s
5) Vérifier que =3 Z Xin:n_1 <n;XZ> _n(n—l);Xi'

n1<i<j<n

6) Utiliser le résultat précédent pour calculer la limite de la suite C% Zlgi <j<n XiXj,
lorsque n — oo. On justifiera soigneusement les passages a la limite dans les opérations
avec des suites de variables aléatoires.
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Exercice IV. Soient X et Y deux variables aléatoires & valeurs dans {0,1}. On note a =
PX=0Y=0),b=PX=0Y=1),c=PX=1Y=0)etd=PX =1Y =1), avec
a+b+c+d=1.
1) Trouver une condition nécessaire et suffisante pour que X et Y soient non-corrélées.
2) Trouver une condition nécessaire et suffisante pour que X et Y soient indépendantes.
Montrer qu’'une seule relation (sur les quatre) suffit pour exprimer la condition. On
pourra d’abord vérifier que si une relation a lieu, alors ad = be. Comparer avec le
résultat du point précédent.
3) Onsupposequea=b=c=d = %. Quelles sont les lois des variables X et Y7 Sont-elles
indépendantes?
4) On continue de supposer que a = b = ¢ = d = ;. Calculer P(X+Y = 0), P(| X -Y| =0)
et P(X +Y =0,|X — Y| =0). Que peut-on déduire? Les variables aléatoires X +Y et
| X — Y| sont-elles non-corrélées?
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Exercice I. Soit X une variable aléatoire discrete ayant ses valeurs dans N*. Montrer que
[e.e]
E(X) =) P(X >n).
n=0

Application: Une urne contient b boules bleues et r boules rouges. On effectue des tirages au
hasard en enlévant chaque fois la boule tirée, jusqu’a ce qu’on tire la premiere boule bleue.
Montrer que le nombre moyen de tirages est (b+r+1)/(b+ 1).

T

_ Cb+1

On pourra utiliser 1’égalité combinatoire suivante: g ct b b1

n=0
Exercice II. Trouver la densité de la variable aléatoire Z7 = X +Y, lorsque le couple aléatoire

(X,Y) est de densité f(z,y) = 3\/1%\/56 Fye @tW/2 24 > 0. Z a-t-elle une loi remarquable?

Exercice III. Soit m € N* et soient les variables aléatoires indépendantes Xi,...,X,, de
méme loi exponentielle de parametre A > 0.
1) Effectuer et justifier le calcul de la fonction caractéristique commune des variables Xj.
2) Trouver la fonction caractéristique et ensuite la loi de la variable S = X7 + ... 4+ X,,,.
3) On fixe t > 0 et soit T' ~ P(At). Prouver 'égalité suivante: P(T' < m) = P(S > t).

Exercice I'V. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes & densité. A une fonction
borélienne positive ¥ : R? — [0,00[, on associe

Pi(z) = E[¥(2,Y)] et ¢a(y) = E[¥(Xy)],z € R,y € R.

Vérifier la double égalité: E[U(X,Y)] = E[¢1(X)] = E[¢2(Y)].
Application: On suppose que les variables indépendantes sont telles que X ~ E(A) et YV ~
E(u), A\ > 0. Calculer P(X <Y). Que vaut P(X =Y)?

Exercice V. Sur 'espace de probabilité ([0,1],8(]0,1]),A), o A est la mesure de Lebesgue sur
[0,1], on considére la variable aléatoire U(w) = w — 1.

1) Trouver la fonction de répartition de U. Cette variable est-elle a densité? discrete?

2) Montrer que pour tout entier p > 1, U € L? et calculer les moments p, d’ordre p de U.

3) Soit {U,, : n > 1} une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi que U et

on pose , ,
T — U12+"'+U",n> 1

Ul +...+ U2

Montrer que la suite de variables aléatoires {7}, : n > 1} converge presque sirement

Ud+..+U3

vers une constante que I’on évaluera. On pourra étudier les deux suites X,, = -

UZ+..4U2
etY, = 71+n+ ”

4) Que vaut la limite en loi de la suite Z,, = v/n(X, + 7). On pourra utiliser un résultat
remarquable de convergence en loi.

. Justifier soigneusement les passages a la limite.
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