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Exercice I.
Pour n > 1 entier on introduit les processus continus à valeurs réelles {Zn(t) : t ∈ [0, 1]}. On

suppose que la suite {Zn}n>1 converge en loi vers Z dans l’espace E = C([0, 1];R) muni de la
topologie de la convergence uniforme. Soit h : R→ R une fonction continue et on introduit

Vn :=

∫ 1

0
h(Zn(s))ds et V :=

∫ 1

0
h(Z(s))ds.

Montrer que {Vn}n>1 converge en loi vers V . Que pouvez-vous dire de la suite {(Zn, Vn)}n>1 ?

Exercice II.
Considérons Q,Q1, Q2, . . . des probabilités sur un espace métrique (E,B(E)) et supposons que la

suite {Qn}n>1 converge étroitement vers Q. Soient f et g deux fonctions continues sur E à valeurs
réelles telles que |f(x)| 6 g(x) pour tout x ∈ E. On suppose que :∫

E
g dQn <∞, ∀n > 1,

∫
E
g dQ <∞ et lim

n→∞

∫
E
g dQn =

∫
E
g dQ.

Montrer que limn→∞
∫
E f dQn =

∫
E f dQ.

On pourra introduire la fonction hε(x) = 1/(1 + εg(x)), x ∈ E, ε > 0.

Exercice III.
Soit F : E → S une bijection continue entre deux espaces métriques séparables. Considérons

{P ε}ε>0 une famille de probabilités exponentiellement tendue sur (E,B(E)) et notons Qε = P ε ◦
F−1. On suppose que la famille {Qε}ε>0 satisfait un principe de grandes déviations sur (S,B(S))
avec fonction de taux J . Montrer que la famille {P ε}ε>0 satisfait un principe de grandes déviations
avec bonne fonction de taux I = J ◦ F .

Pour obtenir la minoration du p.g.d. on pourra procéder comme suit :
– soient un ouvert O ⊂ E et x ∈ O arbitraires ; on note ` = I(x) et K` ⊂ E le compact donné

par la tension exponentielle de {P ε} : montrer que x ∈ K` en utilisant la continuité de F et
la minoration du p.g.d. pour {Qε} ;

– montrer que F (O∩K`) est un voisinage de F (x) pour la topologie induite sur F (K`) et déduire
qu’il existe un voisinage ouvertG de F (x) dans S tel queG ⊂ F (O∩K`)∪F (K`)

c = F (O∪Kc
` ) ;

– en utilisant la minoration du p.g.d. pour {Qε} montrer que

max{lim inf
ε→0

ε logP ε(O), lim sup
ε→0

ε logP ε(K`)} > −J(F (x)) = −I(x) = −`,

déduire la minoration pour lim infε→0 ε logP
ε(O) et conclure.

Exercice IV.
Soient {Bt : t ∈ [0, 1]} un mouvement brownien réel issu de 0 et {bt = Bt − tB1 : t ∈ [0, 1]}

le pont brownien. Pour ε > 0, notons Qε la loi du processus {
√
ε bt : t ∈ [0, 1]}. Montrer que

la famille de probabilités {Qε}ε>0 satisfait un principe de grandes déviations sur C0([0, 1];R) et
trouver la fonction de taux. La limite limM→∞

1
M2 log P(supt∈[0,1] bt >M) existe-t-elle ? Si oui cal-

culer sa valeur. On pourra commencer par étudier la même limite avec B à la place de b. Rappel :
P(supt∈[0,1]Bt >M) ∼M→∞ 2/(M

√
2π)e−M

2/2.
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Exercice V.
Soit {Bt : t ∈ [0, 1]} le mouvement brownien standard issu de 0 et soit g ∈ L2([0, 1]). On introduit

la variable aléatoire U :=
∫ 1
0 g(s)Bsds.

1. Calculer la décomposition en chaos de Wiener de U et déduire la valeur de l’intégrale de
Skorokhod

∫ 1
0 U δBt.

2. Que vaut la dérivée de Malliavin DtV , où V :=
∫ 1
0 Bsds. En déduire la formule de Clark-Ocone

satisfaite par V ?

Exercice VI.

1. Soit F une variable aléatoire telle que F ∈ D1,2 et DF = 0. Montrer que F = E(F ).
On pourra utiliser la décomposition en chaos de Wiener de F .

2. Pour A un événement aléatoire, montrer que 1A ∈ D1,2 si et seulement si P(A) ∈ {0, 1}.
On pourra utiliser le point précédent : introduire la fonction g ∈ C∞0 (R) telle que g(x) = x2,
pour x ∈ [0, 1], et appliquer la dérivation composée pour calculer la valeur de D1A.
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