Probleme A du 28 octobre 2006
Agrégation de Mathématiques - Analyse et Probabilités
(Mihai Gradinaru)

Tout au long du probleme (2, .4, P) désigne un espace de probabilité sur lequel on définit
une suite {X,,}7° de variables aléatoires réelles. Etant donné n € IN*, on utilisera S,, pour
noter la somme partielle X7 + ...+ X,, et S,, pour noter le rapport

C
— == Xy
Premieére partie

1. On suppose que E[X?2] < co pour n € N* et BE[X,X/] =0, si k # /.
a) Montrer que E[S?] = > E[X?].
b) Vérifier que pour toute variable aléatoire réelle Y on a, pour chaque £ > 0,
52]1[5,00[(‘}/‘) < Y2]1[5,oo[(|Y‘) < Y2,

En déduire une majoration de P(]Y'| > ) lorsque Y est de carré intégrable.

¢) Prouver que pour chaque € > 0,

_ _ 1 &
2P (15,] > ) < E[S2) = —5 2 EX7) pour n € IN".

(=1
d) En particulier, si M := sup,,c+ E[X2] < oo, montrer que
2 M

&P (|Sn| =€) < E[S,] < —

e) En déduire que S,, — 0 dans L? et en probabilité.

2. On suppose ici que {X, : n € IN*} est une suite de variables aléatoires indépendantes,
de carré intégrable, d’espérance m et de variance majorée par 0. Montrer, en utilisant
les résultats du point 1, que pour chaque n € N* et ¢ > 0 :

0_2

P (|S, —m| > ¢) <E[(S, —m)?] < —.
n
En déduire que S,, — m dans L? et en probabilité.

3. Une famille {X; : i € Z} de variables aléatoires est dite uniformément intégrable si
lim supIE || X; |1y x, =0.
Jim sup e [|XilT x> )

On supposera dans cette question que la suite {X,, : n € IN*} de variables aléatoires
indépendantes est uniformément intégrable.
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a) On suppose que E[X,,] = 0. Pour chaque R €]0, co[ on définit fr(t) := tl|_g g (?),
tc R,

m® .= B[fr o X,], X = fro X, —mP et VB .= X, — xR

n

On pose

Justifier les inégalités:
E [|S.]] < B |I5,°)] + B [T

1
S(0)2] 2
<E[[S,"P]" +2 max B[ Xellypm] < T +2maxE [ X1y o m)

b) En déduire que pour chaque R > 0,

limsupE [|S,|] < 2?61%>§]E [ Xe|Lgx,1>m] -

n—oo

c) Montrer que sous les hypotheses du point 3 on a
1 n
= (X¢ - E[X]) - 0 dans L'
n
(=1

et donc en probabilité.

d) En particulier, prouver que si {X,, : n € IN*} est une suite de variables aléatoires
indépendantes, intégrables, identiquement distribuées, alors S,, — E[X;] dans L*
et en probabilité.

. Soient X1,...,X,,... des variables aléatoires indépendantes et supposons que

F(R) := sup RP (| X,| > R) — 0 lorsque R — 0.
nelN*
Pour n € IN* on pose Xén) = Xolyx,1<n) mén) =E [Xén)} et Xén) = Xén) — mgn),
£=1,...,n.
a) Soit m,, := % Py mgl). Préciser le terme Z,, de I'égalité S,,—m,, = % Oy Xén)—i-
.

b) Soit les événements A := {|S,, — m,| > ¢} et B := {max;<s<, |X¢| < n}. Utiliser
I’égalité précédente pour exprimer simplement A N B.

¢) Montrer que, pour chaque £ > 0,

3

P(|S, —mn| =€) <

E [X£2]1{|Xg|<n}] +P (Iggax | X¢| > n) .

1<l<n

Tournez la page S.V.P.



d) Vérifier que pour toute variable aléatoire Y de carré intégrable
o
Var(Y) < E[Y?] = 2/ tP(|Y| > t)dt.
0
e) En déduire que

2 /n F(t)dt + F(n).

ne? Jo
f) Conclure que |S,, — m,| — 0 en probabilité.

5. Soient X7i,...,X,,... des variables aléatoires indépendantes a valeurs dans IN de loi de
Poisson d’espérance t.

a) Montrer que S, est de loi de Poisson d’espérance nt et que pour chaque 7' € [0, oo|
et t €]0, 00,

et Y (nt‘)k —P(S, <T).

k!
k<nT

b) En déduire que

k .
—— (mt)" (1 siT>t
e k;T k! _{0 siT <t

<n

c) Soit f : [0,00[— [0, 00 une densité de probabilité continue bornée. On définit sa
transformée de Laplace f(\), A € [0, 00|, par

F\) = /000 e f(s)ds.

Utiliser le point précédent pour montrer que

Y T
dn S S Dk = [ ss)as

k<nT

pour chaque T € [0,00[. En déduire que f peut étre retrouvée a partir de sa
transformée de Laplace.

Deuxiéme partie

1. On donne p € [0,1] et soit {X,, : n € IN*} une suite de variables aléatoires indépendantes
a valeurs dans {0, 1} de loi de Bernoulli d’espérance p.

a) Calculer P(S,, = ) et montrer que pour toute f € C([0,1;R), E [f o S,] est un
polynome de degré < n, B, (p; f) appelé polynéme de Bernstein.

b) Si || f]|co note la norme uniforme de f, montrer que

|f(p) = Bn(p; )| < 2[[flocP(|Sn — p| =€) + p(e; f),

ou p(e; f) :=sup{|f(t) — f(s)| : 0 < s <t <1 avec t —s < €} est le module de
continuité de f.
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c) Prouver que

17 = Bats e < Wy e ),

En déduire un résultat d’approximation uniforme par des fonctions polynémiales
des fonctions continues définies sur un intervalle compact.

2. Pour une fonction réelle f on introduit I'opérateur de différence Ay, pour h > 0, donné

par
Jt+h) - 1)

Anf] ()= T

a) Montrer que
(=h)™ [ ] Z f(t+£h), pour m € IN*,
£=0

N m s . . , PR s . ,
ou Aé ) désigne l'iterée m-ieme de 'opérateur Ay, (on pourra faire une récurrence).

b) Justifier que, pour h = l,
Zp chc;; S(=1)""f(en)
r=0 =

= > (=p)Ch Y CH=D () = Y Criph)” [ A f] (0)
r=0 =0 r=0

ou [A;LO) f} = f. En déduire que

= Zn_ﬁCf; [A(f)f] (0)p* pour p € [0,1].
=0 "

3. Une fonction ¢ € C*(]a, b[; R) est dite absolument monotone si sa dérivée m-ieme D"
est positive pour tout m € IN. Une fonction ¢ € C*(]0, 1];[0, 1]) est dite génératrice de
probabilités s'il existe une suite {u, : n € N} C [0, 1] telle que

Zun—l et o(t) Zunt" pour t € [0, 1].

n=0

a) Montrer que si ¢ est une fonction génératrice de probabilités alors sa restriction
sur ]0, 1] est absolument monotone.

b) Soit ¢ est une fonction absolument monotone sur |a,b[ et soit h €]0,b — a.

Montrer que [D o Aptp] = [Ap o D] sur |a,b — h[ et que sur le méme intervalle
h[D™ o Apt] (t) = 0, pour tout m € IN. Donc [Ap9] est absolument monotone sur
la,b— hl.

c) On veut montrer que si ¢ € C([0,1];R), avec ¢(1) = 1, a sa restriction sur |0, 1]
absolument monotone, alors

(%) [A(lm)go] (0) >0 pour tout n€ IN et 0 <m < n.

n
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Prouver que [Agm)gp} est absolument monotone sur |0, 1 —mh[ pour tout m € IN et

tout h > 0 tel que mh < 1. En déduire que [Aém)cp} (0) > 0 si mh < 1 et ensuite
prendre h = % pour conclure.

d) Enfin, on veut montrer que si la fonction ¢ € C([0,1];R), avec p(1) = 1, satis-
fait la condition (*) alors c’est une fonction génératrice de probabilités. On pose
©n = Bp(; ). Montrer que ¢, est une fonction génératrice de probabilités et que
¢©n(1) =1 (on pourra utiliser le résultat du point 2 b) de cette méme partie).

e) Montrer que la limite uniforme de fonctions génératrices de probabilités est elle-
méme une fonction génératrice de probabilités. Conclure la phrase du point d).

Troisieme partie

Dans cette partie on supposera que les variables aléatoires {X,,}{° sont indépendantes de
méme loi gaussienne standard. On note v : R —]0, 0o, v(y) := (27r)_% exp [-4?/2], y e R la

densité.
P(S, € B) = 1/—n / exp | — - i dy, B € B(R)
n 2 p 2 y7 .

2. En déduire que, pour tout borélien B,

1. Montrer que

1 - . lyl®
lim —In [P(S, € B)] = —infess T'yEB

n—oo N

2
(au signe pres infimum essentiel ci-dessus est le plus grand réel majoré par % pour

presque tout y € B). On pourra utiliser la propriété connue suivante :
(#) Soit f une fonction positive mesurable sur un espace mesurable(E, F, u1). Alors :

si u(F) < oo ousi f est p-intégrable = pli_)ngo 1 lle ey = IfllLee (-

3. Montrer que

(7' —273)y(2) < / v(y)dy < x1vy(x) pour tout x €]0,00].

On pourra calculer les dérivées des quantités en question.

4. En déduire

2 1 ne? < 2 ne?
VJ—(1-— — ) <P(B 2 ) < ) — — ).
nme? < n52> exp( 2 > (1Sa] =€) nme? exp( 2 )

5. Que deviennent les résultats des points 2 et 4 ci-dessus lorsque la loi commune des X,
est la loi gaussienne d’espérance m et de variance o??
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Quatriéme partie

Dans toute cette partie on supposera que {X,}7° est une suite de variables aléatoires
indépendantes.

1. On supposera de plus que les variables X,, sont de carré intégrable. On veut prouver
I'inégalité :
n

> (X —E[XY])

(=1

1 oo
> 5) <5 > Var(X,),
n=1

pour chaque € > 0. On peut supposer, sans perte de généralité, que chaque X, est de
moyenne nulle.

(%) P (sup

n>1

a) Soit 1 < n < N. Montrer que S% — S2 > 2(Sy — S,,)S,,. Justifier que la variable
aléatoire Sy — S, est indépendante de la tribu o(X7y,...,X,). En déduire que

E [S%V]lAn] > E [STQL]IAH] pour tout A, € o(Xy,...,X,).
b) On note
Ay ={|S1] = €}, Apt1 :={|Sn+1| = € et max |Sy| <e}, n e N*
1<l<n

et By = {maxi<,<n |Sn| > €}. Montrer que By = Uﬁf:lAn et que P(By) =
SN P(A,). En déduire

E [S}1p,]| = °P(By).
c) Déduire I'inégalité () (on pourra, apres l'avoir justifié, faire tendre N vers co).

2. Supposons que les variables X,, sont de carré intégrable et que > >, Var(X,) < ooc.

Montrons que
o0

(X, — E[X,]) converge presque siirement.
n=1
A nouveau, on peut supposer que chaque X, est de moyenne nulle. Appliquer 'inégalité
(%) ala suite { Xy, : n € IN*} pour vérifier que pour tout € > 0,

1 oo
IP(sup|Sn—SN|>e><2 Z ]E[X?l]
n>N 3 n=N+1

En déduire que {5,}{° est une suite de Cauchy presque surement. On pourra vérifier,
par exemple que limpy/—.co SUPy, 1> 01 |Sp, — S| = 0 presque stirement.

3. Soit {b, : n € IN*} une suite croissante de nombres positifs qui tend vers co.

a) On pose by := 0 et 3, := by — by—1. Soit {s,}7° C R une suite qui converge vers
s € R. Montrer que é > v—1Bese — s. On pourra supposer s = 0 et montrer que
pour tout € > 0 il existe un entier N, tel que si n > N,

1 < Mb
b*ZﬁeSé 2 -

< + €,

ot M := sup,,> |sn|.
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b) Soit {wn}l C R tel que 37 | 3= soit une série convergente. Montrer que, lorsque
n — oo, E > p—1 ¢ — 0. On pourra prendre s := 0, noter s, := > ,_, %7 montrer

que
1 — 1 —
b D wp=sn— ™ > Bsi-1.
" op=1 " op=1

et appliquer ensuite le point précédent a).

c) Montrer que si les variables X, sont de carré intégrable et telles que >~ 7, Varng 2)

soit une série convergente, alors

1 n
— Z (X¢ — E[Xy]) — 0 presque stirement.

d) En déduire que si les variables indépendantes {X,,}7° sont de carré intégrable et
de méme loi, alors S, — m presque stirement (m est ’espérance commune).

4. Dans cette partie on supposera que les variables indépendantes et de méme loi { X, }$°
sont seulement intégrables. On notera m l’espérance commune. Le but de ce qui suit
est de démontrer que le résultat du point 3 d) de cette méme partie reste vrai : lorsque
n — 00, S, — m presque sirement. On pourra supposer que m = 0.

a) Soit Yy, := Xp1jg ) (| Xn|). Montrer que

ZIPX £Y,) Z/_l (1X1] > Ddt = E[X4].

En déduire P (In € N*, VN > n, Yy = Xy) = 1. On rappelle la premiere partie
du lemme de Borel-Cantelli :

ZIP ) < oo =P{weQ:we A, pour une infinité de n € N*}) = 0.
n=1

b) Montrer que, si on pose T}, = %22:1 Y}, alors pour P-presque tous w € {2
Th(w) — 0 si et seulement si S, (w) — 0.
c) Montrer que

I .
HILHJOEZEW = lim B [Xi1|x,<a] = 0.

On pourra utiliser 'hypothese E [X1] = 0 et le point 3 a) de cette méme partie.
d) On pose C :=supyc« £y noy n% Vérifier que

o0
Z ZE Xilpaox, <] < Z

n=1 n= 1

2
[ X{T11cx, <]

6\\)—‘

S CE[|X4]].

Conclure en utilisant le point 3 ¢) de cette méme partie.
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Cinquiéme partie

Pour une variable aléatoire réelle Y, on dit que o € R est une médiane de Y et on écrit
a € med(Y) si

min {P(Y < a),P(Y > o)} >

DN |

Toute variable aléatoire admet une médiane et de plus

a::inf{tEIR:IP(Ygt)Q;}

est une médiane de Y. En général, une variable aléatoire admet tout un intervalle non-trivial
de médianes.
Dans toute la suite, {X,, : n € IN*} est une suite de variables aléatoires indépendantes.

1. Pour k£ < ¢, on choisit ayj € med(S; — Sk). On veut montrer que pour tout N € IN* et
e>0

P >e) <P > e).
@ P (g ISl 3 2) <22 (I3

a) On pose A1 :={S1 +an1 >¢c} et
Api1 = { max (S¢ +any) <eet Spp1 +anny1 = s} , pour 1 <n<N.

1<l<n

Montrer que

N
= > .
nzl IP(An) P(lglang(Sn + aN,n) > E)

b) Montrer que {Sy > €} D A,N{SN—5n = ann}, pour chaque 1 < n < N. Justifier
que A, et {Sy — Sp = any} sont deux événements indépendants et déduire que

1
> > — > .
IP(SN = 5) = 2IP(1I<HT?<XN(STL + aN,n) = 5)

Obtenir ().

2. On suppose de plus que la suite {S,, : n € IN*} converge en probabilité vers une variable
aléatoire réelle S.
a) Montrer qu’il existe un rang M; tel que pour tous My < k < /£ on a |agi| < § et
qu’il existe un rang Ms tel que pour chaque M > Mo,
€

€
sup PP (|SN+M - Sul| = 5) <3
N1

b) Soit M := max{M;, Ma}. Appliquer I'inégalité (§) a la suite {X,+ar : n € N*}
pour déduire que, pour N > 1,

€
P max |S — Syl >e) <P max |S — Sy +« > - ) <e.
<1<L’<N‘ 1em — S| =€) < 1<€<N| M — SM F aNgMpM] = 5

¢) En déduire que S,, converge vers S presque strement.
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Sixiéme partie

Une variable aléatoire est dite symétrique si —X a la méme loi que X. Il est clair que les
sommes de variables aléatoires indépendantes symétriques sont encore des variables aléatoires
symétriques.

Une fois de plus les variables aléatoires X1, ..., X, ... sont indépendantes et on supposera
qu’elles sont symétriques.

1. On pose M, (w) = maxigi<n | Xe(w)| et soit 7,(w) le plus petit £, 1 < £ < n avec la
propriété que [ Xy(w)| = Mp(w). On note Yy, (w) = X, (o)(w) et Sy, = Sp — Vi,

a) Montrer que les couples aléatoires
we N (Sp(W), Yn(w) € R? et we Qi (=8, (w), Vn(w)) € R?

ont la méme loi.

b) En déduire que, pour tout t € R,
P(Y, > t) < 2P (Yn >tet S, > 0) < 2P(S, > 1)

c) Montrer ensuite que

> < > .
Gy P <12?§n 1X,| > t) <2P (|Sy] = 1), t € [0, 00

2. Supposons de plus que les variables X,, aient toutes la méme loi.
a) En utilisant I'inégalité (b), prouver que:

lim P (|S,| < C) =1 pour un certain C €]0,00[=> lim nP (|X1| > n) = 0.
n—oo n—oo

b) En déduire une réciproque partielle de la question 4 d) de la Premiére par-

tie : si {X,,}]° est une suite de variables aléatoires indépendantes, de méme loi,
symétriques, alors

lim S, =0 en probabilité < lim nP (] X;| > n) = 0.
n—oo

n—oo



