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Préface

Mathematics is not a deductive science — that's a cliché.iWioe try
to prove a theorem, you don't just list the hypotheses, aad #tart to reason. What you do is trial and
error, experimentation, guesswotk.

(Paul R. Halmos)

Mon activité de recherche concerne le calcul stochastiguggréral et se concentre en particulier sur la
caractérisation et le comportement des trajectoires deEepsus stochastiques. Depuis la fin de mon DEA,
cette activité de recherche a été menée d’'une part dansg&da Modélisation Stochastique et Statistique
d’Orsay, Université de Paris-Sud, durant ma thése (1995)1®t d’autre part a I'Institut Elie Cartan de
Nancy, Université Henri Poincaré (depuis 1996). Mes travdairecherche sont I'objet de diverses collabo-
rations et ont donné lieu a des publications dans diversigou (voir la liste a la fin de cette introduction).
Les travaux [67, [7] et [9,10] font aussi partie des théses, respectivepEnMadalina Deaconu, Samuel
Herrmann et Ivan Nourdin.

Pendant la these je me suis intéressé a deux problémes @sopas Gérard Ben Arous. Le premier
probléme concerne la description précise de la singulardé de la diagonale de la fonction de Green
associée a un opérateur hypoelliptique (sous I'hypothésEl@mander forte et avec une géométrie des
crochets de Lie localement constante). La fonction de Gé&est la densité de la mesure d’occupation
de la difusion associée et I'étude est basée sur une analyse fineagieddires de cette fiiusion. Nous
montrons que la limite ligy,y G(X, y)|y|§(x)‘2 n'existe pas, oU - |x est une norme localement homogéne
adaptée a la géométrie des crochets de Liédtest la dimension graduée gnll s’agit d’'un comportement
différent par rapport a la situation elliptique, a celle du geodiHeisenberg plat ou a la situation du groupe
d’Heisenberg “non-plaf’. La limite ci-dessus existe seulement de facon radiale &oosportement est
décrit a I'aide d’'un processus non-markovien qui est lagmtpn d’'une difusion invariante sur un groupe
de Lie nilpotent. L'étude repose sur des résultats de dppelment de Taylor stochastiqfiest sur les
estimations a priori de la fonction de Green et de ses défivBes exemples et des applications a la théorie
du potentiel sont présentés. Ce travail a donné lieu a debbkcptions en collaboration avec Gérard Ben
Arous [3,14]. La deuxiéme partie de ma thése porte sur leréiné® de support en normehdlderienne,

0 <y < 1/2. Il s’agit d’une généralisation du résultat de Stroock atadhan pour la topologie uniforfhe
Nous montrons que le support de la loi de |&whion Py est encore I'adhérence du méme ensemble de
trajectoires, mais pour la topologiehdlderienne. Nous avons suivi la stratégie de Stroock eadfan

et I'outil de base est une estimation de la probabilité quedeivement brownien ait une grande norme

14l Want to be a Mathematician ; an automathography”, Sprirgss.

?Les références [1-15] de cette préface correspondentstéadé publications.

3Chaleyat-Maurel, M., Le Gall, J.-F. Green function, capaand sample paths properties for a class of hypoellipfizsion
processesProbab. Theory Related Fiel@8, 219-264 (1989).

4Castell, F. Asymptotic expansion of stochastic floRepbab. Theory Related Fiel@§, 225-239 (1993).

5Nagel, A., Stein, E.M., Wainger, S. Balls and metrics defibgdrector fields I. Basic Propertie&cta Math. 155, 103-147
(1985).

6Stroock, D.W., Varadhan, S.R.S. On the support @fudion processes with applications to the strong maximumcipfe.
Proceedings of Sixth Berkeley Symposium of Math. StatigibBb.1970, University of California Press, 333-359, 1972.
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v-holderienne, conditionnellement au fait qu’il ait uneifgehorme uniforme (oy’-hdlderienney’ < y).
Ces estimations impliquent un cas particulier de I'inégadie corrélation et constituent I'outil central d'un
résultat de grandes déviations en norme holderier@ette collaboration avec Gérard Ben Arous et Michel
Ledoux a donné aussi lieu & deux publications [2,13]. Lesildélle tous ces travaux peuvent étre trouvés
dans ma these [15], soutenue en juin 1995.

Mes travaux de recherche aprés ma thése, bien qu’oriemégptissieurs directions, sont restés concen-
trés sur I'étude fine des trajectoires de processus staghest: difusions, mouvement brownien fraction-
naire, solutions d’équations aux dérivées partielleshatsiiqgues. Ce document contient la synthése de ces
travaux. Pour guider la lecture de cette synthése, lesipéles directions de recherche seront décrites dans
les quatre premiers chapitres, les deux derniers chamitreienant d’autres travaux. L'organisation de ce
document ne respecte donc pas I'ordre chronologiqueestitieices recherches.

Le premier théme, résumé dansGaapitre 1, est I'étude et l'identification des lois d'intégrales par
rapport au temps local d’'unefflision (plus particulierement du processus de Bessel dendiome0< d <
2). Lintérét de cette étude est multiple : retrouver et cligy des résultats de méme type connus, illustrer
le lien entre ces fonctionnelles et I'opération d'intégmatfractionnaire (I'opérateur d’Abel) et donner une
approche originale pour ce type de questions, basée sureprtdsentations probabilistes de solutions d’'un
probléme aux limites. Ces travaux font I'objet de deux pailons [4,5] en collaboration avec Bernard
Roynette, Pierre Vallois et Marc Yor.

Le Chapitre 2 contient un autre probléme auquel je me suis égalemeneg#ér: peut-on donner la
description précise du comportement des trajectoires difision obtenue comme une petite perturbation
brownienne d’'un systéme dynamique dépourvu de la propdétdicité de solutions (le phénoméne de
Peano) ? Nous illustrons un nouveau phénomeéne singulieratieles déviations pour la densité d’une telle
diffusion. A partir de ce résultat on peut obtenir un principgsiier de grandes déviations pour s&loi
Le travall [7], fruit d’'une collaboration avec Samuel Heamm et Bernard Roynette, est basé sur des outils
de grandes déviations, mais aussi sur I'étude des solutiengscosité pour des équations aux dérivées
partielles de Hamilton-Jacobi.

Une autre partie importante de mon travail de rechercheéssimée alChapitre 3. Cela concerne
I'étude du mouvement brownien fractionnaire d’indice derdii® < H < 1/2 et I'élaboration d’'une ap-
proche du calcul stochastique (et plus particulieremerta flmule d’'Itd) par rapport a ce processus gaus-
sien (non-markovien, non-semimartingale). Dans une sérteois publications [8,9,10] nous nous sommes
intéressés a la construction des intégrales stochastmarampport au mouvement brownien fractionnaire
et a I'obtention de la formule d’1t6. D’autre part nous avétsdié les approximations trajectorielles de ces
intégrales (mais aussi pour des intégrales d’ltd classigaerapport aux semimartingales, un cas en dehors
“du monde gaussien”). Notre approche, basée sur une métleodgyularisation de Russo et Vallois, utilise
une analyse gaussienne fine et la régularité Holder destoags. Les résultats peuvent étre utilisés pour
étudier des équationsfirentielles stochastiques dirigées par le mouvement beowfractionnairé. Ces
travaux ont débuté en collaboration avec Francesco RufBt Vallois, puis avec Ivan Nourdin et ce
sont poursuivis par une collaboration a quatre.

Les idées utilisées pour I'étude du mouvement browniertinacaire ont inspiré une autre partie de
mon travail de recherche actuel. Il s'agit de la possibiieddévelopper des idées du calcul stochastique
classique (formule d’Itd, formule de Tanaka, temps local)ides solutions de certaines équations aux déri-
vées partielles stochastiques. Dan€kapitre 4 nous décrivons ces résultats pour I'équation de la chaleur
stochastique linéaire. Des outils de calcul de Malliavidetalcul stochastique par rapport au mouvement

"Ben Arous, G., Ledoux, M. Grandes déviations de Freidlimiziell en norme hélderienn&éminaire de Probabilités XXVl
Lect. Notes in Math1583 293-299, Springer-Verlag 1994.

8Herrmann, S., Phénoméne de Peano et grandes déviaflddsAcad. Sci. Paris Sér. | MatB32, 1019-1024, 2001.

®Nourdin, I., Schémas d’approximation associés a une émqualiférentielle dirigée par une fonction hélderienne ; cas du
mouvement brownien fractionnair€, R. Math. Acad. Sci. Par$0, 611-614, 2005.
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brownien fractionnaire sont adaptés pour I'étude de cettwatution stochastiqgue en dimension infinie.
Cette étude fait I'objet d’une publication [11] en collabtion avec Ivan Nourdin et Samy Tindel. Avec
Samy Tindel, nous poursuivons I'étude de I'équation de Elalr stochastique non-linéaire et nous avons
obtenu récemment une formule de type 1td (non contenue dadsaument).

Le Chapitre 5 est issu d’une collaboration avec Madalina Deaconu et Beatolphe Roche (et inspiré
des travaux de ce dernt€). Il s’agit d’une tentative de calcul le plus exact possibke 'espérance du
temps de sortie du disque unité du mouvement brownien pf&ché sur un petit disque intérieur (d’'un
autre point de vue, il s’agit de la solution d’un probléme #imites mixte). A notre connaissance, seuls
les problemes de Dirichlet et de Neumann étaient traitéssMtudions la densité de ce processus et nous
utilisons une famille de transformations fractionnaiiegaires du plan complexe. Cette étude est contenue
dans la publication [6].

Enfin, le dernierchapitre est un travail encore en cours [12], en collaboration avaa Mourdin, et
concerne |'estimation (de point de vue statistique) de latilité stochastique (le cdicient difusion d’'une
équation diférentielle stochastique) a partir d'une observation éitss#e de la trajectoire sur un intervalle
de temps donné. Nous nous sommes aussi intéressés a laictimstd’un test d'adéquation basé sur cette
estimation. Le modéle d’'une semimartingale est égalemediéet I'approche de ce travail est basée sur le
calcul stochastique, mais aussi sur certaines idéeséatilipour I'étude du mouvement brownien fraction-
naire.

Les six chapitres de ce document sont organisés de la mawnigente : aprés une courte introduction
et motivation de chaque probléme nous décrivons les résaéatraux et nous donnons ensuite les princi-
pales idées de preuve. Chaque chapitre se termine avectaimeembre de perspectives et de références.
L'ensemble de toutes les références bibliographiqguesaste a la fin du document.
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Chapitre 1

Intégrales par rapport aux temps locaux

1.1 Introduction

L'objet de I'étude est le processus

t
{L&")(X) = fo go(s)dLs(X),t>O}, (1.1)

ou :

e X est une dtusion réelle €.g.mouvement brownieB, pont brownierb, processus de Besdglpont
de Besset, processus d’'Ornstein-Uhlenbeck etc),

e {Li{(X):t> 0} estletemps local d¥ en O,

e ¢ est une fonction borélienne positive localement bornée.

Le but est de décrire le plus explicitement possible lesdesvariables aIéatoireé‘”I’.(X), t>0.

L'intérét de cette étude est de triple nature :

e retrouver, compléter et étendre des résultats de mémewgpea(issi §1.2) ,

e mettre en lumiéere la relation entre les transformées deacapiles lois étudiées et des transformées
d’Abel (intégration fractionnaire) (voir 81.3-1.5)

e illustrer une approche originale qui repose sur deux reptésons probabilistes (de Dirichlet et de
Fokker-Planck) d’'une équation aux dérivées partiellex aamditions initiales et aux limites (voir
81.4).

Les résultats concernant cette étude ont fait I'objet de geblications [8] et [9]. Cette derniére contient

aussi un glossaire de formules obtenues dans ces deursirticl

1.2 Quelgues exemples de résultats

Avant d’énoncer quelques résultats significatifs, reversur quelques faits connus au moment ou I'on
a démarré ce travail. Les fonctionnelles de ty;fi‘@(l).() apparaissent d’'une maniére naturelle :

° {L§9")(B) :t > 0} est le temps local en 0 du proces$ué)B; : t > 0} ou{p(g:)B; :t > 0}; ici Bestle
mouvement brownien standardget= supgs <t : Bs = 0} (voir aussi la formule de balayage [11], p.
260);

e laloide f0°° e 3dL¢(B) a été étudiée en [3] en relation avec certains lois d’anss{xoir aussi [12]) ;

. L(ll)(B) et L(ll)(R) sont de loi de Mittag-Lfler (ici et ailleursl note la fonction constante 1).

Par souci de concision on va illustrer les résultats seulepmur le processus de BesBalle dimension

d €]0, 2[ ou d’indicen €] — 1,0[, ainsi que pour le mouvement brownien stand@rdes deux processus

1



issus de 0. Précisons que certains résultats pour le moavémmevnien peuvent étre retrouvés a partir des
résultats pour le processus de Bessel en pranant1/2.
La plupart des résultats concernent la variable aléat(iﬁ)eéﬂ) qui existe et est finie si et seulement si

fol @(9)s™1ds < oo (voir aussi [10], p. 655 pour le cas du mouvement brownien).
Les résultats obtenus (pour certaines fonctignsont de trois types :

i) Description de la loi dé& (1“’) a travers sa transformée de Laplace (ou ses moments).

Pour le processus de Bes&abn montre que :

—u Kk
E5 [exp(—/l j: o(u+ s)dLs(R))] = Z (—ﬂ) (ﬂgl)(u), ue[0,1], 2> 0. (1.2)

1
& 221 (n + 1)

Ici :
o [Ef I'espérance par rapport a la [Bf; du processus de Besdet'indicen issu de 0;
e ¢ :[0,1] — [0, oo[ est une fonction continue telle que kit (t) existe ;
o (AN)(u) =" ¢h)(1 - u), avec] ™ I'opérateur d’Abel d'indice-n (voir §1.3 ci-dessous) étune
fonction borélienne positive (on utilisera la notatiE(u) :=¢(1-u) pourt:[0,1] — [0, oo ).
Pour le mouvement brownien on obtient :

o |exp| - \/_f ds® |- Z(—%)km[ﬂ{%“}], U€l0, 1] 1> O, (1.3)

J = VP

ol g est I'espérance par rapport a la BBy du mouvement brownien standard issu de O et ou on a noté
Po = 1 etPyx = P_1Vk, pourk > 1, avec les variables aléatoires des copies indépendantes de loi de
arcsinus (ou loi beta de parameétées;).

ii) Lois explicites avec randomisation.

Les variables aléatoires suivantes sont de mém&(l, exponentielle de paramétre 1 :

2n+1

I'(In))

21T (n + 1)

1-Za1
Bam)  Jo (Za1 + 9"dLs(R), (1.4)

f Z-9"dLyR). (b)

et

dLS(B) Vor (1 dLy(B)
@ |2 fo 5017 ). oy (L5)

ou Z, 1 est une variable aléatoire de loi beta de parametrgsindépendante dB et deR, et Z est une
variable aléatoire positive indépendanteRide loi quelconque.

iif) Théorémes limites.

Il'y a convergence en loi vers la loi gaussienne standarsil@s | 0, des familles de variables aléatoires :

2“+1F(n + 1) 1 n B ; .
{m(‘/ﬁfo FMdLg(R) T 1)\/[_3) B> 0} (sousPb), (1.6)

et

Y. fflsG—l/ZdL B) - ——|:p>0! (sousPy) (1.7)
In2 B 0 s \/277_,8 B 0 .

oUF :=I"/I est la fonction digamma.



1.3 Lien formel avec la transformée d’'Abel

La transformée d’Abel (ou I'opération d'intégration frexctnaire) est donnée par
1 t
AUH)() == =— f (t—-9*tf(9ds, t>0,0<a<l, (1.8)
I'(@) Jo
ou f : R, — R, est une fonction borélienng!f est une primitive def. De plus, sif est dérivable et
f(0) = 0, alors)®*1f’ = Jof,

Nous allons illustrer une relation formelle entre la loi ({@(R) pour le processus de Bessel d'indice
et la transformée d’Abel. On peut écrire, pour toute fonrctidorélienne positive

t 00 t o t
Eg[ j; h(s Re)ds| = j; m(dy) fo h(s Y)E5[dsL&(R)] = fo m(dy) j; h(s ) ps(0, y)ds,

ol LY(R) est le temps local ep m(dy) := 2y>*11,,.0,dy est la mesure vitesse associéR &t py(0,y) est la
densité du semigrouges(0, dy) par rapport a la mesure(dy). On déduit qudE)g[dng’(R)] = ps(0,y)ds. Si
on noteq(s) := ps(0,0), alors

{
BB (LR = [ e(ga9as
Par ailleurs,

t t t t
358 (LOR)] = B3| [ 00 [ artP00] = [ etoueds [ otare - 91,

par la propriété de Markov. Ensuite, par le théoréme de Fohitrouve :
2 t
B3 |(LOR)] = @) [ e(9u(eads
ou Quy = (Qu)(t) = fot g(t — s)y(s)ds. De la méme fagon,

t
B[ (LR = @) [ e(9Quteu(eads

et ainsi de suite pour tous les moments. Enfin, com(ge= k,s™* (aveck, une constante), I'opérateur
Q est I'opérateur d’'Abel d’indice-n. Cela montre qu'’il y a une relation, au moins formelle, etarti de
L§9”)(R) et la transformée d’Abel. On précisera cette relation aagraphe suivant.

1.4 |dées de démonstration d’'un résultat central

L'idée principale pour aborder ce probléme est de reliexdeprésentations probabilistes de la solution
d’'une équation aux dérivées partielles. Le générateuritédimal du processus de BesBatl'indice n est
donné par (poux > 0) :

10° 2n+190

“29¢ T 2x ox (1.9)
(pour le mouvement brownien il fiit de prendren = —1/2). On considére le probléme suivant
(Ow/at)(t, X) = (Lw)(t,X), t,x>0
w(0, X) = wo(X), x=0 (1.10)
w(t,0) = f(t), t>0,



oUwyq et f sont deux fonctions réguliéres telles qug0) = f(0) = 0. Siwg est continue, avec une hypothése
de croissance lente a I'infini, et $iest de classe alors il y a existence et unicité pour ce probléme et la
solution de (1.10) admet deux représentations probatsilist

lere étape : représentation de type Dirichlet de la solutianil s’agit de résoudre le probleme de
Dirichlet temps-espace pour I'opératefir— (9/at) sur [Qt] x [0, co[. Par la formule d'ltd appliquée au
processug(t — s, x+ Rg) : s€ [0,t]} on trouve :

a)(t, X) = E§ [wO(Rt)]l{kTo}] + E§ [f(t - T0)11{t>To}] , x>0, (111)

ouTp :=inf{t > 0 : R, = 0} et P% est la loi du processus de Bessel d’indicissu dex.
2éme étape : représentation de type Fokker-Planck de laasodu : elle est implicite, car si on pose

o(t) := (1/f(1)) % X2 (Aw/0X)(t, X), t=0, (1.12)
alors .
f“w@w=i;wd@waEHWM4#W®Na=yb@”M,Ly>0 (1.13)

Ici pi(x,y) est la densité du semigroupe de Bessel par rapport a la endeurebesgudy. Cette densité
peut s’obtenir ([9], p. 535) a partir de la densité du semigmcarré de Bessel (dans [2], p. 379, on reprend
I'expression de cette derniére pour un autre probléme).

Pour obtenir (1.13) on considere d'abord la fonctiodéfinie par

(ho), =E, [NR)M] avec M :=exp(L¥(R)

L'idée est de vérifier que la fonction satisfait (1.10), d’ou, par unicité de la solution on aara= w

et donc on pourra utiliser (1.11) dans la relation de définitlew ci-dessus. Dans cette relation de dé-
finition on a posév(dx) = x®*ldx la mesure invariante par rapport a laquelle le semigroupBese
sel est symétriqueh une fonction borélienne quelconque et on a nBfg, I'espérance par rapport a
P2, () = 5 wo(PE()v(dX).

Pour vérifier quao satisfait (1.10) on utilise essentiellement la formuladappliguée au processus
g(t, R)M;, otg(t, X) = u(t)x®™ + v(t) est a support compact dals x R*, u etv étant régulieres ([9], p.
541-543). Dans ces calculs la martingafé"—2|n|Lt(R) associée au processus de Bessel joue un rble central.
Cette martingale apparait d’'une maniere naturelle losydéfinit le temps local {x(R) du processus de
Bessel au niveand comme une densité d’occupation ([9], p. 538, voir aussig6g-9 et [11], p. 321) : pour
toute fonctionh borélienne positivqot h(Rs)ds = 2f0°° h(X)Lx(R)x*+1dx (on écrit L(R) au lieu de Lo(R)
pour simplifier).

3éme étape : I'opérateur d’Abel appar&ette étape est plutdt technique ([9], p. 544-545). L'idée e
d'utiliser les expressions (1.11) et (1.13) pour calcubgslieitementy avec (1.12). La décomposition en
deux termes de la représentation de Dirichlet force unerdgosition en deux termes de (1.12), mais aussi
de (1.13). Chaque terme est calculé séparément en emphbysétjuivalents pour les fonctions de Bessel.
Quand on refait la somme on trouve :

B 2n+1 o 00 —y2 )
(as + D)) = mt 1](; wo(y)ye Y /2dy, t>0, (1.14)
ou
at(t) := cu(I™H)(1) (1.15)

est essentiellement la transformée d’Abelfdgci et ailleursc, := 2*1T'(n + 1)/T(In])) ([9], p. 546).
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4éme étape : obtenir un résultat #.¢(x, u) la densité par rapport a la mesure de Lebesijude la
loi sousPP} du temps d’arréT utilisé dans la représentation de Dirichlet (1.11), alerdduxieme terme de
cette relation s’écrit, pour=1:

1
0oL ) 1= B (L= Tolree] = [ F(0-uho(x vy (1.16)

et, par ailleurs, en utilisant (1.13) et la propriété de Marforte,

P lun(Ly) = fo "~ 00()P1u(0. Yo (x, 1) 1dx

1 1-u
xfo duleg [exp(—fo o(u+ s)dLS(R)) |IRiu=Y|. (1.17)

Mais ¢(x, U) = (22/T(In))r-ix2e /20, o 0 ([8], p. 311, [9], p. 537), d’'oll, en mettant ensemble
(1.16), (1.17) et (1.14) on trouve :

2n+1
I'(In)

1 1
y f F(1 - U Le /gy = f duas + ¢ F)(U)PL_a(0.Y)
0 0

exp(— fo s s)dLS(R)) IRy = y] . (1.18)

n
x I

Cette égalité ne contient plus la fonctiag, et les seuls paramétres sont les fonctions continuesvassit
ety. Une autre forme de ce résultat est :

1 u
f (af +¢f)(1 - u) Ep [h(Ru) exp(—f e(l—u+ s)dLs(R))] du
0 0

2n+1
~ I(n))

1

f B yh(y)dy f f(1-uurte¥/2dy, (1.19)
0 0

ol h est une fonction borélienne positive quelconque ([9], @-551). (1.18) et (1.19) sont des résultats
clés et au paragraphe suivant on va montrer comment lesentiour obtenir les formules données au 81.2.

1.5 Autres résultats et remarques

Nous allons montrer comment obtenir (1.2). On commenceqgraplacery par Ap en (1.18) et ensuite
on intégre par rapportya On trouve :

1 1
Fz(ﬂ) fo (f + @) U)A, (U)du = fo (1 - u)*f(u)du, (1.20)

ol A, (u) = Eflexp(-4 fol_u o(u + 9)dLs(R))] (on rappelle quers(t) = c,(I™1f")(t)). Par ailleurs, par des
manipulations simples avec la transformée d’Abel, on peattner que, pour une fonction réguliéfe

% ' s, (We(udu = (1 - 2" (n + 1)(J“+1Z’)(1 -2, (1.21)
0

oul, comme avant (2) = —¢'(1—2). Enfin, si on prend = 5, en (1.20) et on utilise (1.21) avéu) = Ay(u),
apres quelques calculs ([9], p. 552-553) on trouve I'équetitégrale { +(1/¢,)AL)A, = 1, d’ot on déduit
(1.2).



Si on prend dans (1.24(t) = (1 - t)?, 8 > n, on trouve une égalité qui permet de déduire plusieurs
résultats :

1-u 1 k
exp(—A f (1-u- s)ﬂdLs(R))] =1+ Z (—a) (1 - uke™
0

k=1
S T(B+ 1)+ (j - 1B -n)
XLJ rGG-m=+1) , uel0,1]. (1.22)

Eg

On fait dans cette égalifg= 0 etu = 0, d'ou

_nk
Ej [exp(-AcaL1(R)] =1+ > =4 (1.23)

k>1 Hlj(=1 ['(jin| + l).

Cette derniére égalité montre qug 1 (R) est de loi de Mittag-Liler de paramétrg| (voir [5], p. 447). Ce
résultat est cité dans [1], p. 25.

On prendB = ndans (1.22). On obtient que, pour taut [0, 1[, (22*1/T(In[)) fou(u— 9)"dL s(R) est de loi
&(1). Cerésultat est cité dans [7], p. 468, ou I'on soulignadédhode analytique de cette démonstration. Une
réciproque de cetteflirmation est la suivante : si on suppose que pour tioat[0, 1[ la variable aléatoire
fol_“ o(u+ 9)dLs(R) est de l0i5(1), alorse(t) = (2°+1/T(In]))(1 — t)*. Pour démontrer ce fait on vérifie que
(37™)(u) = ¢, et ensuite on utilise 'injectivité de la transformée d’AK@], p. 557).

Passons a la démonstration de (1.4). Pour obtenir la lag(lil4uftit de remarquer que lorsgpe= n, le
membre de droite de (1.22) ne dépend pas.d#&.4.b) est un cas particulier du résultat plus générabsiii
On choisit f telle quefolaf(u)du = 1 et soitZ est une variable aléatoire indépendanteRdele densité
(1 —u)lg,;(u). Sion posep = at/f, alors

fz ¢(1—-Z + 9)dLg(R) est de loiE(1). (1.24)
0

En dfet, a partir de (1.19) avdt= 1 ety au lieu dep, on trouve :
1 u
@a+ /l)f af(1-u)Ej [exp(—/lf e(l-u+ s)dLs(R))] du=1,
0 0

ce qui est (1.24). La loi (1.4.b) n'est alors qu’un cas paligs avecy(t) = %@“”}t“ etZ = Z, 1 de loi beta.
Revenons sur la formule (1.3) et prenons dans (In19)-1/2, f(t) = t? (a > —1/2) etdy au lieu dep.
Alors :

du
l1-u+s

f 1(1 - u)* 2R, [h(|Bu|) exp(—ﬂ i ﬂ)
0 0

o0 1
= f yh(y)dy f (1 - u)Pu32eY"/2dy, (1.25)
Pa+ 1 Jo 0

ou Ba = 2aB(a, 1/2). Par changement d’échelle, on peut remplagd,|) parh(+/u|B1|) dans I'espérance
et lorsqu’on conditionne pdiBi| = y} on peut éliminer la fonctiom ([8], p. 274-275). Ensuite, on pose
u = €Y et on inverse la transformée de Laplace par rapport au pa@amé_ors de ce calcul ([8], p. 275-
278) on utilise le fait que B, est la transformée de Laplace @nde toute variable In(/), avecV de loi
de arcsinus. On en déduit que :

k k+1 k
| = P

k>0
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ot g*® est la densité de In{{V; ... V\)), avec les variables aléatoir®s indépendantes de méme loi de
arcsinus. Enfin, pour déduire (1.3), on enléve le condittoment en intégrant contre la densité/Bg.

La loi (1.5.a) est le cas particulier de la loi (1.4.a) (iffi#uwde prendren = —1/2 etZ = 1). Vérifions la
loi (1.5.b). Par calcul direct on voit que

]J‘{Pk>za,1} _ a-1/2 a-1/2 ({B(a,l/Z)
E[—\/P_k]_]E[Pk | = (®BLv ]) ——= )

On en déduit que le membre de droite de (1.3) vaut {B(a, 1/2)/(27))%, d’ou la loi recherchée.
Remarquons que lorsqu’on remplace le mouvement brovBijear le pont browniet et la variable de

loi betaZ, 1 par une variable de loi be, 1,2 la loi (1.5.b) reste la méme. En particulier, on peut prendre

une variableZ; 2 1/2 de loi de arcsinus indépendante lijgar exempley = sups < 1 : Bs = 0}. Ainsi, la

variable aléatoire
\/7 f _AL®) (1.26)
,/l 9+s

est de loi&(1). La loi (1.5.a) s’obtient alors comme une conséquencéaitiwjue les variables aléatoires
fol o(s)dL«(B) et \/gfol ¢o(gs)dLg(b) ont la méme loi, pour toute fonction borélienne positiydui méme
vrai parce que les processiis(b) : t € [0, 1]} et{L +(B)/ /g : t € [0, 1]} ont la méme loi.

Enfin, donnons les idées de démonstration des théoremesdi(ii6) et (1.7). D’abord, soit dans (1.2)
o(t) = #*" (8 > 0),u = 0 et soitd+/B & la place de&t :

kool
1+ Y gy S | | B

k>1 j=1

]E“[exp( B f sﬁﬂ‘dLs(R))

N , . L 1  oned
Olf, a.u mgmbre de droite, le premier terme de la senezgm. Notonsd, := 2" T'(n + 1). On en
déduit (voir [8], p. 295 et [9], p. 560) :

]E“[exp /1(\/_ f FdLg(R) - @ \/B)]
- [1+ Z(——) ki ﬁ B, )

=1

A 1
+ 2 (a) —(k!)ﬂk/zw s (1.27)

Le terme générak(B) du produit des séries peut s’écrire comme :

w(®) = ( ) kzz |( i)J.Il_[iﬂ‘B(i,B,lnI),k>1. (1.28)
Az L k=1

Il est connu queX'B(X, In|) = 1+ 6, X + o(X), lorsquex | 0, avecs, := F(1) — F(In|]) etF = T"/T la fonction
digamma. Par un raisonnement sur lesfiicients des polynémes ghdans (1.28) on déduit ([8], p. 296)

que limgjo to(8) = (/lzén/dﬁ)f /(£1). On passe a la limite dans (1.27) et on trouve :

I|m ]En[exp /l(\/_ f £MdL(R) - \/_)] (ﬂzg ) (1.29)

Ce résultat donne la convergence (1.6). (1.7) s’obtient peu—1/2 (carF(1) — F(1/2) = In4).
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1.6 Perspectives

Donnons ici quelques perspectives basées sur quelquesogegayant des énoncés simples, issues de
ces calculs : L
e Pour quelles fonctiong ety as-t-on I'indépendance des variables aléatof{iés“ ¢(u+ 9)dLg(R) et

01_“ Y(u+ 9)dLg(R) (u € [0,1]) ? Une idée serait de pouvoir éventuellement exprimerddyit des
transformées de Laplace de ces variables a I'aide de (1.2).
e Un probléme de Skorokhod : sqitune probabilité suR,. Peut-on trouver une fonctigntelle que

I e(9)dL(R) ait pour loiu ?
e Soit le probléeme suivant :

w(0, X) = u(0, X), x>0

(Qw/aN)(t, X) = (Lw)(t, X) — (Lu/u)(t, X) — ((Qu/dt)/u)(t,x), t,x>0
{ w(t,0) = u(t, 0), t>0,

ou u est une fonction donnée. Il est clair quwe= u est une solution de ce probléme. On en déduit
comme ala 81.4 ci-dessus :

j; h(X)u(t, X)dx = j(; u(0, X)dx

t B t
<m Ry e~ [ EI= D sy - (gL

ou x(t) := (1/h(t, 0)) limy;o x**1(Au/dxX)(t, 0). Peut-on trouver des “bonnes” fonctiongour les-
guelles on peut décrire les lois des couplﬁw(s)dRS, fOtX(s)dLS(R)) ?

e Soitble pont brownien et notons phy la densité de la variable aléatoif(é dL«(b). Est-il possible
de trouverh, ? Une idée serait de posgy(y) = y*~/2h,(y***/2), de voir queg, satisfait

g,(y) = \/7 ( ) gﬁ(y+s) (1.30)

et de trouver, si possible, la solution de cette équaticérghaile.
L'article [9] (qui généralise et compléte [8]) est cité paugieurs auteurs (on a déja souligné [1], [2], [6]
et [7]) et apparait aussi dans [4], p.103.
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Chapitre 2

Un principe singulier de grandes deéviations

2.1 Introduction

Dans ce chapitre on étudie laffdision{X? : t > 0} issue dexp et obtenue par une petite perturbation
brownienne{eB; : t > 0} d'une trajectoire du systeme dynamigxi€t) = b(x(t)). Lhypothése centrale est
gue ce systéme dynamique est soumis au phénoméne de Peawiir,208 suppose queest une fonction
réelle continue, mais pas lipschitzienne ; il 'y a donc pésessairement d’unicité de la solution de ce
systéme dynamique (voir §2.2).

Le but est de décrire, le plus précisément possible, le casmpent de la lolP¢ de cette dfusion, quand
& — 0. Le pas essentiel dans cette étude est la description dpoctement de la densité de probabilité
p°(t,-) de la variableX?. Lintérét est l'illustration de la décroissance expongie de p°(t, x) avec des
vitesses diérentes suivant la position du couptex) dans le plan (voir §2.3).

De plus, la méthode de démonstration est originale car ellgbine des arguments probabilistes (de
type grandes déviations et calcul stochastique) avec ées @halytiques (la théorie des semigroupes et les
solutions de viscosité pour des équations de Hamiltonbiacoir §2.4).

Les résultats concernant I'étude de la denpfi@, -) ont fait I'objet de la publication [4], qui fait aussi
partie de la thése [5].

2.2 Le phénoméne de Peano

Supposons que le processus @€l : t > 0} est solution sur [OT] de I'équation diférentielle stochas-
tique
{ dXf = edB; + b(X{)dt, t€]0,T], 2.1)

X5 =% €R,

oub est une fonction réelle continue. Si on note la loi de feudionX® parP?, alors la famille{IP? : & > 0}
est étroitement relativement compacte et toute valeurhédighce a son support contenu dans I'ensemble
des trajectoires du systéme dynamique

X() = (). te0.T]
{ X(0) = %o. (2.2)

Sib est une fonction réelle lipschitzienne, alors la solutiénconverge, uniformément sur,[0], vers
'unique solution du systéme dynamique. La théorie de Hre\entzell montre que la lolP¢ suit un
principe de grandes déviations de vites&eAutrement ditP¢ décroit exponentiellement vite vers la masse
de Dirac en l'unique solution de (2.2).
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Lorsque la fonctiorb n'est pas lipschitzienne, mais vérifie la condition suieant

b est continue, impaire, croissante, a dérivée contm%eeﬂt intégrable au voisinage de 0, (2.3)

alors le systeme dynamique (2.2) admet une infinité de solsithon constantes (le phénomene de Peano).
Sous I'hypothése (2.3), dans [1] on a montré qu'il existe unigue valeur d’adhérencd® : ¢ > 0}
dont le support est I'ensemble des deux trajectoires extiesle (2.2) (la trajectoire extrémale supérieure,
respectivement inférieure est la solution qui quitte emee I'intervalle ]— oo, §], respectivement{s, oo,
6 > 0). Autrement dit]P¢ tend vers une combinaisoliffime des deux masses de Dirac en les extrémales.
Au moment ol I'on a démarré ce travail il n'y avait aucune infation concernant la vitesse de conver-
gence déP¢ pour ce cas, ni de principe de grandes déviations. Une idéz asturelle est de décrire d’abord
le comportement de la densipé(t, X).

2.3 Lesrésultats
On consideére le cas particulier suivant :
X=0 et b:R—->R,b(x)=|X"sgnfk), O0<y<1l (2.4)

On peut montrer qu'il y a existence et unicité de la solutimnef de (2.1) et qu'’il y a une infinité de solutions
de (2.2),{xc,(t - )Y@ : 1> 0}, olic, est une constante. Les deux solutions extrémales de (22) so

pro(t) = £{(L - )ty (2.5)

D'apres [1],P converge étroitement vers/@)(s,, + J,,). Intuitivement, la trajectoire limite “préfere” les
trajectoires qui quittent zéro le plus rapidement possible

Dans ce cas particulier on peut expliciter la dengité, x), ainsi que les vitesses des convergence de
cette densité, lorsque— 0 et ¢, X) ne se trouve pas sur une des deux extrémales. Voici lesatisobtenus :
i) Le point(t, X) est situé en dehors des extrémakes {(1 - y)t}Y@") et0 < y < 1.

Il existe une fonction strictement positikg-) telle que :

|iLnO,52 In p°(t, X) = —k(X]). (2.6)

Autrement dit, la décroissance est exponentielle avessét€ comme dans la théorie classique de Freidlin-
Wentzell. D’'une fagon intuitive, st est “grand”, alorsx n’est pas “visité” par les trajectoires déterministes
donc il est raisonnable de retrouver I'asymptotique ctagsides grandes déviations.

ii) Valeur particuliérey = 1.

: t2 : X% 2x%¥2 xt t3
S —, alors lim £%In p°(t, X) = — == - = 2.7
P> -, lim &In p°(t, ) = ~k(IX) o 3 "1 % (2.7)
et )
. t . t
sl <, alors lim supe®3In p?(t, x) < a&(é — XD, (2.8)
&—0
olia] = —1,01879297. . est le plus grand zéro négatif de la dérivée de la fonctionrg’Ai.
iii) Le point (t, X) est situé entre les deux extrémalés {(1 - y)t}Y1" et0 < y < 1.
Dans toute la suite de ce chapitre on notera
Se) = £2(=7)/(L+y) (2.9)
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Alors :

: . X1
lim s(e) In p°(t, xX) = -1 [t - , (2.10)
-0 1- Y
ou A, est la premiére valeur propre positive de I'opérateur ded@ithger :
1d2 1 Y 2
__- = - ~ . * 7 9%
L= >l + 2V(x), ot V:R*"->R,, V(X: X + XY, (2.11)

Heuristiqguement, une unique trajectoire déterministes@asr urk “petit” apres étre restée en 0 un certain
temps; la dfusion aura alors tendance a rester au voisinage de 0 unncegtaps et évolue ensuite en
restant proche de cette trajectoire déterministe. Or,dbatilité de rester un certain temps au voisinage de
0 s’exprime a l'aide d’'une valeur propre de I'opératelur

Enfin, notons que dans le cas= 0 les calculs sont encore plus explicites. On peut trouveelsité
et prouver sa convergence. De plus on montre queffasitbn converge vers les solutions (généralisées)
extrémales de (2.2) (qui sont dans ce ed}:

(X - 1)? &

E 2 c R Uk ; 2 e _t| > - )
Y(t,X) e Ry xR ’LITOS In p?(t, X) o et 8|I_I‘)T(1)s INP(IX{] -t > 6) o (2.12)

2.4 |dées de démonstration

Nous allons donner ici les idées principales de démonsirates résultats (2.6)-(2.10) concernant le
comportement de la densipé(t, -) de la difusion (2.1) (avec (2.4)).

Une application du théoréme de Girsanov ainsi que de la fierdiitd-Tanaka permet de déduire que,
pour toute fonctiorh borélienne positive :

E[h(X?)] = E |h(sB B Y tE;V—lol ! ‘B 2 2.13
[h(X{)] = (By) exp +1)el7 2607 0| s| S—W 0| s/~ ds|| . (2.13)

Cette formule est le point de départ de la preuve.
La 1ére étape est de donner plusieurs représentations dedaep®(t, x). On a :

y+1 2
P(t.X) = X X )

eV2nt exp( (y +1)e?  2e2t
1 1
x E |exp —y—tf XS + s\/fbsP’_ldS—Lf IXs+ & Vtbg?ds||, (2.14)
2 Jo 2e2 Jo

ou{b, : t € [0, 1]} est le pont brownien standard. Pour I'obtenir on fait un ¢gjesment d’échelle en (2.13) et
on utilise la décomposition du mouvement brownkigr= by + gt, avecg une variable aléatoire gaussienne
standard, indépendante du pont browrtien

Une deuxiéme expression est obtenue en conditionnant paontaa{B; = X} et en renversant le temps
(voir [4], p. 561) :

1 |X|y+l X2 1 t/S(€) g
i = - E_x —— V(B
pt.%) e\V2nt eXp( (y + 1)&? 2£2t) )12 [eXp( 2 f(; (B S)

Ici le potentielV est donné par (2.11) et a un point singulier. L'idée suivaeteonte & Kac [9], mais pour
des potentiels continus. On introduit le semi-groupe d'afgtirs, contractant et a trace, qui préserve la
positivité

By = o]. (2.15)

(Th)(x) = B [h(Bt) exp(—% [ V(BYd )]
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Il est connu que sa densité (par rapport a la mesure de Ledesgimet un développement en série en termes
des valeurs propres; et des fonctions propress; de I'opérateur de Schrodinger (2.11). Enfin, on en déduit
le développement en série de la densité :

|X|y+1

)12 exp( O+ D2

(%) = )ze‘%ww)m Eanl (2.16)
2

e(e)1l/2

On en déduit un résultat plus faible que (2.10) : pour touD, lim,_ () In p#(t, es(€)Y?) = —A1t.
A partir de la premiére représentation (2.14) de la densitgenitétudier le comportement de la quantité
£2In p°(t, X) : C’est la 2éme étapde la preuve. Soient les fonctionnelles du pont browhisoivantes :

L 1
F(eb) = %tfo Ixu— Vieby"ldu et G(eb):= %fo IXU — Vieby[?du.

Alors (2.14) s’écrit encore

|X|y+l X2
(y +1)e2 252t

Jelewl e -52)

g2

[x|7+1 X2 G(eb)
< — E — . (2.17
S V2t eXp( D2 262) | T2 (@17)

Soit I’espaceHé = {¢(u) = fou f(s)ds avec f € L%([0,1];R) et ¢(1) = O} muni de sa norme usuelle ([4],
p. 565). On introduit la fonctionnelle :

p(t, X) = L eXIO(
’ eVont

1 1
Ag) =t f Ixu— Vig(u)*du + f ¢ (u)dy, ¢ € Hg, (2.18)
0 0
et on peut montrer ([4], p. 567-570) qu'il existe une fonetiEositivek(-) telle que
1+ .
| EAEa sifX < {(1 - )yYa-
Pt Z'yx'ﬂ - %+ 2k(x), sinon.

Lors de la minimisation de la fonctionnelfe on démontre I'existence de la fonction minimgget on met
en évidence ses propriétés. La démonstration est techatoest basée sur une étude fine des solutions de
problémes de Cauchy.

En utilisant deux outils classiques de grandes déviatienprincipe de Varadhan et le théoréme de
Schilder (voir, par exemple [3] p. 43 et p. 81) on montre qaesduelx| > {(1 — y)t}¥/@)

imsupe?in ) < P - X - L ine ag) < liminf 2In ph(e. ¥ (2.20)
&£ B - - — = X & 1) ) .
£—0 P P Y+ 1 2t 2 ¢eHé ¢ &—0 P

d’'ou (2.6). L'idée de la minoration dans (2.20) est la suigaron choisitW un voisinage deg tel que :

dn>0:maxF(¢p) <n et VYé>0:maxG(p) < G(gg) + 6.
peW peWwW

On en déduit

G(sh)

g2

E—

liminf £InE [exp(—F(sb) - )] > liminf &2 InP(sb € W) — lim &%y — maxG(¢)
0 &—0 -0 peW

. 1t 1
>—- inf = f 1) (u)|2du —G(¢g) — 6 = —=A(¢o) — 6.
peWnH} 2 Jo 2
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L'expression explicite (2.7) de la fonctidq pour le cas particuliey = 1/2 est une conséquence de
(2.19) et des calculs de minimisation de la fonctionn@llrécisément, lorsque > (t/2)?, on trouve la
fonction minimumgo(u) = (t32/4)u(1 — u) et A(¢o) = xt/2 — t3/48.

A ce niveau de la démonstration, toujours pour le cas péigicy = 1/2, nous allons mettre en évidence
les idées d’'une démonstration probabiliste pour la ma@raP.8) (qui n'apparait pas dans [4], mais qui
est détaillée dans [5]). On utilise encore la premiére préation (2.14) ou plutdt la majoration (2.17). On
commence par décomposBfexp—G(eb)/?] en deux termes; et &y, suivant quesb se trouve ou non
dans une boule en normaehdlderienne, G a < 1, centrée egg. Par le principe de Varadhan pour le pont
brownien en norme-holderienne :

. . Al
limsupe?In&; = limsupe?InE |exp _GEb) LiebgB, (o) | < — (¢o) _ r (2.21)
-0 -0 &2 o 2 2

Pour l'autre terme on utilise les décompositions¢gdest du pont brownien dans la base de Schauder de
I'espace des fonctions-hdlderiennes sur [A], et on obtient aprés calculs :

G(eb) A(¢o)) - exp(_% fo " byd )] @22

81 = [exp(_ £2 )]l{stBa((ﬁo,l’)}] < eXp(— 252
olla:=sup0 < u< 1:¢o(u) = xu/vt}. Pour obtenir (2.8) & partir de (2.17), (2.21) et (2.22) dteca
estimer I'espérance de I'expression précédente. Onautdisésultat suivant qui semble avoir un intérét en
SOi :

. 12 aja
2/3 —
Ll_rpos InkE [exp(—gfo |bs|ds)] =S5 VO<a<l, (2.23)
ou @] est le plus grand zéro négatif de la dérivée de la fonctionirgd’Ai (a; = —1,01879297..). Lar-
gument central de démonstration de (2.23) est l'utilisatie la formule de Kac (voir [7], p. 54 ; voir aussi
certains calculs de [13] et [15]) :

00 t 0 00
E fo e-ﬁtexp(— fo |Bs|ds)f<a)dt=®<0) f W)y + O fo o) fydy,  (2.24)

ou @ et ¥ sont deux solutions de I'équationfidirentielle homogéne%w”(x) + (B + [X)w(x) = O telles
gue @ soit bornée en+co, ¥ soit bornée en-c et @Y’ — @'Y = 2, et f est une fonction réelle bor-
née a support compact. On peut prouver gg) = ¥(-x) = CAI (21/3(/3 + x)), pourx > 0, olic? =
—213Ai(213B)Ai(2Y/3B). La fonction Ai(-) apparait naturellement car c’est une solution bornéecerde
I'équation —w”(X) + xw(X) = 0. Pour obtenir (2.23) on doit d’abord conditionner pBy = x} (prendre
d'abord f = (1/26)11x_sx+e] dans (2.24) et ensuite faite— 0) et on déduit, aprés calculs et inversion de la
transformée de Laplace,

E[exp(— [ t|Bs|ds)

ou &, est len-ieme zéro de la dérivéai’. Pour éliminer le conditionnement on doit intégrer ®ur par
rapport ax I'égalité (2.25) et on trouve la valeur d’'une expressionyget

1 a
E [exp(—g fo |b>s"a|ds)]

ou b*? est un pont brownien allant de «sur [Q a] (voir [5], p. 33-35) .

—x2/2t i(01/3 ’ ’
€ 1 Ai(27°1X + &) (ant)’ (2.25)

&= X] @2~ 28 L1 aAiE) 2173

n>1
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Revenons au cas d’'une valeur quelconque d#, 1[. La 3émeet derniéreétapede la démonstration
est de nature analytique et repose tude des solutions de viscosité d’'une équation de Hamillacobi
(voir aussi [2]) : ,

ou ou 0°u
ot " Htxu, OX” 02
ol H(t, x, u, p, g) est un hamiltonien réel défini st x R3, elliptique : siq < g alorsH(t, x,u, p,q) <
H(t, x, u, p, d). Rappelons gu’une fonctiamdéfinie suilJ, bornée, semi-continue supérieurement (respecti-
vement semi-continue inférieurement) est une sous-saltespectivement sur-solution) de viscosité pour
(2.26) si, pour toute fonctiop € C2(U; R) et pour (o, Xo) € U un point de maximum local (respectivement
minimum local) deu— ¢, on a:

)=0, surUcR; xR, (2.26)

op oy d%u .
5t (0 X0) + H(to. Xo. U(to. o). 7= (to. Xo). 55 (to. Xo) < O (respectivement> 0).

Soulignons aussi que toute solution classique est une@olté viscosité.
L'idée est basée sur la remargue suivante (voir aussi [14RP) : la fonction

1 X2 1t
(t, x) ﬁexp(—?t)]E[exp(—Ef0 V(Bs)ds)

est une solution classique de I'équatidn(ot) + Lu = 0 sur]Q T] xR*. Ici V est le potentiel de I'opérateur
de Schrodinger (2.11).

En utilisant la deuxiéme représentation (2.15) de la dénsift, X) on peut montrer que la fonction
Ue(t, X) ;= —9s(&) In pé(t, X) est une solution de viscosité de I'équation de HamiltazeBasur le domaine
QF = {(t,X) : (1 - )& <t < T, e9(e)"/? < x < {(1 - Y)Y/} (voir Fig. 2.1) :

B = X]

Ay

€ £ 92/ 2 .
aait + Hg(t, x, U, % (?9_xu?) =0, avec H.(t,xu,pQ):= —%q 4 827 P2+ X' p— X Lse). (2.27)
solution extrémale @ =-yTye
AN
,\\\\\\ ,,,,,,,,, gs(g)l/z
0 T

Fic. 2.1 — Domaine pour (2.27).

Une partie technique, qui généralise dans cette situamitiEes de [2], est de faisgendre vers 0 dans
(2.27). On montre que’ converge vers la solution de viscosité (qui est en fait uhgisa classique)® de
I'équation surQ := {(t,X) : 0 <t < T,0 < x < {(1 - y)t}/Ey -

au° ol
bl )= =X
p + Ho(X, ax) 0, avec Ho(x p)=Xp. (2.28)
Le développement (2.16) de la dengifét, X) permet de déduire la condition aux limites :
uw(t,0) = — lim (&) In p°(t, 0) = Agt. (2.29)

Mais I'unique solution (classique) de (2.28)-(2.29) @%t, ) = A1(t— X7 /(1-7)) et (2.10) est démontrée.
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2.5 Perspectives

Les perspectives ont pour point de départ quelques qusstion

Une premiére questiorst : serait-il possible de traiter le cas d'une foncfiogénérale ? On constate
gue, bien gu’on ait considéré un cas particulier, le prokléeste dficile. Il semble clair que ce cas général
ne peut pas étre abordé par les mémes méthodes. Néanmodssiiat de [1] est démontré sous I'hypothése
(2.3). Peut-on étre plus précis ?

Dans [5] les résultats de [4] ont été généralisés au cas antdidn réelleb satisfait (2.3) ainsi que
I'hypothése suivante :

il existe0 < y < 1 etk > 0O telles queb’(x) ~ xy|X?~* au voisinage de I'origine. (2.30)

Autrement dit, la fonctiorb a un comportement au voisinage de I'origine qui ressemtdedmup a celui de
la fonctionx — sgn)|x|”.

Par exemple, la deuxiéeme étape de la démonstration déantaragraphe §2.4, basée sur les techniques
de grandes déviations, s’applique et on montre qu'il exisiefonction strictement positive telle que

Iimogzln pE(t X) = —ke(IX)),  si X > KL(p),

ouK~1(-) est la fonction réciproque d€(x) := fox %. De méme, par la troisieme étape de la démonstration
on montre que

Iim0 s(e) In pP(t, x) = 21(K(X) -1), si  |x < K™(),

E—

ou A, est la premiére valeur propre positive de I'opérateur

1 d? Ky K2 X%
-+ +
2dx2  2|xt 2
Une deuxiéme questionaturelle est : la loi de la ffusion X¢ satisfait-elle un principe de grandes
déviations ? Une discussion informelle concernant ce probla été faite dans [8].
La réponse compléte est donnée dans [5] (voir aussi [6]} &sge sur I'étude fine de la densitéxfe
On démontre un principe de grandes déviations pBtr: € > 0} dans lequel la vitesse de convergence de
P#(I') dépend de la position du boréli€hde I'espace des trajectoires par rapport aux solutiongmeies
du systeme dynamique. D’'une fagon plus précise, on suppasglus de (2.3) et (2.30), que la fonctibn
est bornée et strictement croissante. Alors la famille ée{lB° : £ > 0} satisfait un principe de grandes
déviations, de vitesse® et de fonctionnelle d’action :

() = { : £ (9 ~ b@(9)Pds.  sig e H!

, sinon,

ol H! est I'espace de Cameron-Martin. Evidemment, cette fonotibe s’annule sur I'ensemble des solu-
tions du systeme dynamique (2.2). Donc le principe de gaddeiations ne donne pas d’information sur le
comportement d&¢(I'), ouI est un borélien de I'espace des fonctions réelles contiswd§ T] contenant
une solutiony de (2.2).

Dans [6] on utilise les résultats de [4] sur le comportemeétip de la densit@®(t, x), pour ¢, X) situé
entre les deux extrémales, pour décrire le comportemera dilision X? au voisinage d’une solution non
extrémaley de (2.2), sous les mémes hypotheses que pour le principeaddegr déviations. Pour le cas
particulierb(x) = sgn)|x|”, en utilisant (2.10) on montre que

. T 1y
lim s(¢) In]P( sup |X{ — ¢(t)] < 5) = AI(M _ T),
£-0 te[0,T] 1-vy
pour 0< 4 < {(1 - )T} —jg(T).
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Troisiéme questionpeut-on étudier la situation ou la fonctibrdépend a la fois deet dex (systéeme
dynamique non-homogéne) ?

Unequatrieme questiomtéressante, mais qui sembldidile, est I'étude du méme probléme en dimen-
sion supérieure. Remarquons que dans [1] on a étudié sauléeneas de la dimension 1, sans discuter le
cas de la dimension supérieure.

Enfin, unecinquiéme questionque peut-on dire lorsque le systéme dynamique est perhabar le
mouvement brownien, mais par le mouvement brownien fragge ? On pourrait penser que les avancées
récentes (formules d'lté et de Girsanov ...) du calcul ststique par rapport a ce processus seraient des
outils de base pour aborder ce probleme.

L'article [4] est cité par [11], [10] et [12].
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Chapitre 3

Formule d’'lIté et mouvement brownien
fractionnaire

3.1 Introduction

Une des idées fondamentales du calcul stochastique esvdmtu: siX est une semimartingale et &i
est une fonction de class& Glors f(X) est une semimartingale et on peut écrire la formule d'Itd.

Il est bien connu que le mouvement brownien fractionngBg : t > 0} d'indice de Hurst O< H < 1,
est une semimartingale si et seulemeni sk % (voir [24], p. 97-98), situation dans laquelle il s’agit du
mouvement brownien standard.

Les questions naturelles sont alors : lorsgue % est-il possible de construire des intégrales stochas-
tiques par rapport au mouvement brownien fractionnaireut-8 écrire une formule de type 1t6 ?

Il nest pas dificile de voir que, pouH > % le mouvement brownien fractionnaire est a variation
quadratique nulle (voir §3.2) donc l'intégrale de Youngd{)2peut étre utilisée. Dans la suite on va surtout
considérer le cag < 3.

Les réponses données constituent quelques premiers gasnvan calcul stochastique par rapport au
mouvement brownien fractionnaire d’indice de Hufst % d’ou leur intérét :

e définition de I'intégrale symétrique (d’ordre) par rapport au mouvement brownien fractionnaire ;

e étude fine de I'approximation trajectorielle de cette indéey;

e démonstration de la formule d’ltd pour le mouvement browrffactionnaire d’indice de Hurst quel-

conque.
L'étude est essentiellement basée sur une analyse ganesdira élémentaire, mais aussi sur des outils du
calcul stochastique classique.

Les résultats concernant ces questions ont fait I'objetals publications [14], [15] et [16]. Les articles
[15] et [16] font aussi partie de la thése [19].

3.2 Notations et résultats principaux

Le mouvement brownien fractionnaire d’indice de Hutst]0, 1[ est un processus gaussien centré, de
covariance

Ca(s ) = B(BEBY) = 557 + 1 - Is— ™), (39 € B2 @)

Ainsi, E[|B - B¥?] = |t — g% et donc les trajectoires d&" sont holderiennes de parameétre strictement
inférieur aH.
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Il y a plusieurs approches pour construire des intégralesapport au mouvement brownien fraction-
naire(voir [14], p. 1773-1774, [16], p. 782 ou [9] pour desr®d’horizon des diérentes approches).

Les travaux [14], [15] et [16] reposent sur une méthode delagigation introduite par Russo et Vallois
[25] et généralisée comme suit. POUetY deux processus réels continus on introduit :

: 1t -
[X,...,X](t) := lim prob= f (Xste — Xo)Mds  lam-variation, (3.2)
—— — -0 € Jo
mfois
t 1 t
f Yd (MX, := lim prob= f Ys(Xsre — Xs)™ds  lamrintégrale forward (3.3)
0 £ €Jo
et
t . 1 (" Yeie + Ys L .
f YoM X; = lim prob— | —=—2(Xs - X9)Mds lamrintégrale symétrique (3.4)
0 e e Jo

(les convergences sont en probabilité, les processus &hhdes versions continues). Paur= 1, ces
objets généralisent respectivement la variation quagratil'intégrale d'ltd et I'intégrale de Stratonovich,
par exemple, lorsque les processtgt Y sont des semimartingales et lorsgueest adapté. Dans le cas
m = 1 on omettra I'indicem dans les notations et dans les dénominations.

Dans [26] est démontré le résultat suivant : I'intégraleviand fot f’/(Xs)d~ Xs existe pour toute fonction

f € C(R;R) si et seulement sk admet une 2-variation et dans ce cas la formule d’lt6 suivariteu :

F(X) = F(Xo) + fo tf’(Xs)d‘Xs+% fo tf”(Xs)d[X,X]s, teR. (3.5)

C’est un calcul élémentaire pour voir que le mouvement biewfractionnaireB" admet une 2-variation
si et seulement si > % (nulle sid > %), donc (3.5) s’applique, pour toute fonctidne C*(R;R). Sous

les mémes hypothésds, > % et f € C2(R;R), l'intégrale symétriquefot f’(Xs)d° Xs existe et la formule
d’lt6-Stratonovich a lieu :

f(B{*):f(Bg)+j:f’(Bg)d°Bg, teR (3.6)

(voir aussi [3] ou [21] pour une approche basée sur 'opéradevergence lorsqug > % ; voir aussi [12]).

En fait, siH < % il n'est pas possible de montrer directement I'existencéinlggrale symétrique. On
peut voir que sH > %1 le mouvement brownien fractionnaire admet une 4-variatigite idée est la base
de la démonstration d’'uner résultat

siH > 3 etsif € CHR;R) alors fot f/(BY) d° B existe e(3.6) a lieu (3.7)

(lorsqueH > %1 ce résultat a été obtenu indépendamment dans [1] par desdgeek de calcul de Malliavin ;
voir aussi [2] et [21]).

On est tenté de poser la question suivante : pour quellearsatieH la formule (3.6) reste vraie ? On
approche la réponse a cette question en deux temps. Danemaieptemps on montre que :

(3.6) n'a pas lieu pouH < 3. (3.8)
En dfet, par un calcul simple on trouve :
Hy3 Hy3 ! Hy2 H 1 H pH pH
(B)® = (Bp) +3f0(BS) d°BS—§[B ,B, BY(t), teR,

ou I'intégrale symétrique existe si et seulement si la 3atian [B, BY, BY] existe. Encore une fois, on peut
facilement voir que di > % la 3-variation deB" existe. En fait, on peut prouver que ([14], p. 1780) :

siH > % alors la 3-variatiorjB", B, BY] existe. (3.9)
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Montrons que sH < % alors la 3-variation B%, Bf, Bf] n’existe pas. Supposons le contraire, a savoir que,

lorsques — 0, %fOt(B‘;s — B¥)3ds converge en probabilité vers une variable aléatit®n en déduit que,
lorsquee — 0,

t t
A [ (e, - BYds= /B [ (Y, - BY/) ds
€ Jo 0

converge en loi vers 0. Cela contredit le fait que la méme tiggaconverge en loi vers/C3xt g, avecg une
variable gaussienne standardcg # O une constante explicite. Efffet, il s’agit d’'un cas particulier du
2eéme résultatentral :

SiH < et sim > 3 est un entier impair alors, lorsqee— O,

{(1/\/‘)f (B, - BY/e) "ds: t>0) 0% (Ve B t>0

(3.10)
Ici {B¢ : t > O} est un mouvement brownien standara,gf # O est une constante explicite. Dans un second
temps on prouve lgéme résultaimportant ([16], p. 795) :
sii > £ etsif € C3(R;R) alorsfot f/(BY) d° B existe e(3.6) a lieu (3.11)

(le méme résultat a été obtenu simultanément et indépendatrdans [9] en utilisant d’autres techniques
comme la dérivation fractionnaire et le calcul de Malliaviir aussi [7] et [8]).

Pour franchir la barriér% on introduit une nouvelle classe d'intégrales. Pour uneemti > 1 et une
probabilitév sur [Q 1] on définit lav-intégrale d’ordran deg(X) par rapport a un processus contiu

t t 1
0 &= € Jo 0

Ces intégrales ont été déja introduites dans [28] mais pour 1 et X une semimartingale. On retrouve,
pourY = g(X), lesm-intégrales forward et symétrique, (3.3) et (3.4), en pneénaspectivement = g
etv = (1/2)(6o + 61). La mrvariation (3.2) deX s’abtient en prenant simplemegt= 1. Quandv est une
probabilité symétrique (c’est-a-dire, invariante pappécationt — 1-t) cette intégrale est la généralisation
naturelle de lan-intégrale symétrique. Précisons queJg-intégrale symetrique joue un rle central (voir
la relation (3.27) au paragraphe suivant).

Avec ces outils on peut écrire un développement d'Itd gérigeane résultat.

si¢,n > 1 sont deux entiers, siest symétrique telle que ses moments d’o(@ig valentl/(2j + 1),
j=1...,£-1, siX admet und2n)-variation et sif € CZ”(]R; R), alors

t n-1 t ) )
f(X) = f(Xo) + f FXd ! Xs+ > K f FRD(X)d12 2 X te R,
0 ; “Jo
i=t

ou la somme sera nulle 6> n— 1 (k. j sont des constantes explicites).
(3.13)

L'égalité s’entend au sens suivant : si toutes les intégradeif une existent, alors la derniére existe aussi.
Ce résultat repose sur un développement de Taylor et a urt@ar plutbt “déterministe”. Son intérét réside
dans son application au mouvement brownien fractionnaire.

D’abord, on peut faire le tour de la question d’ eX|stence wagégrales par rapport au mouvement
brownien fractionnaire ([16], p. 793-794). Par exempleurpﬁ g(BY) d»2"Bt (n > 1 entier), il siffit de voir
que, lorsque: — 0,

f ds(B,, — BH" f v(da) g(BY + a(B,, - BY)) ~ 21, f g(BHds presque sdrement,
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uniformément em sur tout compact. Ici et ailleugs, note le moment d’ordre (8 d'une variable gaussienne
standardy. Cet équivalent s’obtient poufi(x) = x°" & partir duséme résultat

pour toutt, pourY processus continu et pofir. R — R polynomiale

t BH _BH t
lim f st(%)ds:E[f(g)] f Y«ds, presque sirement,
0 0

-0
uniformément e sur tout compact.
(3.14)

Notons aussi le résultat suivant d’existence ([16], p. 794)

. 1 . t . .
si(2n+ 1 > 5 et sig e C[R; R) alors f g(BY) d’v2?*1BY existe et s'annule pour tous les entiers
0

¢ >n (n > 1 entier).
(3.15)

Par exemple, 4l > %, les intégralegfot g(B) d‘51/2")B‘; existent et s'annulent pour tout entier impéiz 3. Si
on combine ce résultat au développement d'Ité (3.13) orvirda premiére partie deeme résultatentral :

sif > ¢ et sif € CO(R; R) alors fot f/(BY) d»1B! existe pour toute symétrique et

t
f(B{*):f(Bg)+f0f'(BI;)dViB‘;, teRR.

(3.16)
De plus, pour un entiar > 2,
. 1 t : o
Si(2r + 1H > > etsif e C¥*2(R;R) alors f f/(BY) d*1BY existe pour toute symétrique et
0
t
f(Bf) = f(Bp) + fo (B d*BL te R

pourvu que les moments d’ord@j), j = 1,...,r — 1, dev valentl/(2j + 1).

(3.17)

On peut trouver des exemples de probabilitg®ur lesquelles (3.17) s'applique, leur forme étant liée a
la formule de Newton-Cotes. Ainsi, pout= 2 on peut prendre ([16], p.795)

2r-2

1
\ @ - 2)a —k
V= j:EO aj(sj/(Zr—Z), ou aj= f | | Tda (3.18)

Par exemple, si = 2 il suffit de choisirv = (1/6)(0 + 46,,, + 61) (lie a la formule de Simpson) et la
formule d'Itd (3.17) s'applique poul > i et f € C(R;R). Enfin, siH €]0, 1] est quelconque fixé,
on choisit I'entierr > (1 — 2H)/(4H), la mesurev et on applique (3.17) pour une fonctidnsutisamment
réguliére (voir aussi [5], [9] et [11] pour d’autres apprestdu probléme de la construction d’une intégrale
par rapport au mouvement brownien fractionnaire et I'otivende la formule d'lté, pour tous les indices de
HurstH €]0, 1]).

3.3 Autres résultats

Ce paragraphe contient quelques résultats connexes &dprés obtenus dans [14], [15] et [16] concer-
nant la généralisation de la covariation, la décomposdianev-intégrale ainsi que des résultats d’approxi-
mation au premier et second ordre demtégrales.
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La m-variation est un cas particulier de fi&covariationd’un vecteur X%, ..., X™ de processus réels
continus :

t
XL, ..., XM(t) := lim prob1 f (XL, - xh.. (X2, - XMds. (3.19)
& € Jo

Nous analysons les conditions d’existence et les relatwas lesmn-intégrales (3.3). Par exemple, pour un
entiern>1:

t t
[, X,...,X](t) = fo Yed DX, — fo Yed™ DX, (3.20)
2n

ou lam-intégrale backwardst définie par

t ] 1 t
f Yd (MXg = lim prob= | Ys.s(Xsse - Xs)™ds. (3.21)
0 &= € Jo

t 1 t t
f Y d* M X, = > f Yd MX; + f st-(m>xs]. (3.22)
0 0 0

Pour le mouvement brownien fractionnaire on peut montrer(§lL4], p. 1785 et [16], p. 794), pour un
entiern > 1 et pourg € C'(R; R) :

Notons que :

L—— .
B%). BE. . BH(t) = g { o 9(BDS i =1 2
o), B B0 = TR % 20 =1 329
2n
et ([16], p. 794) s € C"Y(R; R) :
t t
[o(B"), BY,...,B"(t) = -2 f g(BYyd=@-Vpl = 2 f g(BY d*@-VB siH > 2—1n (3.24)

2n
De plus, a partir de (3.24) on peut voir quetisk 4, la (2n)-covariation f(BH), BY,. .., Bf] existe, pour

toute fonctiong localement bornée.
Pourn=2 etH = %1 nous déduisons de (3.23) que, pour toute fonagidrcalement bornée,

[g(BY*), BY4, BY4, BY4|(t) = -3 f g(@)(L{*Y (a)da. (3.25)
R

ou Ltl/“(a) est le temps local eadu mouvement brownien fractionnai@* ([14], p. 1786). L'application
am- Ltl/“(a) est une fonction absolument continue (cette propriétérag: lorsque < %). (3.25) est une
généralisation de l'identité de Bouleau-Yor pour le tengezl brownien :

[a(BY2), BY2](t) = - f o(a)LV2(da). (3.26)
R

Concernant les-intégrales, nous avons déja signalé I'importance dg Jantégrale : siv est une pro-
babilité sur [01] symétrique, s§ € CK(R; R) et siX admet une (B)-variation  + m> 2n), alors

k-1

t exl BV RN |

fo g(Xs) d*MXs = Z (% fo g (X dPr2™AX + R, teR, (3.27)
i=0 ’
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i = [1((1/2) - )l v(da) et R = (~LKOL/KY) [ g®(X)dX.....X]s, Sik+m = 2netR = O si
k+ m> n([16], p. 789). Par exemple, ¥ admet une 6-variation (c’est le le cas du mouvement brownien
fractionnaire ave# > (—15) et sige C*(R; R) alors :

t t t
R R G P N I G
t t
et f g(BY)d°®)BH = f g(Bhd*2°BY.  (3.28)
0 0

Enfin, nous allons répondre a deux autres questions nasirdlist-il possible d’avoir convergence
presque sre dans (3.3) et (3.4) ? Pour le cas du mouvemevibrofractionnaire on a déja énonceé (3.14)
qui méne a la réponse de cette question pigxy = x> (voir aussi [17]). Sif(x) = x*™1 la limite en (3.14)
est nulle. Est-il possible de changer de normalisation pbtenir une limite non nulle ? On a déja énoncé
(3.10) comme réponse a cette question pour le mouvemennkovractionnaire avel < % (voir [27]
pourH > %). Soulignons qu’un autre intérét des résultats (3.14).4Dj3st que les convergences obtenues
sont en tant que processus.

Comme applications de (3.14) nous montrons que les inggfatward et symétrique suivantes peuvent
étre définies trajectoire par trajectoire ([15], p. 5) :

SiH > % etg € CY(R; R) alors fot g(Bf)d~ Bt existe presque slirement (3.29)

et
SiH > % etg € C3(R; R) alors fot g(BY)d° B! existe presque stirement. (3.30)

Dans [30] on introduit une intégration trajectorielle papport au mouvement brownien fractionnaire
des processus ayant régularjtdholderienne, aveg > 1 — H. De plus, quand l'intégrant es(BY), les
hypothéses forcerit > % (voir [30], p. 354). Ainsi (3.29)-(3.30) constituent une éiaration des résultats
dans [30].

Par ailleurs, un lien entre l'intégrale symétrique et Baitale de type Skorokhod peut étre établi (voir

[1]):
f tg(Bg)or’B‘;: f tg(B‘;)aB‘;H{ f tg’(B‘;)sZ“-lols (3.31)
0 0 0

Le deuxiéme terme dans le membre de droite de cette égaligtlesite presque slre, quard— 0, de

1 t
5 || o EIICH(S (s+£) A ) - Cu(s (5 2) v O)lds

Ainsi, par (3.30) et (3.31) on voit que l'intégrale de typeoBikhod peut étre définie trajectoire par trajec-
toire pourt > %.

Enfin, remarquons qu’on peut prouver des résultats sengislgiur des martingales (autrement dit,
pour des processus qui ne sont pas nécessairement gausSemete{7; : t > 0} la filtration canonique
du mouvement brownien standaBd= BY2. Soit la martingal&Z; = Z + [, o(Bs)dBs, o € C*(R; R). On a

([15], p. 4) :

pour un processus contintiet pourf : R — R polynomiale

. t Zsie — Z t

lim f \A f(%)ds = f YsE [f(ao(Bs))|Fs]ds  presque sdrement,
0 € 0

&—0

uniformément et sur tout compact,
(3.32)
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et ([15], p. 6)

sim > 3 est un entier impair alors, lorsqee— O,

t loi t
{1/ Ve) fo (Zsve = Z5)/ Ve)"ds : > O} — { fo o (BE)Md(k1BE + k2BE) 1 t > O}
(3.33)
Ici on a noté pam une variable aléatoire gaussienne standard,{([ﬁi{}), 52)) : t > 0} un mouvement
brownien bidimensionnel standard et par k, deux constantes. Ces résultats (voir aussi [4] et [6]) sont

de méme type que (3.14), respectivement (3.10) et, une éopdus, il s'agit de convergences en tant que
processus. Comme précédemment en (3.29), on peut dédei§l§l, p. 5) :

t
sig € CY(R;R) alors l'intégrale d'lté | g(Zs)dZs existe presque siirement. (3.34)
0
3.4 Quelques idées de démonstration

Donnons les idées des démonstrations des principaux atssiié décrits au paragraphe 83.2. Pour
obtenir (3.7) on écrit, en utilisant le développement dddray

A Lf/(BE,,) + '(BY)
Eft f(BY )ds——f f(BE)ds _—f (B, — BS)ds

2
1 f(3>(BH) + fO(BH
12¢ 2

ste) (g _ giy3gs s 1 f J(BY B, )(BY, - Biy'ds, (3.35)

ot J(a,b) = (1/24)]01(4/13 - 622 + 1)(fW(1a + (1 — )b) — f@(a))dA. Si on peut passer a la limite dans
(3.35), alors on trouve

f(Bt)—f(B)+f f(BH)d"BH——ff(3)(BH)d°(3)BH teR, (3.36)

ce qui donne (3.6) dés qu’on montre que la 3-intégrale sygquéetiest nulle. Le membre de gauche de (3.35)
converge, lorsque — 0, versf(B}) — f(Bg). Le troisieme terme du membre de droite de (3.35) converge
vers zéro en utilisant I'existence de la 4-variation Ble ainsi que le fait que SWRo 1 JBEBE,) -0

en probabilité, quangd — 0. Pour terminer la démonstration de (3.7) on doit montrer lqu3-intégrale
symétrique existe et s’annule. Nous montrons qu& siH < % les 3-intégrales forward (3.3) et backward
(3.21) existent et s'annulent. 8i= %1 les 3-intégrales forward et backward ne s’annulent pas eargé
mais

t - t 3 t ,
| aehe el - [ oela el - -3 [ gebas

La derniére égalité a lieu pogre C'(R; R). Dans tous les cas (3.22) donne la conclusion.

La démonstration de I'existence et des propriétés deségyiates forward et backward (moments, ré-
gularité des trajectoires, valeurs) est technigue, maiméntaire ([14]85). Elle repose sur le caractére
gaussien du mouvement brownien fractionnaire, ainsi queaspropriété d'autosimilarité d'indidé: pour
toutc > 0, le processu¢BE, : t > O} a la méme loi que le process(S'BY! : t > 0}. L'idée centrale est de
montrer que la famille de varlables aleatom(a’xs/s)fO g(BY)(BL,, - BY)3ds : & > 0} est de Cauchy dans

L2(Q). Quelques calculs formels compliqués ont éféaués avec des procédutesle ([14]).
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Le méme type d’argument s’applique pour obtenir (3.11)sAipourH > %, on déduit le développement
suivant :

1 [t . L /(BS..) + /(B _y H
Eft (B! )ds——f f(BY)ds _—fo _ (B, - BY)ds

1 B+ BY,, 1 B +BY,,
1% ) f(3) (TS*) (BL . — B)3ds - Mf f(5)(TS+)(BS+8 - BY%ds

1
v f 5(BE. BY, )(BY,, - BY)ds (3.37)

ouJ € CR? R) satlsfaltJ(a, a) = 0 (en écrivant un developpement de Taylor a I'ordre 6). Sidmet
(3.15), pourH > %, les mtegralesf f@)(BY)d’v22BH et fo fG)(BH)d’v2°BY existent et s'annulent. Quand
g —0,0n trouve par (3.37) :

t
f(Bf) = f(BE) + f f/ (Bg)d"BH—— f fO(BY)d’v2°B ;o f f©(B)d’v2°BY
= f(B )+f f/(BHd°BE, teR. (3.38)
Notons que, poull > z, un développement de Taylor a I'ordre 6 du méme type que Y8&&duit, a

t
f(BH) = f(Bl) + f f/(BH )d°BH—— f f@(BH )d°(3>|3§+1i20 fo fOBH®BE teR, (3.39)

et, par (3.38), on déduit que la somme des deux derniers sezateulle. En fait les deux derniers termes
au membre de droite de (3.39) sont nuls par (3.28) et (3.15).

Pour obtenir (3.13) on pousse le développement de Taylardré 2, sous I'hypothése de régularité
de f. Cette démonstration ([16§5) constitue une amélioration de la démonstration donnparavant dans
[14], §5.

Comme precedemment la demonstratlon de (3.15), cesteaelé I'existence et de I'annulation des

d,,-intégrales symetnqueﬁ g(B) d’12™B pour—m <HL = etm 3 un entier impair, repose sur une
analyse de la structure de la fonction covanaﬁg@lu mouvement brownien fractionnaire ([1§h). Cette
analyse gaussienne esfférente et plus fine que celle utilisée dans la démonstrafieh, §5) de (3.7).
Le pas fondamental est la démonstration de la convergemseém dans #(Q) de la famille de variables
aléatoireq(1/¢) fo g((BY,, + BY/2)BL, . - BY)"ds: & > O}.

Nous allons donner Ies idées de démonstration de (3.10)1et)(Bnais aussi de (3.33) et (3.32)). Pour
I'approximation au premier ordre, (3.14) et (3.32), on coenice par démontrer la convergence daf(€).
Ensuite on utilise un argument de type Borel-Cantelli,iaing la régularité Holder des trajectoires étudiées.
En fait, avec cette démarche on démontre le critére géndixarg ([15], p. 7) :

pour f polynomlale et pou{Wt 0} un processus a trajectoirgshélderiennes soit
(f)(t) f f(——— )ds s’il existe{V; : t > O} processus continu a variation bornée
tel que, ||W(f)(t) thle(Q) = 0(e"), e —» 0, a > 0 alors, pour tout processiig; : t > 0}
continu, IJTO fo stW§f)(s) = fo t Y<dVs, presque sdrement, uniformémenttesur tout compact.

(3.40)
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L'application de ce critére est technique : pour le cas duvament brownien fractionnaire on se sert de
son caractére gaussien, tandis que pour le cas des magirayalitilise le calcul stochastique.

Passons a la démonstration de I'approximation au secomd (8dL0). Par I'autosimilarité du mouve-
ment brownien fractionnaire il $iit d'étudier la convergence en loi du processigt) = T1/2 tT(BH
Bf)™Mds, lorsqueT — oo.

lllustrons la démarche pour le mouvement brownBee: BY2. Par des applications successives de la
formule d'ltd (classique) et de la version stochastique loteéme de Fubini (voir [23], p. 175) on écrit
M, (t) commefotT R.(9)dBs plus un reste qui tend vers zéro dari). On commence par vérifier que

Mt fOtT R.(5)?ds = cstt, d’ol, par le théoréme de Dubins-Schwarz, on déduit kjué¢) — +cst3.,
quandT — oo, au sens de la convergence en loi des marginales de rang firier@ine en validant un
critéere de tension.

Lorsqu’on passe au cas du mouvement brownien fractionrthinglice 0 < H < % des nouvelles dii-
cultés techniques apparalssent On utilise la reprégamtdil mouvement brownien fractionnaire de type
moyenne mobileBf! = fo Ku(s t)dBs et le calcul stochastique d’lt classique, pour mettre anele pro-
gramme décrit ci-dessus. On souligne que le ndigs, t) est essentiellement de la forme-(t)*(/2 (voir
[2], p. 122), donc singulier pows = 0 ainsi que pous = t, d’ou les dfficultés techniques.

Enfin, pour démontrer (3.33) on suit une démarche sembl@bieutilise, en plus des résultats clas-
siques de calcul stochastique (entre autres, la version@syique du théoréeme de Knight, [23], p. 524), un
théoréme de convergence en loi pour des intégrales stapesbbtenu dans [18], p. 125.

3.5 Perspectives

Une fois de plus les perspectives sont basées sur des aqestio

Une premiére question naturelle générale est : peut-oimagplle calcul stochastique développé jusque-
la pour étudier des équationsfférentielles stochastiques dirigées par le mouvement heowinaction-
naire ? Une réponse a cette question est donnée dans [19h(asi [20]) : aprés avoir étendu la notion
d'intégrale de Newton-Cotes et la formule d'ltd a des preusge la formeRY, V;), ot {V; : t > 0} est
une processus a variation bornée, on étudie la notion démolde I'équation diérentielle stochastique
dX; = o(X;)dBf + b(X;)dt. L'existence et unicité d'une telle solution est démontéees schémas d’ap-
proximation numérique de la solution sont donnés.

Voici encore quelques questions issues de ces travaux :

e Est-il possible d'appliquer les mémes méthodes pour ungssas gaussien général ? La réponse est
sans doute positive. Il s’agit en fait de décrire des comaiitiqui doivent étre satisfaites par la fonction
de covariance d’'un tel processus. Soulignons, néanmoisdans le cadre du mouvement brownien
fractionnaire plusieurs des résultats précédents exptides conditions nécessaires dtisantes en
termes de l'indice de Hurst (qui caractérise la régulari® tajectoires). Ce fait remarquable semble
hors d’atteinte pour un processus gaussien général.

e On avu dans (3.9) que la 3-variatioB"] BY, B] existe siH > 6 L et elle nexiste pas $i < 1 Que se
passe-t-il poull = £ ? Par (3.10) on sait seulement quez-:()lfo(Bl/6 BY/®)3ds converge en loi vers
une variable aleat0|re gaussienne.

e Par (3.11) on sait que l'intégrale symetrlq%eg(BH)do B existe pour > 6 et par (3 29) on sait
gu’elle existe presque sirement ptHuaé . A-t-on existence presque s(re p(BlHE] , [ :

e Que peut-on dire de I'existence de la Iimite en loi de

B BH t
[ f el )+g( 9Bs:e) +OBS) g _ giyge f g(Bﬁ)d"B‘;] quands — 0 ?
8 & 0
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e Peut-on démontrer un résultat de type Bouleau-Yor pour levexment brownien fractionnaire d’in-
diceH = 2—1n ? Laréponse a cette question est sirement positive et landération devrait reposer sur
les relations (3.23)-(3.24) pour lar{2covariation f(BY), BY, ..., BY].

e Est-il possible de prouver un résultat de type formule dliamaka avec les mémes outils ?

e Peut-on traiter le cas du mouvement brownien fractionnd@elimension supérieure a 1 par la méme
approche ?

L'article [16] (qui est le prolongement naturel de [14] mais repose aussi sur [15]) est cité par plusieurs

auteurs (on a déja souligné [7] et [9], mais aussi [22]). Bst]cité par [9],[10] et [13].
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Chapitre 4

Convolution stochastique en dimension
Infinie

4.1 Introduction

On consideére I'équation de la chaleur stochastique liréaiec un bruit blanc espace-temps additif

(OX/AN)(t, X) = (8°X/0x2)(t, X) + (A°W/dxdn)(t, X), sur JQ T[x]O, 1]
Xo =0, sur [Q 1] 4.2)
X:(0) = X(1) =0, sur [QT],
ou dans sa forme d’évolution sur I'espace de Hildére L2([0, 1];R), avec des conditions Dirichlet au
bord
dX; = AX;dt + dW;, t€]0,T], Xo=0. 4.2)

Ici A = 6%/0x? est I'opérateur de Laplace sur, [J avec des conditions Dirichlet au bord. Le processus
{X; : t > 0}, & valeurs dansl, est la solution mild de (4.2) ou la convolution stochastigiu mouvement
brownien cylindriqugW; : t > 0} avec le semigroupe associé a l'opératéur

t
X; = f e=9dw,, te[0,T]. (4.3)
0

Le but de cette étude est d’obtenir des formules de type famdka lorsqu’on veut décrire I'évolution
det — F(X;) pour des classes assez larges de fonctionnglldss’agit d’'un premier pas dans une direction
assez peu explorée de la théorie des équations aux déradiesdigs stochastiques. Cette étude est inspirée
des développements récents du calcul stochastique pasrtaap mouvement brownien fractionnaire de
dimension 1. L'intérét de ce travail est que ces idées saytad au cadre de la dimension infinie.

Les résultats sont contenus dans la publication [7].

4.2 Cadre et résultats

Soit {e, : n > 1} la base orthonormée trigonométrique de I'espcen(X) = V2 sinfwrrx), x € [0, 1],
n > 1 et notons que la décomposition spectrale de I'opératéuxegs= —1,€,, OU les valeurs propres sont
An = ()%, n> 1.

Le mouvement brownien cylindrique est, par définition, laes@; = 3,1 W'ey, ou{W" : n > 1} est
une suite de mouvements browniens linéaires standards.gB@\; ¢ H, la famille de variables aléatoires
gaussienneBNY) = 3 .1(en. Y)u 1 y € H}, est bien définie et satisfaR{WY W] = (t A )y, ).
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On rappelle que l'intégrale dans (4.3) est bien définie carfit ([6], p. 119) de remarquer que la
norme Hilbert-Schmidie*|lus =~ csts™Y/2, lorsques — 0. Le processus solutioX vit dansH et admet la
décomposition suivante dans la bgge: n> 1} :

t
xt=th”en, ou X := f eE9dWl, n>1, te[0,T], (4.4)

n>1 0

ou {X" : n > 1} est une suite de processus d'Ornstein-Uhlenbeck indépendan €et le processuX

existe a valeurs dartd car
t
1
E|X/3| = fe‘””(t‘s)dss —— < 0.
[ t H] Z 0 Z 21,

n>1 n>1

Décrivons quelques propriétés simples mais importantela delution X. D’une partX est un pro-
cessus de Markov, mais aussi un processus gaussien cerdcé|'apérateur de covariance donné par
E [(Xs, Y)H{Xt, 2)H] = (Cx(s, )y, 2)n et explicite. Précisément, dans la méme base orthonormeée :

Cx(S Ynn = (1/21)e "D sinh(in(sA 1)), ste[0,T]. (4.5)

D’autre part,X est une limite d’une suite de semimartinga)q@) = Y1<nen X{'€n, MmaisX n'est pas une
semimartingale. Par exemple, en utilisant (4.4) on peutrapgu’il existe deux constantes positivias< c;
telles que

calt - 972 <E 1% - Xdffy| < calt - V2, vt se [0, TI. (4.6)

Ainsi la trajectoiret — X; est holderienne de tout indice plus petit (ﬁJe
Pour obtenir une formule de type Itd on a plusieurs possifiietégies, basées sur les propriétés du
processus.
Une approche de type markovien serait basée sur la décdiopate type Fukushimi(X;) = M¢+ Ny,
ol M est une martingale locale Btest un processus a variation quadratique nulle (ou d'émeggio). Mis
a part I'existence de cette décomposition, on ne connaibipades propriétés des procesddet N.
Une approche de type semimartingale serait la suivanteewoingerire, pour une fonctidfy : RN - R
de classe €:

t 1 t
FnOXY) = Fy(0) + Z fo aXnFN(ng))dng>+E fo Tr(Fr(xMyds,  te [0, T].

1<n<N

Ici I'intégrale stochastique est au sens d'ltd. En faiddnts «, on peut déduire une formule de type Ité
pour des fonctionnelleB = limy_,., Fy telles que TrE") soit bornée. Toutefois, lorsqu’on veut obtenir une
formule de type Tanaka, les fonctionnelles typiques autkegion aurait besoin d'appliquer la formule d'ltd

sontF : H — R de la forme :

F(0) = fo ' F(Le(dx, e CR;R), ¢l (0,1;R), e H. 4.7

Cette fonctionnelle, bien que de classea@ant les deux premiéres dérivées bornées, a une dérivémdsec
gui n'est pas a trace.

Nous avons utilisé le caractére gaussien du process@race a I'éfet régularisant du semigroupe
associé a\, Tr(e?) ~ csts /2, quands — 0, la formule de type 1td qu'il est possible de démontrer est
valide pour une classe plus large de fonctionnelles :

pour touteF : H — R de class&€? ayant les deux premiéres dérivées bornées,

F(X) = F(0) + fo t(F’(Xs),5XS>+% fo tTr(eZSAF”(XS))ds,te [0,T].
(4.8)
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ICi E(F’(XS), 6Xs) est une intégrale de type Skorokhod par rapport au procgssissierX qui sera définie
au paragraphe suivant (voir (4.14)).
Le deuxiéme résultat central est une formule de type Tanaka lp processu¥. La fonctionnelle

typique que nous considérons &t : H — R définie parF,(¢) = fol [E(X)le(x)dx, ou ¢ € Cc(]0, 1[; R),
¢ € H. On peut voir que, pouf, ¢’ € H, [F(O]I(0) = fol sgn¢(X)e(X)€(X)dx et on démontre que

t 1 t 1
Fo0x) = [ (FL0.0%0+ 5 [ [ doxe09) st 9 e(9eixls. (4.9
Ici {Gi(x,y) :t = 0,xYy € [0,1]} estle noyau de la chaleur de type Dirichlet surlJO

_t

(4nt)172 2, {exp(=y = x—2r)?/(40) — exp(~(y + x - 20)*/(4D)}

F=—oco

Gt(X, y) =

etdo(Xs(X)) est une distribution au sens de Watanabe sur I'espace eleeassocié W/. Ainsi le deuxieme
terme joue le r6le d’un temps local associX at il sera noté £(X).

Enfin, signalons que simultanément et indépendamment de travail, L. Zambotti [14] a étudié le
méme probléme et a obtenu d’'autres formules de type It6 elkBarn utilisant une régularisation du noyau
e par le facteue’® et un passage a la limite. Son approche est basée sur le imaale Walsh [12].

4.3 ldées de démonstration

D’abord il faut donner un sens a l'intégrale stochastiquesdd.8). Commencons par une explication
heuristique dans laquelle les calculs sont formels : '6qng4.2) s’écrit :dX; = dW; + (fo Ae(“S)AdWS) dt,
d’ou, “par Fubini”, pour une fonction convenalie

T T T T
f (h(t), dX,) = f (h(t), AW + f <de, f Ae(t‘S)Ah(t)dt>.
0 0 0 S

Notons que dans le deuxieéme terme l'intégrale stochaséguanticipante. De plus, la norme de I'opérateur
||Ae(t‘5)A||OIO ~ cst(t — 971, quandt — s, donc pour compenser cette divergence on devrait rempiiacer
cette intégraldn(t) parh(t) — h(s).

Décrivons maintenant les arguments rigoureux de la dé&finde I'intégrale par rapport’a.

On noteHy := L?([0, T]; H) I'espace auto-reproduisant associé a la famille gaussigh'(h) : h
Hw}, ouW(h) = 31 fJ(h(t),aq)HdW”, h € Hy. C’est une méthode classique, basée sur le calcul de
Malliavin pour définir I'intégration de Skorokhod des véniies aléatoires a valeurs dah&y par rapport a
W (voir par exemple [9] ou [8]). On notera pa*" et 5" les opérateurs de dérivation de Malliavin et de
divergence, respectivement :

E[FsV(U)] = E[(DVF, Uysq,], F € DRA(Hw), u e LOQ; H). (4.10)
On introduit les opérateurs linéair€s: Hy — Hy etG* : C4([0, T]; H) — Hyy définis par :
t
Gh(t) := f e"9%n(s)ds, he Hy, t€[0,T] (4.11)
0

et
G*h(t) := eTD2n(t) + f ! AeS Y2 (h(s) — h(t))ds, he C*([0, T]; H), t € [0,T], (4.12)
t
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ouC?([0, T]; H) est I'ensemble des fonctiomshélderiennes. On peut vérifier la propriété de dualité :
t t
f(G*h(s), k(s)ynds = f(h(s),Gk(ds)>H, h,k e C*([0, T]; H), t e [0, T]. (4.13)
0 0

L'idée de la définition de I'intégrale par rapporiXaest la suivante : formellemedt = GW donc il sufit
de poser, au moins pour des fonctidns C#([0, T]; H), 6%(h) = s"V(G*h).

On peut rendre rigoureuse cette idée (voir [1] pour le cas duvement brownien fractionnaire li-
néaire). On poséy := (G*)1(Hw) 'espace auto-reproduisant associé a la famille gaussigx(h) :
h € Hx}. Son produit scalaire est donné gdifo qY, Ljo.g2)¢#, = (Cx(S )y, 2)H. Si{w : t € [0, T]} est un
processus stochastique a valeurs ddnalors l'intégrale stochastique de Skorokhod par rappdtreat

T T
f (Us, 6Xs) = 6%(U) := sW(G*u) = f (G*Us, W)y, YU € DIA(H). (4.14)
0 0

Ici DY*(Hx) := {u processus EfOT IG*ul2dt < o et EfOT dr fOT dt |IG* DY uk||3, < o}

Décrivons maintenant les idées de la démonstration de hauflerd’ltd (4.8). Sans perte de généralité
on peut supposer qu&0) = 0. La vérification du fait qué’(X) € I@Di’z(ﬂx) est un calcul technique basé
sur (4.10). Donc l'intégrale stochastique [E€X) par rapport & est bien définie.

Soit M I'ensemble des intégrales stochastiques multiples paorapW. C’est un ensemble dense dans
L2(Q; R) engendré par les variables aléatoif¥g : m> 0} : Yo = 1, Ym = 6V(h®"), m> 1, h € Hy. Pour
obtenir (4.8) il stiit de vérifier que, pour touh € N

E[YmF(X:)] = E[Ynm £t<F’(XS),6XS)] + %IE[Ym f: Tr(e®F”(Xs))ds]. (4.15)

Bien que trop réducteur, le cas= 0 illustre bien I'idée de démonstration de (4.15), lewas 1 impliquant
plutdt des calculs techniques basés essentiellement.4®) (47], p. 12-16). On pose(t,y) = E[F(¢?y +
Xp)], avecy € H. Alors 7,¢(t,y) = e?“E[F” (e"y + X;)]. L'équation de Kolmogorov (voir par exemple [6],
p. 257) est :

1
o = ETur(agygp) +(AY, Oyd. (4.16)
Poury = 0 dans (4.16) on trouve :
t 1 t 1 t
E[F(X)] = ¢(t,0) = fo dsp(s 0)ds = 5 fo Tr(@ye(s 0))ds = 5 fo E[Tr(&@'F (X)lds  (4.17)

('intégrale stochastique (4.14) étant d’espérance hqglléest (4.15) poum = 0.

Soulignons que I'idée de base est I'intégration par padigsgienne. Enfget, la variable aléatoirX?,
gaussienne centrée de variance €125 /(21,,) satisfaitE[X2g' (X2)] = (1-e%%)/(21,)E[g” (XD)]. Alors,
pour toute fonctiorg : R — R réguliére, telle qug(0) = 0,

t t t
FlgO] =~ [ FIXIG(Dlds+ 5 [ Blg'(Dlds = [ e Bg (xDlds

égalité qui peut donner l'intuition du dernier membre dd.{4.

Enfin, on va donner les idées de démonstration de (4.9) : drréfpilariser la fonction valeur absolue
pour pouvoir appliquer la formule d’It6 (4.8) et ensuite aiitghasser a la limite. Sojt € C(]0, 1[; R) fixée
et on va noterr, = | - | * pe, avecp.(x) = (2re)~Y2eX/(2) |a densité gaussienne de variance 0. On

POSEF.(0) = [, o(£())p(X)dx, £ € H. Alors, par (4.8),
t t
R0 = [ (FL0.0x0+ 5 [ Zids (4.18)
0 2 Jo
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ou
Z8 = Tr(E®*F (Xg)) = f ' 0! (Xs(X))Gas(% X)(X)dx (4.19)
0

(comparable a (4.9)).
En utilisant la décompositiont en chaos de Wiener et la foendd Stroock (voir [7], p. 21-25), on
démontre que la variable aléato%ezgds converge, lorsque — 0, a la fois dans #(Q; R) et dans I'espace

de SobolevD\jvl’z, le dual deID\l,g,2 (voir [11], p. 259). Lors de cette démonstration nous utilis d'une
maniére essentielle les inégalités classiques suivamisr touty > 0, il existe deux constantes positives
C1 < Cp telles que

t 1-n
ct 2 <Gxy) <ct™? et ctt?< f f Gs(x, y)?dsdy < cot?/?,
0 Jn

la premiére pour toug, y € [, 1 - 7] et la deuxieme, uniformément pour X) € [0, T] x [, 1 — 5] (voir [2],

p. 268). On identifie ensuite sa limit¢'(X), qui est le deuxiéme terme au membre de droite de (4.9).
Comme lim_,o F.(X;) = Fy(X) dans 12(Q; R), on déduit quefé(Fg(Xs)ﬁXs) converge et il reste a

calculer la limite. On pos¥*(t) = F.(X;) = o.(X)¢ € H etV(t) = sgni:)¢ € H. On voit que pour trouver

la limite, il suffit de montrer que

IimOG*VS = G*V dans 12([0, T] x Q; H).

Cette convergence est obtenue en adaptant les argumdisissutians [3] pour le mouvement brownien
fractionnaire de dimension 1.

4.4 Perspectives

L'objet des travaux en cours est de formuler et de prouverdasdtats similaires (formules de type 1t6
ou Tanaka) pour la solution issue de 0 de I'équation de leechatochastique générale, par exemple :

dY; = AY;dt + o(Y)dW, ou mémedz; = (AZ; + b(Z))dt + o(Z)dW,  t €]0, T]. (4.20)

On pourrait se demander que donne la méme étude si on renfpfzareun opérateur plus généraP

Une autre direction serait I'étude de I'existence et deshiiification des mesures stationnaires pour des
équations aux dérivées partielles stochastiques.

Ainsi, une premiere guestion est la suivante : il est conreilgumesure invariante de la solutidhde
(4.2) est la loi du pont brownien standard. Nualart et PaxdQ] ont considéré une version de (4.2) avec
une condition de réflection au point 0 et dans [13] on a prouw&lg mesure invariante de la solution de
cette I'équation a pour mesure invariante la loi du pont desBede dimension 3. Une question naturelle
serait de voir sUi(x) = (X}(¥)? + XZ(x)? + X3(x)?)1/? satisfait I'équation de Nualart-Pardoux, lorsgde
i =1,2,3 sont trois copies indépendantes du proceXssislution de (4.2).

Dans la méme direction, une autre question serait de vaiosi, des équations aux dérivées partielles
stochastiques non-linéaires, comme I'équation de Buigterhastique ([4]) ou I'équation des milieux po-
reux stochastique ([5]), une formule de type Itd pourraitifier I'étude de I'existence et de I'identification
des mesures stationnaires (cet étude étant généralensénsird’équation de Kolmogorov).
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Chapitre 5

Mouvement brownien réfléchi dans le
disque unite

Il s’agit d’étudier la difusion de la chaleur dans un domaieu I'on a placé un obstackk Supposons
gue la frontiere du domaine est absorbante tandis que cell®lostacle est réfléchissante. Un probléme
classique d’optimisation (qui nous a été aussi inspiré @#mavail [7]) est le suivant : ou faut-il placer une
source de chaleur dabspour que la quantité de chaleur soit maximale ?

On considére la cas dletd sont deux disques (voir Fig. 5.1) de frontiéfs= y, etod = y,.

Supposons quB est le disque unité centré a l'origine et gliest un petit disque centré sur I'axe des
abscisses en un poing €] — 1, 1[, de rayonRy €]0, 1 — |co|[. Le domaine situé entre les deux cercles sera
noté :

Q:={zeC:|4 <1, |z- ¢l > Rp}.

Si une source est placée au pairt Q alors la quantité de chaleur est :

Q@ = L dw j(; N u(t, z wydt = cstlE,(7). (5.1)

Ici u(:, z -) est I'unique solution du probléme suivant :

(Ou/ot)(t,zw) = (1/2)Au(t,z w), pour ¢, w) e R: xQ
u(0, z w) = (W), pour w € Q

(6u/an)(t, z, w) = 0, pour ¢, w) e R} X,
ut,zw) =0, pour ¢, w) € R} xvy,,

(5.2)

Nous avons noté dans (5.1) pale temps de séjour daisdu processugX; : t = 0} :

t t
X = By — K, avec Ko =0, K; := fo n(Xs)dIK]s, |Kl; := fo Lixsey,)dIK]s.

Ici n est la normale &, extérieure par rapport @ et{K; : t > 0} est un processus continu, localement a
variation bornée (voir aussi [5], p. 512). En fait le proesd; : t > 0} n’est rien d’autre que le mouvement
brownien plan{B; : t > 0} issu dez, réfléchi sury, et absorbé suy,. La deuxieme égalité de (5.1), est une
simple conséquence du calcul stochastique appliqué aegsos réfléchX ([2], p. 23). Le probleme est
donc de maximiseE,(r) pourz € Q.

De point de vue de la théorie du potenti@® est, & une constante multiplicative pres, l'intégrale@ur
de la fonction de Gree6® associée au probléme (5.2) :

AG®)(zw) = 5,(w), pourwe Q
(0G®/an)zw) =0, pourwe vy, (5.3)
GO (zw) =0, pour w € y,.

37



V1
Fic. 5.1 — Mouvement brownien réfléchi syr et absorbe suy,.

Précisement, on obtient par (5.1),
E (7) = -2 f G (z, w)dw. (5.4)
Q

LorsqueQ est la couronne centrée en zéro et pour le cas d’'un probléménaites de type Dirichlet
(les deux frontieres absorbantes), le calcul de la fona®iireen remonte a [8] (voir aussi [6], p. 6.41).
Le calcul de la fonction de Green pour le probleme aux limidestype Neumann (les deux frontiéres
réfléchissantes) est traité dans [4]. Dans la publicatipntf@vail qui fait aussi partie de la thése [1], on a
étudié le cas du probléme aux limites de type mixte, pourdeifjgemblait ne pas y avoir de référence.

Il est bien connu que s'il N’y a pas d’obstacky(= 0), E (1) = (1/2)(1 - |2?) et son maximum est
atteint enz = 0.

Lorsque I'obstacle est bien placé, a savoir si les deux egrg] ety,, sont concentriques le calcul est
simple (voir par exemple [6], Chap. 6). On troulig(r) = (1/2)(1- |22+ R3In|Z?) et le maximum est atteint
quandz se trouve suy,.

On calcule aussi I'expression ([2], p. 25) de la fonction dedBG"x pour la couronné\, = {w e
C: Ry < |w| < 1} en utilisant la construction de la densité de probabilitérchuvement brownien plan
réfléchi sury, et absorbé suy,. Cette densité est connue pour le mouvement brownien tgééiléchi en
0 et absorbé en 1 (voir par exemple [3], p. 77-79). Pour le rement brownien plan on doit remplacer la
symeétrie et la translation par 'homothétie de rapfyet I'inversion de centre 0 et rappd®y. On trouve :

4n An+2
1 1 S, lz-w/RyPlz— 1/@WR; )P
Gz w) = — InwiZ + — Z In Iio — (_ROWZ ,
ar A 1z— 1(WRY)PIz— w/Ry
Pour analyser la situation générale, on va passer du pretﬂém\% au probleme sur le domaiigg On
utilise la famille de transformations fractionnaires Aivés complexes :

. £coshd + sinhé
" sinhé + coshy’

pourz # w. (5.5)

() feR,.eC. (5.6)

Précisément, on peut montrer par calcul direct G(ﬁe)(a_p(z), a_p(w)), z# w, satisfait au probléeme (5.3)
et donc, par unicité de la solution, elle coincide 2388 Ici G(*R) est la fonction de Green pour la couronne
A;={weC: R<|w <1}avec

1, (1+Ro)?-¢c3

R = tanh(z In m

Pour trouvelE,(7) on utilise (5.4) :

2 _
) €]0,1, et p= }In M . (5.7)

4" (1-co)-R5

E,(7) = -2 L G (a_p(2), a_p(w))dw. (5.8)
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Le calcul est technique et se fait a I'aide (5.5) et de la fdenile Green. L'expression gue nous avons
obtenu poutE,(7) n’est pas simple ([2], p. 21) :

|z coshp — sinhp||zgsinh 2p —r|
|z sinhp — coshp| |zr — gsinh 2p|
|z coshp — sinhp| |zr — gsinh 2p|[z29(1 - g)sinh2p -5

|z sinhp — coshp| |zgsinh 2p - r||zs - 2q(1 — g) sinh 2p| " nZ:; Sz PR, (59)

E,(t) = (1/2)(1zsinhp — coshp|?> — |zcoshp — sinhp|?) — In

+(R?/r)In

ou
q=(1-R%/2 r = (coshp)? — R’(sinhp)?, s = (coshp)? — R*(sinhp)?. (5.10)

La suitess(z p, R) est explicite et converge vers zéro, quane oo, uniformément pouz € Q, avec vitesse
R, Pourcy = 0 ainsi que poug = Ry = 0 on retrouve les expression précédemment évoquées (par
exemple, scp=0onap=0,R=Ryetr =1).

On utilise des approximations numériques (procédfitastran) pour illustrer ces fonctions et pour
localiser le maximum (voir Fig. 5.2). On constate que loesBgiest petit, la position du point de maximum
est proche de zéro (comme dans le cas sans obstacle). Fatre Ry implique un déplacement du point
de maximum very, (il s’éloigne dey,). Enfin, siRy est fixe, la distance entre le point de maximunygt
semble dépendre linéairement @dg en revanche gig est fixe, il semblerait que la distance soit la méme
pour ditérents valeurs dBg.

a. b.

o p 0.25 -
015 o
al § 1

oos

Fic.5.2—-Lecagy=0,2etRy =0,4.

Commeperspectives on pourrait étudier les propriétés précédentes, concetaadistance entre le
point de maximum ey, mais aussi un probleme plus proche de la réalité mais, liemplksis complique,
celui ou I'on considére des domaines moins réguliers qudisegies (avec des coins, par exemple).
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Chapitre 6

Etude statistique de la volatilité stochastique

6.1 Introduction

Soit X la diffusion définie par I'équation fiérentielle stochastique suivante :

t t
Xt = Xo + f 0(s, Xs)dBs +f b(s, Xg)ds, t € [0, 1], (6.1)
0 0

ou Xg € R et{B; : t > 0} est un mouvement brownien réel standard.

On suppose que les fonctiofigetb sont inconnues et qu’on dispose d'une observation diséetie la
trajectoire deX sur un intervalle de temps donné, par exempldJOLa dérive étant considérée comme un
paramétre de nuisance, peut-on construire un estimatexoeficient de dffusion deX ? Etant donnée une
fonction connue?, est-il possible de décider 8i= 6 ou non ?

Dans la prépublication [10], qui fait aussi partie de la éh§k3], nous étudions ces deux questions :
on observeX aux instantqi/2" : i = 0,...,[2"t] — 1} et on considéere le processus primitivainsi que
I'approximationl, :

2"]-1
I(t) := fot (s, Xs)?ds et In(t) = Z (Xi 1 — X%T)z, te[0,1], ne IN*, (6.2)

.
2n
i=0

Nous recherchons, a l'aide du calcul stochastique, lasétef® convergence versle I'approximationl,,
en tant que processus. Cette approximation est ensuiatipour définir une statistique de décision qui
permet de batir un test d’adéquation.

Signalons que la premiére question est classique dans te pacamétriqued( une constante incon-
nue) et qu’il y a quelgues références concernant I'estonaion-paramétrique et en utilisant des méthodes
diverses.

Nous nous concentrons seulement sur le cadre non-parqoetcest-a-dire celui o@iest une fonction.
Lorsque le cofficient de difusion ne dépend pas tiéi.e. 6(s, X) = 8(X)) on peut construire une estimation
ded(X)? a partir d’'une approximation discréte du temps locakévoir [7]). Inversement, si on suppose que
le codficient de dffusion ne dépend pas dg (i.e. (s, X) = 6(9)), on peut estimefo1 h(s)8(s)?ds (h étant
une fonction réguliére quelconque). La fonctidhest ensuite reconstruite en utilisant une base d’ondslette
(voir [8]). Pour le cas de I'équation (6.1) on reprend l'id#=[8] et pour conserver I'aspect processus on va
prendreh = 1jpq : ON trouve le processus primitive

Il est bien connu (voir [4]) que, pour chaqtie: 0, 1,(t) converge presque slrement véfty. On peut
montrer, en fait, que lim,e I, = | presque slrement, uniformément sur tout compact g .[Q’intérét
central est de trouver la vitesse de convergence en loi chegsad .. L'idée principale est de se ramener a

un modeéle de type semimartingale qui semble avoir un ingré&oi.
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6.2 Le modéle semimartingale

Soit . .
0 0

ol la fonction inconnue sera recherchée dans I'espace(D, 1] x R; R) et ayant des dérivées bornées
par rapport a la seconde variable ethtest un processus continu adapté. Nous introduisons

t _ [2n]-1 ’
J(t) := f o(s, Bg)?ds et Ju(t) := Z (Yi 1—Yi ) , te[0,1], ne IN". (6.4)
0 n

.
o
i=0

Si t est fixé, Jn(t) tend presque slrement veld), lorsquen — co. On peut voir quel, converge vers

J presque slrement, uniformément sur tout compact dg] [(par exemple, en utilisant des arguments
similaires aux ceux utilisés dans [9] comme la régularitddeib des trajectoires et le lemme de Borel-
Cantelli). Dans [15] on trouve le méme type de résultat peumbuvement brownien standard. De plus, on
donne une démonstration de la convergence en loi des pusc@ims la topologie de Skorokhod, daest
cadlag) : lorsque — oo,

loi

{22(35(t) - () : t € [0,1]) — { V2 f t a(s, BM(9)?dp@(s) : t e [0, 1]}, (6.5)
0

ot B@ et B@ sont deux mouvements browniens linéaires indépendantmé@lange de lois gaussiennes).
Jean Jacod nous a signalé qu’on pourrait obtenir cette mvee a partir des résultats du travail [11] non
publié (voir aussi [3] et [2] pour des questions similaird3pur un résultat qui ne fait pas intervenir la
fonction inconnues # 0, on introduitVn(t) := 2" X297 (Ygs1y20 — Yiyan)%, t € [0, 1], n € IN*. Alors, pour
chaque €]0, 1] fixé, lorsquen — oo,

on/2 (\ﬁ(t))‘% (J](t) - J(t)) SN \E N(O, 1). (6.6)

Ainsi la vitesse de convergence e8t?2
Donnons quelques idées de démonstration de (6.5). On cooenpam écrire 22(J, — J) comme un
processus 2, plus un reste qui converge en probabilité vers zéro, ol pey, 1]

[2"]-1 [2g-1

220 = [ o(sBIZ( et 20 =27 Y By B2 -27| 2272 Y (-1 67)
0 =L =0

Ici {gi : i > O} est une suite de variables aléatoires indépendantes de lméNE, 1). On voit que, lorsque
o = 1, le résultat est une conséquence du théoréeme centras liarittionnel. Pour le cas ou la fonction
o est quelconque, on utilise des outils classiques de catlocthastique pour montrer que, lorsque- oo,
(o(t, B)2, Zn) — (o(1, BM)2, @) en loi, ou(s) = s. La conclusion s’obtient en appliquant un résultat de
convergence en loi des intégrales stochastiques danatesfe Skorokhod (voir [12], p. 125).

Expliquons le probléeme de test. Sdl§o I'ensemble des fonctions : R — R non-constantes, ana-
lytiques, ayant les deux premiéres déerivées bornées es tgllec(0) = 0. On observe les valeu(¥;n :
i =0,...,[2"] - 1} d’'une semimartingale de la form& = o(B), ou o € Cp est une fonction inconnue.
Supposons que € Cpp connue et on voudrait batir un test d’adéquation pour

(He):o(-N=¢(-) contre @As):o(-[)#c(-I) (6.8)
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Pourt € [0, 1] etn € IN* nous introduisons :

Jint, 2" T2 o 67)(Yiyz)? sis est une bijection strictement monotone
2" S PIE(Y ), sis vérifie )2 = F(s), F € CY(R; R),

ainsi que la statistique de décision

Ta(t) = \E 22 (Vo))

Le test sera basé sur les deux convergences suivarntesx) :

Jn(t) = Jinta(t)|, te[0,1], ne IN*. (6.10)

loi . .

sous(Hs), Yt €]0, 1], Tnh(t) 2 lal, tandis que souds), Yt €]0, 1], Tr(t) Ly (6.11)
Ici g est une variable aléatoit®’(0,1). La premiére partie est une conséquence de (6.6). Postrdl la
démonstration de la deuxiéme partie, considérons un desaey par exemple que’}? = F(s) (pour
l'autre cas on fait un raisonnement identique). On a, p@j®, 1] fixé,

lim Tn(t)—J/in\tn(t)| = ‘ f t((;/(E;s)z_ F(G)(BS)Z)ds‘ p.s.
N—o0 0

Si on suppose que la variable aléatoire Iimfgeécr’(Bs)2 — F(0)(Bs)?)ds est nulle avec une probabilité
positive, alors sa loi n’est pas absolument continue pgrad la mesure de Lebesgue. Par un résultat
classique (basé par exemple sur le calcul de Malliavin, pairexemple [14], p. 87) on déduit que’)? =
F (o) et par I'unicité de la solution d’'un probléme de Cauchy ontoedit ensuite I'hypothés&f). Il s’ensuit
gue la variable aléatoire limite précédente est presquerstint positive, d’'olly(t) — oo presque slrement
([10], p. 14).

Considérons un exemple (procédiet 1ab). On observen = log,(10000) valeurs d’une trajectoiié
donnée par Fig. 6.1. Comme € [-1,1] pourt € [0, 1], on va tester s¥; = o(B;), avec une fonctiorw a

Fic. 6.1 — Semimartingale observée

valeurs dansH1, 1]. Par exemple, on va testéf{) avecg(x) = (2/x) arctanx. On trouveT,(1)(w) = 36,99
et commdP(|g| > 36,99) < 0,01 on rejette ).

6.3 Modeéele de dffusion

On passe a I'étude du modéle (6.1) et on va supposer désogomik fonction inconnué sera re-
cherchée dans I'espacé-€[0, 1] x R;R) et admettant des dérivées bornées par rapport a la secande v
riable et queb € CHY([0,1] x R;R). De plus, pour des raisons techniques on a besoin de supgpose
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infyer 10(X)] > 0 (O est uniformément elliptique). On introduit les fonctiamst f par

o(t, x) := fx % G(t,X) := (t,g(t,X), F(t,X) =Gt x) =: (t, f(t, X)) (6.12)

(F existe par le théoréme de Hadamard- Levy [1], p.130) et o Bps= g(t, X;) & X = f(t,By). Par la
formule d'Itd on peut voir qués; = B; — fo cgds, olics ;= —(b/0 — (00/0X)/2 + (0g/01))(s, Xs). Ensuite,
par le théoréme de Girsanov on peut déduire Busst un mouvement brownien sous une probab]]ﬁte
donnée padﬁ = exp)dP. Ici on noteZ := fol cs0Bs — (1/2)f0t c2dsetEF (€#) = 1, aprés vérification du
critere de Novikov (basée sur les hypothésesseirb). La diffusionX est ainsi reliée, par un changement
de probabilité, & donné par une expression de type (6.3) :

dX; = 6(t, X)dB + b(t, X;)dt = O(t, f(t, B))dB; + Mdt, M, = {[(38/0x)/2 — (3g/dt)]10}(L, f (L, By)).
On applique (6.5) et on obtient la convergence en loi desgasacs (dans la topologie de Skorokhod),
lorsquen — oo :

(2211 = 1(t) s t e [0,1]} — { V2 f o(s, f(s pM(9))%dpP(s) : t € [0, 1]}, sousP, (6.13)

ot B et @ sont deux mouvements browniens linéaires indépendantsBat ot f est donnée par
(6.12). Lorsqu'on not&n(t) := 2" 207X 10 = Xiyn)*, t € [0, 1], n € IN*, alors, par (6.6), pour chaque
t €]0, 1] fixé, quandn — oo,

on/2 (m(t))‘% () - 1) SN \/g N(0, 1), sousP. (6.14)

(6.14) donne la vitessé"2 de convergence en loi solls La relation (6.15) ci-dessous donne une idée sur
la vitesse de convergence en loi s@igessentiellement la méme), tandis que (6.16) permet deraors
des intervalles de confiance asymptotiques péir soitt €]0, 1] fixé et soity > % ; alors, pour touR > 0,

lim 1?(27” (U\n(t))_% Tn(t) - I(t)| > R) =1 (6.15)

et pour touty > 0,
lim supP (272 (Tn(0) " [ - 1t ) ( %d]. 6.16
im sup ( (Ga0) * i - 10] > R WL (6.16)

Ici k > 0 est tel qudEF (Z?) < «? et d,(X) = xexp(«/ VX). Des résultats concernant la convergence en loi
sont démontrés dans [6] et nous ont été signalés a la fin de tna¥mil par un rapporteur anonyme.

Enfin, on va construire un test d’adéquation pour le modeldifilesion. On noteCy, .. 'ensemble des
fonctions® : R — R non-constantes, analytiques, ayant les deux premier@gdgrbornées et qui ne
s’annulent pas. On obserny;» : i = 0,...,[2"t] — 1}, ou X est la difusion donnée par (6.1) avec le
codficient de difusion qui ne dépend pas ¢ied € Cp. inconnue eb € CH%([0, 1] x R;R) connue ou
inconnue. On se donnke Cp.. connue et on voudrait tester

(Hg) : 02 =92 contre Q) : 062 # 92 (6.17)
Soit, pourt € [0,1], ne IN* :
. [2"]-1
linta(t) = 27" )" 9(X1 )% te[0,1] nelN, (6.18)

i=0
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ainsi que la statistique de décision

Sn(t) = \/gzn/z (U\n(t))_%

Alors, par la méme méthode de démonstration que pour (Ghipontre que ([10], p. 14)

Tn(®) - ITn\tn(t)| . t€]0,1], ne N*. (6.19)

1 2
sous(Hg), Yt €]0, 1], Vn > O, lim supP (Sy(t) = n) < ;l(— e‘?dx),
S(Ha) 10,1],vn M Sup S zm <o V2 Joon

tandis que soudg), vt €]0, 1], Sn(t) L o0, lorsquen — oo
(6.20)

ou ¢, est comme dans (6.16).
Si on observen = l0g,(10000) valeurs d’'une trajectoibé (voir Fig. 6.2) sur l'intervalle [010]. On va

Fic. 6.2 — Difusion observée

tester Hy) avec(X) = 1 + 2 cosx et on veut savoir sK vérifie Xo = 5 etdX; = (1 + 2 cosX;)dB; — dt,
t € [0,10]. On trouveSy(10)w) = 11526 et commep] ((1/ V2r) flx

e‘édx) < 0,01 on rejette
(Ha) (procédurafatlab).

|>11526

6.4 Perspectives

Plusieurs perspectives de ce travail (en révision) sondiples. Premiére question est : peut-on avoir
des conclusions raisonnables des tests basés sur I'otiserdain seul instant? Il faudrait préciser encore
mieux le probléme de test pour une utilisation pratique : o@mt doit-on modifier ces tests pour pouvoir
valider des modéles ? Erffet, les deux tests décrits peuvent servir surtout pourerefits modéles. On
présente des simulations avégtlab, basés sur 10000 observations. En réalité on dispose plet865
jours d’observations (par exemple, en finance). Plus gFgast, pour 10, 100 ou 300 observations peut-on
toujours obtenir des conclusions ?

Une autre direction serait de préciser mieux la convergendei, sous la probabilit®, dans le cas de
la diffusion : quel type de convergence et quelle vitesse ? Legaés(b.15)-(6.16) donnent seulement un
apercu. Plus technique, la question suivante est Iégitipgit-on remplacer la condition assez restrictive
EF(Z?) < «? par une condition d'intégrabilit&F (|Z]) < o0 ? Au méme niveau, une autre question serait :
peut-on donner une preuve directe de la convergence eralts, liespace de Skorokhod, d&%3,, de (6.7)
(basée, peut-étre, sur la convergence en loi des margidelesng fini et un critére de tension) ? Aussi :
peut-on trouver une autre approche qui permettrait d'enlelrypothése d’uniforme ellipticité ?
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Enfin, on pourrait reprendre les idées du modéle semimaitengpur étudier une intégrale stochastique
de la formefot o(s, B)dB ot B est le mouvement brownien fractionnaire d’'indice de HHyst I'aide des
outils déja utilisés dans le travail [9] (voir aussi le trivacent [5]). L'étude des solutions des équations
différentielles stochastique par rapport au mouvement bromiraetionnaire serait une suite naturelle.
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