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Exercice I.

Soit {Xn}n>1 une suite de variables aléatoires i.i.d. à valeurs dans un espace de Banach
séparable E, de loi gaussienne centrée µ ayant la covariance Cµ : E? × E? → [0,∞). On
note Λ?

µ la transformée de Legendre de Λµ(·) = log
∫
E
e〈·,x〉µ(dx) et on pose

a := inf{Λ?
µ(x) : ‖x‖ = 1} et b := sup{Cµ(ϕ, ϕ) : ‖ϕ‖E? = 1}.

1. Montrer que
inf

x∈B(0,1)c
Λ?
µ(x) = inf

x∈(B(0,1))
c
Λ?
µ(x) = a.

On pourra justifier et utiliser l’égalité Λ?
µ(αx) = α2Λ?

µ(x) (α ∈ R).

2. Montrer que

lim
R→∞

1

R2
log µ({x ∈ E : ‖x‖ > R}) = −a.

On pourra utiliser la majoration pour B(0, 1)c et la minoration pour
(
B(0, 1)

)c
du

principe de grandes déviations pour la famille {µε}ε>0, où µε note la loi sous µ de
l’application x 7→

√
εx.

3. On note µϕ la loi sous µ de l’application E 3 x 7→ 〈ϕ, x〉 ∈ R, ϕ ∈ E?. Montrer que

Λ?
µ(x) = sup{Λ?

µϕ(〈ϕ, x〉) : ‖ϕ‖E? = 1} = sup

{
〈ϕ, x〉2

2Cµ(ϕ, ϕ)
: ‖ϕ‖E? = 1

}
.

On pourra utiliser l’expression de la fonction de taux du théorème de Cramer pour
une loi gaussienne centrée de variance σ2. En déduire que pour ‖x‖ = 1, Λ?

µ(x) > 1
2b

.

4. Soit ϕ ∈ E? tel que ‖ϕ‖E? = 1. Montrer que

lim
R→∞

1

R2
log µ({x ∈ E : ‖x‖ > R}) > lim

R→∞

1

R2
log µ({x ∈ E : 〈ϕ, x〉 > R})

= −[Λ?
µϕ(1) ∧ Λ?

µϕ(−1)].

En déduire que a 6 1
2Cµ(ϕ,ϕ)

.

5. En déduire que a = 1
2b

, que a ∈ (0,∞] et que
∫
E
eβ‖x‖

2
µ(dx) <∞ pour β ∈ (0, a).
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