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3. Chaines de Markov

3.1. Soit {X,, : n > 0} une chaine de Markov a valeurs dans (E, &), de loi initiale p et de pro-
babilité de transition 7. Etudier si les suites suivantes sont des chaines de Markov et calculer,
éventuellement, les probabilités de transition :

i) Y, = Xon;

ii) Y, := Xpqp et Y, == Xjp, ot k, [ sont deux entiers k > 1,1 > 1;

iii) Yy, := X,,,,, ott {ny, : m > 0} C IN est une suite croissante non-bornée ;

iv) Y, := f(X,), ot f: (E,&) — (F,F) est une bijection mesurable;

v) Zn = (Xn, Xng1) 5

vi) Z,, = (X, f(Xn)), ou f: (E,E) — (F,F) est mesurable.

3.2. Soit {&, : n > 0} une suite de variables aléatoires indépendantes telles que
P(&, = +£1) = 1/2. Etudier si les suites suivantes sont des chaines de Markov ou pas :

1) Sni= 3701 &ns

ii) M,, := max{S, : 0 < k <n};
iii) X, := M,, — Sy ;

iv) Y, = &énys

V) Zo = (E0 b Enir)/2

3.3. Soient {X,, : n > 0} et {Y,, : n > 0} deux chaines de Markov & valeurs dans Z. On
pose Z, := X, +Y,,. La suite {Z,, : n > 0} est-elle nécessairement une chaine de Markov ?

3.4. On suppose que le temps qu’il fera demain depend des deux jours précédents. On suppose
que :
P{il pleut demain | il a plu hier et aujourd’hui} = 0,7

P{il pleut demain | il a plu aujourd’hui mais pas hier} = 0,5
P{il pleut demain | il a plu hier mais pas aujourd’hui} = 0,4
P{il pleut demain | il n’a pas plu ni hier, ni aujourd’hui} = 0, 2.
Montrer qu’on peut modéliser ceci par une chaine de Markov. Quelle est la probabilité, sachant

qu’il a plu lundi et mardi qu’il pleuve jeudi?

3.5. Soit {X,, : n > 0} une chaine de Markov & valeurs dans {0,1} et de probabilité de
transition :

)
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Que se passe-t-il lorsque a = 0
I'exercice que (a, 3) # (0,0).

ou B =0o0oua=pF=07 On supposera pour la suite de



ii) Veérifier (par récurrence) que, pour toute loi initiale y :

IS
a+

B
P, (X, =0) = 1—a—B)"( o) - .
(X =0) = Lo a-am iy (w0 - 2
iii) Si (o, B) # (1,1), montrer que {X,, : n > 0} converge en loi vers une variable aléatoire de
loi v. Que vaut v ? On supposera pour la suite de l'exercice que (a, 3) # (1, 1).

iv) (Mesure stationnaire) Prouver que, pour tout n € N,
P,(X, € A) =v(A).

v) Calculer
Covy(Xn, Xnt1) = Eu(XnXnt1) — Eu(Xn)Ey(Xnt1).

Les variables aléatoires {X,, : n > 0} sont-elles indépendantes ?
vi) Calculer le potentiel de la chaine.
vii) On note S,, := > ;" ; X;. Montrer que :
no
E,(S,) = ol Var, (S,) < Cn,
ott C' est une constante.
viii) (Loi faible des grands nombres) En déduire que :

en probabilité sous IP,, sous Py et sous P;.

3.6. Soit {X,, : n > 0} une chaine de Markov a valeurs dans E = {0,1,..., N} de probabilité
de transition m donnée par :

P siy=x+1
m(z,y):=¢ 1—p siy=0 0<z<N-1,
0 sinon

o1 0 < p < 1etavec N un état absorbant.

i) Classifier les états de la chaine.

ii) Soit T :=inf{n > 0: X,, = N}. Calculer, pour z € E, E,(T).

iii) Une piéce donne pile avec une probabilité p et elle est lancée successivement plusieurs fois.
On fixe N € IN*. Montrer que, avec probabilité 1, on obtient N fois consécutives pile avec un
nombre fini de lancers. Combien de lancers sont nécessaires en moyenne ?

3.7. Soit {X,, : » > 0} une chaine de Markov a valeurs dans (E,E), de loi initiale p et
de probabilité de transition 7. Soit F,, = o(Xo,...,X,). Une fonction f : E — R est dite
harmonique ou invariante si

/ r( dy) ()] < o0 et / w(x,dy) f(y) = f(z), Y € B
E E

i) Soit f invariante telle que [ |f(y)|p(dy) < oo. Montrer que {f(X,) : n > 0} est une
Fn-martingale.



ii) Supposons que E est fini et qu’il y a deux états absorbants a et b : 7(a,a) = 7(b,b) = 1.
Soit o(z) :==inf{n > 0: X,, =z} et T :=o(a) A o(b).

a) Montrer que : P(Vn > 0,X,, =c| Xo=c¢)=1,sic=aoub.

b) Supposons que, pour tout z € E, 7(x,{a,b}) > 0. On note

¢ :=inf{n(z,{a,b}) :x € E\ {a,b}} >0
et
Ay i={X; #a,X; #b, pour tout 0 <i < n}.
Montrer que :
P(A, | Xo=2)< (1-=9".

En déduire que, pour tout z € E, P, (T < c0) = 1.
iii) On suppose que, pour tout =z € F, P, (T < oo) = 1 et soit f invariante, bornée et telle

que f(a) # f(b). Calculer
pra =Po( X7 =a) et pgp =P (X7 =0).

iv) Etudier le cas ot E = {1,..., M}, M > 3 entier, n(1,1) = 7(M, M) =1 et n(i,i + 1) =
m(i,i—1)=1/2, pour 2<i< M — 1.

3.8. Soit {X,, : n > 0} une chaine de Markov sur £ = {1,2,3} ayant la probabilité de

transition
0 l—-a «

m=1-7 0 I6]
1/3 1/3 1/3

On définit la suite {Y,, : n > 0} par
Y, = 1, s%anlouQ
2, st X, =3

Montrer que si a = f3, alors {Y;, : n > 0} est une chaine de Markov sur F' = {1, 2}.

3.9. Soit {&, : n > 1} une suite de variables aléatoires indépendantes a valeurs dans E =
{1,..., N} et de loi uniforme sur E.

i) Soit X, := card{¢&1,...,&,}. Montrer que {X,, : n > 0} est une chaine de Markov et calculer
sa probabilité de transition 7.

ii) Soit v = (z1,...,2N)" un vecteur propre pour la valeur propre A\ de . Vérifier que :
J J
En déduire que m admet N valeurs propres distinctes, A;, i = 1,..., N, et que les vecteurs

propres correspondants v* peuvent étre écrits :

. cl o2 e *
UZ::<Cf,C27',...,C;,O,...7O> .
N N N

iii) Montrer que 7* admet \;, ¢ = 1,..., N, comme valeurs propres et w* = (wi,...,wl)
comme vecteur propre associé a \;, avec

wh=(-1)7'Cy i =1,...,N.



iv) Vérifier que v’ est orthogonal & w’ si i # j (on pourra calculer (wv?)*w?).
v) En déduire :

e .

n_ N~ U,
™ =2 (wi) 0 A7

i=1

En particulier :

, NN
—k k- —j— ! . .
= C%—? Zl:g(_l)k J lcz_j (%) , sik>j
’ 0, si k< j.

3.10. On joue & pile ou face, avec la probabilite p d’obtenir face. Les lancers sont indépen-
dants. On dit qu’on est dans 'état Fy := (F, F') a 'instant n si 'on a tiré face en n et n — 1;
de méme on note Fy := (P, P), E5:= (P, F), E, := (F, P).

i) Montrer que la suite des lancers constitue une chaine de Markov et calculer sa probabilité
de transition .

ii) Trouver la probabilité de passer de E; & E; pendant le laps de temps k.

iii) Calculer la mesure stationnaire. Que peut-on dire quant a la récurrence de la chaine ?

3.11.Modéle de Wright. Une population cellulaire comprend 2N cellules qui peuvent étre
de deux types : A ou a. Si la population mére compte j cellules de type A et 2N — j cellules de
type a; & la génération suivante le nombre de cellules de type A vaut Z?ivl Z;, ol les variables
Z; sont indépendantes et de méme loi P(Z; = 1) = j/(2N) et P(Z; = 0) = (2N — j)/(2N).
On note X, le nombre de cellules de type A de la n-iéme génération.

i) Vérifier que {X,, : n > 0} est une chaine de Markov et donner sa probabilité de transition
.

ii) Que vaut 7(0,7) et m(2N,7)? La chaine est elle irréductible ? Quels sont les états récur-
rents 7

iii) Montrer que {X,, : n > 0} est une martingale qui converge vers une variable Xo. Que
valent les probabilités de “fixation” en A et a?

3.12. Une population cellulaire comprend N cellules qui peuvent étre de deux types : A
ou a. On passe d’une génération a la suivante en dédoublant chaque cellule mére et en choi-
sissant au hasard N cellules parmi les 2N. Les choix successifs sont supposés indépendants.
On note X, le nombre de cellules de type A de la n-iéme génération.

i) Montrer que {X,, : n > 0} est une chaine de Markov dont la probabilité de transition vaut :

m(z,y) == o
2N

ii) Montrer que 0 et N sont des états absorbants. Si on note T; := inf{n > 0 : X,, = i},
prouver que :

IPQC(TN < T()) = x/N et IPQC(T() < TN) =1- x/N

3.13. Modeéle de Ehrenfest. Etant donné deux enceintes séparées par une paroi poreuse et
contenant ensemble N particules diffusant a travers cette paroi, on décrit le nombre aléatoire



X, de particules se trouvant dans la premiére enceinte (0 < X,, < N) aux instants successifs
n € IN de transition des particules par une chaine Markov de probabilité de transition :

N —z

m(r,x —1):= E, m(x,x 4+ 1) := N

N

,0<z < N.

A chaque instant n, les probabilités que la transition se fasse de la premiére enceinte vers la
seconde ou de la seconde enceinte vers la premiére sont donc proportionnelles aux nombres de
particules en présence dans la premiére et la deuxiéme enceinte :

T  N-—=x

m(x,x —1) W(x,l‘—l—l).

Montrer que cette chaine est récurrente irréductible et trouver sa mesure invariante.

3.14. Modéle de Laplace-Bernoulli. N boules noires et N boules blanches sont placées dans
deux urnes de sorte que chacune contienne N boules. Aprés chaque unité de temps on choisit
au hasard une boule de chaque urne; les deux boules ainsi choisies changent d’urne. On note
par X,, le nombre de boules noires dans la premiére urne. Montrer que {X,, : n > 0} est une
chaine de Markov irréductible et trouver sa mesure stationnaire.

3.15. Soit X, le nombre de particules présentes a chaque instant n dans un volume donné V.
On fait ’hypothése que, pendant l'intervalle de temps [n,n + 1], chacune des X,, particules a
la probabilité p, 0 < p < 1, de quitter le volume considéré V', et que, d’autre part, pendant cet
intervalle de temps, un nombre aléatoire de particules suivant une loi de Poisson, de paramétre
A, entre dans V. On suppose, en outre, que les divers phénomeénes aléatoires ainsi considérés
sont indépendants les uns des autres.

i) Montrer que {X,, : n > 0} est une chaine de Markov de probabilité de transition :

( ) i k k( ) k_—X\ Ay etk
w(x,y) = Cop®(1 —p)* e~ —
ko) (y—z+Ek)!

ii) Calculer E,(efX1).

iii) En déduire la fonction caractéristique de X, lorsque X suit une loi de Poisson de para-
métre 6. En déduire que la loi de Poisson de paramétre A/p est une mesure stationnaire pour
{Xy, :n >0}

iv) Montrer que {X,, : n > 0} est une chaine irréductible, récurrente et positive.

n—00 7, 4

1 n—1
v) Calculer lim — ZXZ"
1=0

3.16. Soit {X,, : n > 0} une chaine de Markov & valeurs dans IN de probabilité de tran-
sition 7 : w(n,n+ 1) := 0, 7(n,0) :==1—0,,0u0< 6, < 1.

i) Soit T :=inf{n > 1: X,, = 0}. Calculer la loi de T lorsque Xy = 0. En déduire que 0 est
un état transitoire si et seulement si [[>7, 6, > 0.

ii) Etudier la récurrence et la transience des autres états.

T-1
iii) Calculer v(k) := Eq <Z 11{Xn:k}>.
n=0
Vérifier que (v(k) : k > 0) est une mesure invariante.



3.17. On considére une machine qui tombe en panne en une suite de temps aléatoires &1, €o, . . .
et on suppose que &1,&s — &1, ... sont indépendantes, de méme loi. On note py := P(& = k),
k > 0. On suppose que si la machine tombe en panne elle est réparée instantanément. Soit X,
la période de temps qui sépare n de la prochaine panne.

i) Montrer que {X,, : n > 0} est une chaine de Markov de probabilité de transition (0, k) =
pr, m(k+1,k) =1, pour k > 0.

ii) On suppose maintenant py > 0 pour tout k£ > 0. Montrer que {X,, : n > 0} est récurrente
et irréductible.

iii) Calculer la loi de X en fonction de celle de Xy. En déduire que si Zk>1 kpr < 00, il existe
une seule mesure invariante.

iv) Soit T :=inf{n > 1: X,, = 0}. Calculer

T-1
V(k‘) = EO (Z ]]-{XnZk}> .
n=0

Que peut-on remarquer ?

3.18. Soit {X,, : n > 0} une chaine de Markov & valeurs dans IN, de probabilité de tran-
sition 7 : .
i

7(0,0) =1, w(i,5) :=e" 1 >1,5>0.

(2
i
i) Classifier les états de cette chaine. Quels sont les états récurrents ? transients ?

ii) Montrer que f(j) = j est harmonique et que, pour tout x € IN, {X,, : n > 0} est une
P,-martingale qui converge vers une variable aléatoire X .

iii) Quelle est la loi de X, ?

3.19. Une souris se proméne sur un domaine carré a 4 x 4 cases (les déplacements diago-
naux sont interdits). A chaque étape, elle passe de la case qu’elle occupe a 'une des r cases
voisines adjacentes avec la probabilité 1/r (si une case est centrale, 7 = 4 si une case est au
bord, mais pas au coin, r = 3; si une case est au coin, r = 2). Soit X, la position de la souris
a ’étape n.

i) Prouver que la chaine {X,, : n > 0} est irréductible et récurrente.

ii) Calculer la probabilité invariante.

3.20. L’épreuve d’un livre est lue par une suite infinie d’editeurs qui cherchent les fautes.
Chaque faute est détectée avec la probabilité p a chaque lecture. Entre deux lectures, 1'im-
primeur corrige les fautes détectées, mais introduit un nombre aléatoire de nouvelles erreurs
distribué suivant une loi de Poisson (des erreurs peuvent étre introduites méme s’il n’y a pas
de faute détectée). On suppose que les phénomenes aléatoires sont indépendantes et que les
nombres de nouvelles erreurs aprés chaque lecture sont identiquement distribués. On note X,
le nombre d’erreurs aprés le n-iéme cycle editeur-imprimeur. Trouver I'expression de la fonc-
tion génératrice Gy, (s) = E(sX"). Calculer la loi stationnaire de la chaine {X,, : n > 0}.

3.21 Soit {X,, : n > 0} une chaine de Markov a valeurs dans (E, &), dénombrable, et de
probabilité de transition 7. On suppose qu’il existe un état ig € E tel que g conduit & tout
autre état j € E et que si on note Tj, := inf{n > 0: X,, = ip}, alors P;(T}, < c0) = 1 pour



tout j € E. Montrer que la chaine est récurrente.

3.22. Chaine de naissance et de mort Soit {X,, : n > 0} une chaine de Markov & valeurs
dans IN de matrice de transition  :
pi sij=1+1
7(0,0) = rg, m(0,1) = po, w(i,j):=<¢ r; sij=1i pour ¢ > 1,
q; si j =1- 17
oun0<pi,q<l,ppt+tro=1letpouri>1r; >0, p; +q + 7 = 1. On note

qi-.-4q;
p1...pi

Yo =1, 7=

i) Etudier les fonctions u vérifiant 7u(i) = u(i), i € {a+1,...,b— 1}, pour a,b € N, a < b.
ii) Soit T; :=inf{n > 0: X,, = i} et 7 := Ty ATp. Pour a < i < b montrer que P;(7 < o0) = 1.
Exprimer v(i) := P;(X; = b) en fonction des ~;.

iii) Exprimer {Tp = oo} en fonction des événements {T;, < Ty} et calculer Py (7, < Tp). En
déduire la valeur de Py (7 = o0) et une condition de récurrence de la chaine en fonction des
Yi-

iv) Montrer que toute mesure v satisfaisant

v(i)m(i,j) = v(j)m(j, i), i,j € N

est de la forme :

v(i) == ag;,
ol on a posé
Po...Pi-1
=1,¢=—".
a-.-q;

Montrer que la mesure définie par la formule précédente est stationnaire.

v) Sous quelles conditions existe-t-il une probabilité stationnaire ? L’exprimer alors en fonc-
tion des (.

vi) On suppose p; = p pour tout i € IN et ¢; = ¢, pour tout 4 > 1. Etudier la récurrence de la
chaine suivant les différentes valeurs de p, g. Sous quelles hypothéses sur p et g existe-t-il une
probabilité stationnaire 7

3.23. Soit {X,, : » > 0} une chaine de Markov sur E = {0,1,..., N} ayant la probabilité de

transition
G po 0 0 O

@1 0 pr 0 O
0 g2 0 py O

oun0<pj,q<letp,+q¢=1,1=0,...,N.
i) Soit A := {0, N}. Déterminer les probabilités pour que la chaine atteigne 1’état N avant
d’atteindre 1’état 0,

pi(N,A) :=P;(Ta < 00, X7, =N), Ty :=inf{n >0: X, € A}.



ii) Trouver p;(N, A) dans lecasoup;,=p=1—¢,i=0,...,N.
iv) Sous les hypothéses du point précedent, trouver la mesure stationnaire.

3.24. Chaine autorégressive d’ordre 1 (AR1). Soit {&,, : n > 0} une suite de variables aléatoires
réelles indépendantes de méme loi, centrées et de variance 2. Soit X, une variable aléatoire
réelle, indépendante de cette suite. Pour tout réel 6, |0] < 1 on définit par récurrence :

X8 = Xo, X0, :=0X0 + €1, n > 0.

i) Montrer que {X? : n > 0} est une chaine de Markov.
ii) Soit
Y =0"Xo+ & +06+ ... +0" 1, n>0.
Montrer que {Y,? : n > 0} converge dans L? et presque siirement vers une variable aléatoire
Y? de loi pf. Prouver que {X? : n > 0} converge en loi vers uf.
iii) Montrer que :

02

. 0y _ : 0N\27 __
Jin B(Xp) =0 et lim BI(X)7] = 145

3.25. Modeéle Galton-Watson. Soit v = {p : k > 0} une probabilité sur IN. Soit la chaine
{X, :n > 0} définie sur IN par :

P(Xo=1)=1,P(Xp11 =J | Xn =1) = *(j), v*° = d.

i) Décrire le modeéle associé a cette chaine.

ii) Observer que 0 est un état absorbant. Classifier les autres états.

iii) Soit G, (s) = E(s%) la fonction génératrice de X,,. Calculer G,, en fonction de G(s) :=
>ks0 8" PL(X1 = k) = E1(s™1).

iv) Soit A := {3n : X,, = 0} I'événement extinction de la chaine. Prouver que P(A) = p ou p
est la plus petite racine de 1’équation G(s) = s.

v) Montrer que P(A) <1 & E1(X1) =3 50 kpr > 1.

vi) Montrer que E[X,, | X,,—1] = mX,,_1, ot m est l'espérance de v, m = Ek>0 kpi. En
déduire E(X,,). Retrouver le résultat en utilisant la fonction G,,.

vii) Supposons m > 1 et soit p I'unique solution de G(s) = s dans [0, 1[. Montrer que M,, =
pXn est une martingale et retrouver le fait que p = P(Tp < 00), ot Ty = inf{n > 0: X,, = 0}.
viii) On note ¢ la variance de v. Montrer que E[X?2 | X,,_1] = 02X,,_1+m?X2_,. En déduire
Var(X,,). Retrouver le résultat en utilisant la fonction G,,.

ix) Supposons m > 1 et soit W,, = X,,/m"™. Montrer que W,, est une martingale bornée dans
L? qui converge vers une variable aléatoire W,. Vérifier que la fonction caractéristique ¢ de
W satisfait G(¢(t)) = p(mt).

x) Que vaut P;(A) 7

3.26. i) Montrer que, pour toute variable aléatoire a valeurs dans R4, E(X | X > 0) <
E(X?)/E(X).

ii) Soit {X,, : n > 0} un processus de Galton-Watson avec Xo = 1 et P(X; = k) = ¢p*, k > 0,
avec p > 1/2 et ¢ = 1 — p. Montrer que :

X 2
E(Zan>0) <2 pu=plq
I P—q



iii) Montrer que :

X
limE<”|Xn>0) =P
nfoo p" P—q

3.27. Soit {p(z) : © € Z} une probabilité sur Z, et soit, pour s € [0, 1],

pls) = 3 pla)e¥ ™

€7

i) Montrer que fol p(s)ds = p(0).
ii) Montrer que p(s) # 1 pour tout s # 0 si et seulement si le p.g.c.d. des z tels que p(z) # 0
vaut 1. On pourra considérer

Re(1 —p(s)) = Zp(x)(l — cos(2msz)) = 0.
TEZ

iii) Soit 7 la probabilité de transition sur Z définie par 7(z,y) := p(z — y). Vérifier que le
potentiel U := 3 <, 7" a la méme forme, soit U(z,y) = u(z —y).

iv) On suppose que p est symétrique, c’est-a-dire p(—x) = p(x), pour tout = € Z, et que
p(s) # 1 pour tout s # 0. Montrer que :

a) Z est une classe de récurrence si fol ds/(1—p(s)) = o0;

b) tous les états sont transitoires si fol ds/(1—p(s)) < oc.

v) Soit v la loi de probabilité sur Z définie par :

v(=2)=v(-1)=v()=v(2)=1/4.

Soit &1,&9, ... une suite de variables aléatoires indépendantes de loi v. On pose Sy = 0 et
Sp =& + ...+ &y, pour n > 1. Montrer que {S, : n > 0} est une chaine de Markov de
probabilité de transition 7(x,y) =v(z —y), x,y € Z.

vi) Montrer que 2(s) < 1, pour tout s # 0( modulo 1).

vii) Pour y € Z, soit p,(y) := P(S, = y) et U(y) := >_,,50 Pn(y). Prouver que :

2) fu(s) = ()"

b) U(s) = 1/(1— i(s)).

viii) Montrer que fol ds/(1 —0(s)) = 0.

ix) Montrer que la chaine est irréductible.

x) Que vaut >, - 1is,=y 7



