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FEUILLE D’EXERCICES # 2 : SUITES ET SERIES DE FONCTIONS
Exercice 1 Etablir que la limite simple d’une suite de fonctions de I vers R convexes est convexe.

Exercice 2 Soit (f,) une suite de fonctions de [a,b] vers R convergeant uniformément vers une
fonction f : [a,b] — R continue. Montrer que si (t,) désigne une suite d’éléments de [a, b] conver-
geant vers ¢ € [a, b] alors lim, o frn(tn) = f(1).

Exercice 3 Soit f,, : [0,1] — R décroissante telle que (f,) converge simplement vers la fonction
nulle. Montrer que cette convergence est uniforme.

Exercice 4 Soient (fy) et (gn) deux suites de fonctions convergeant uniformément vers des fonc-
tions f et g supposées bornées. Montrer que la suite de fonctions (f,g,) converge uniformément

vers fg.

Exercice 5 Pour n > 1 entier, on pose f,(t) = t"In(t) avec t €]0,1] et f,(0) = 0. Etudier la
convergence uniforme de la suite de fonctions (fy)n>1 sur [0,1].

. t
Exercice 6 Etudier la convergence uniforme de f,, : [0, +oo[— R définie par f,(t) = nd 1)
n
Exercice 7 Calculer la limite simple f de la suite (f,), ou f, : R — R est définie par f,(t) =
t
Toni Calculer, pour n fixé, sup,cr |fn(t) — f(t)|. La suite (fy) converge-t-elle uniformément
n
vers f7

Exercice 8 On pose f,,(t) = nt?e™™ avec t € Ry. Etudier la convergence uniforme de (f,,) sur
R puis sur [a,+o00[ avec a > 0.

Exercice 9 On pose f,(t) = avec t € R. Etudier la convergence uniforme de (f,) sur

1
(I+t2)n
R puis sur | — oo, —a] U [a, +o0o[ avec a > 0.

Exercice 10 Pour n > 1 entier et t € R* on pose f,(t) = t?sin(;) et f,(0) = 0. Etudier la
convergence uniforme de (f,) sur R. Etudier la convergence uniforme de (f,) sur [—a,a] avec
a > 0.

Exercice 11 On pose f,(t) = e " sin(2nt) avec t € Ry. Etudier la convergence simple de la
suite de fonctions (f,), puis la convergence uniforme sur R, et enfin la convergence uniforme sur
[a, +oo[ avec a > 0.

Exercice 12 On pose, pour n > 1 entier et ¢t > 0, f,(t) = . Etudier la convergence

(1 + t)l+1/n
simple puis uniforme de la suite de fonctions (f,).



Exercice 13 On pose f,(t) = 47(t2" — t2""") pour ¢ € [0, 1]. Sur quels intervalles y a-t-il conver-
gence uniforme ?

Exercice 14 Soit f,, : [0,1] — R définie par f,(t) = n?t(1 —nt) t € [0,1/n] et f,(t) = 0 sinon.
Etudier la limite simple de la suite (f,,). Calculer fol fu(t)dt. Y a-t-il convergence uniforme de la
suite de fonction (fy,)? Enfin, étudier la convergence uniforme sur [a, 1] avec a €]0, 1.

n

Exercice 15 Soit f, : [0,1] — R définie par f,(t) 5 Etudier la limite simple de la

T +3"nt
suite (fp). Calculer fol fn(t)dt. Y a-t-il convergence uniforme de la suite de fonction (f,)? Sila
réponse est non donner au moins deux facons de la justifier.

Exercice 16 Pour z € [0,7/2], on pose f,(t) = nsintcos™t. Déterminer la limite simple de la
suite de fonctions (f,). Calculer I,, = Oﬂ/ ? fo(t)dt. La suite (f,) converge-t-elle uniformément ?

Justifier qu'il y a convergence uniforme sur tout segment inclus dans [0, 7/2].

Exercice 17 Soit f,, : [0,1] — R définie par f,(t) = n(t" — t"T!). déterminer I’ensemble de
convergence C' de la suite (fy) ainsi que sa limite. Calculer, pour n fixé, sup,cp |fn(t) — f(¢)|. En
déduire que (f,) ne converge pas uniformément sur C'. Enfin, étudier la convergence uniforme sur
[0, a] avec a €]0,1].

B nt2€_nt
Exercice 18 Etudier la suite de fonctions (f,,) définie par f,,(t) = g domaine de définition
J— 6_
des fonctions, domaine de convergence de la suite, type de convergence.

Exercice 19 Soient o € R et f,, : [0,1] — R définie par f,(t) = n®t(1 — t)" Etudier la limite
simple de la suite (f,,). Pour quels a € R, y a-t-il convergence uniforme ?

Exercice 20 Montrer que la suite de fonctions f,,(t) = t(1 +n%e ™) définies sur Ry pour a € R

et n € IN* converge simplement vers une fonction f & déterminer. Déterminer les valeurs de a pour
1

lesquelles il y a convergence uniforme. Calculer lim t(1 + v/ne ™)dt.
n—+oo Jg

Exercice 21 Etudier la convergence simple, uniforme et normale des série des fonctions

1
fn(t):m,n21ettelﬁ ;fn(t):ln(t+ﬁ),n21ett€[0,1];
n

t
fn(t) = ,n>letteR ; fo(t)= 5, n>letteR.
n

ey

Exercice 22 Etudier la convergence simple, uniforme et normale de la série des fonctions

fn(t) = 7(1__:);;, avecn>letteR ; fo(t) = (_Tf!)n

,avecn >letteR

Exercice 23 Etudier la convergence simple, uniforme et normale de la série des fonctions

_1\n _1\n42
) = =5 P

T Te— >1lette|0,1] ; folt)=—F"—
(n+1)(t+1)7avecn_ € [7] 7f() t4+n

,avecn > 1lettéeR.



thet
. Etudier les convergences

Exercice 24 On introduit les applications sur [0, 400, f, : t —

de la suite de fonctions (f,). Etudier les convergences de la série de fonctions > fn
Exercice 25 Soit (fy,)n>1 une suite de fonctions définies, pour n > 1, par
Lo siten?n®+1]
0, sinon.
1. Montrer que (f,,) converge uniformément sur [1, oo[ vers une limite f qu’on déterminera.
o o
2. Montrer que lim / fn(t)dt # / f(t)de.
3. Déterminer la limite simple S de la série de terme général f,.
4. Pour n > 1,t > 1, calculer S(t) — Sy (t).

Montrer que S, converge uniformément vers .S sur [1, 0ol

5. Montrer que S, ne converge pas normalement vers S.

Exercice 26

1. Vérifier que les fonctions suivantes sont bien définies et calculer leur primitives F :

= cos(nt) X gm
51 g Sur [0,27], F(0) =0 ; Eln! sur R, F'(0) = 1.
n= n=

2. Vérifier que les fonctions suivantes sont bien définies et calculer leur dérivées

+o00o +o0 m
cos(nt) (=)™t
0,2 ; —_— R.
ngl - sur [0,27] g sur

B (2n)!

n=1

Exercice 27
+o00 +
1. Montrer que la série de fonctions —.
! nz_:l (2 + n2)2
Montrer que la série converge uniformément sur [—a, a], a > 0. En déduire qu’elle définit une
fonction continue sur R.

+o0
, L . -
2. Montrer que 'application t — nZ:l 2z est une fonction dérivable sur R.
Exercice 28 Montrer que
400 1
ft) = Z 3 arctan(nt)
n=1
est continue sur R et de classe C! sur R*.
+oo ne—"nt
Exercice 29 Déterminer le domaine de définition D de la fonction f : ¢t — Z:(—l)”Jrl 1
n
n=1
+oo et
et montrer que f est continue sur D. En déduire que la fonction g : ¢ — Z(—l)" 71 est de
n

n=1
classe C! sur D.
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Exercice 30 Sur [ =| — 1, +o0[, on pose S(t) := ;711 - i -
1. Montrer que S est définie et continue sur I.
2. Etudier la monotonie de S.
3. Calculer S(t+1) — S(¢).
4. Déterminer un équivalent de S(¢) en —1+.
5. Etablir »
Yn € IN,S(n) = T
k=1

6. En déduire un équivalent de S(t) en +oo.

Exercice 31 On fixe a > 0 et on pose fu(t) =e ™" et f(t) = Z fn(t).
n=0

Quel est le domaine de définition de f? f est-elle continue ? Etudier 1tlier f(t).
— 400

+o0o
Exercice 32 Soit f(t) = Ze‘t\/ﬁ.
n=1

1. Quel est le domaine de définition de f? Etudier la continuité de f sur celui-ci.
2. Montrer que f est strictement décroissante.

3. Etudier la limite de f en 4oo0.

4. Déterminer un équivalent simple de f(¢) quand ¢ — 0+.

+oo
Exercice 33 Pour ¢t € R, on pose S(t) = E:(—l)”_1

n=1

t
n+t2 "
1. Montrer que la fonction S est bien définie et étudier sa parité.
2. Montrer que la fonction S est continue.

3. Déterminer la limite de S en +o0.



