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FEUILLE D’EXERCICES # 3 : SERIES ENTIERES

Exercice 1 Déterminer le rayon de convergence des séries entiéres :

2 2 3n)! 1
ano nzﬁlzn? ano”!2n3 ano(;‘)z"; ano Enﬁ)ﬂ”; anl ng)z?”,

Exercice 2 Déterminer le rayon de convergence des séries entiéres :

anoqu:5 ano %7;2”3 anoln(n)z”; Zn>0 ml(n)Zn; anosin(mr/i%)Z”; anoe(_l)nzn-

Exerc1ce 3 Déterminer les rayons de convergence des séries entiéres :
D> 1n (i) D onsosin(e™™) s >0 oy Cosslm)t”, Y opsileos(L/n)]" 2y Y7 o arctan(n®)2"
(a € R).

Exercice 4 Déterminer le rayon de convergence de la série entiére ) a,x™ ou (a,) est la suite
déterminée par
ag=a,a1 = et Yn € N,apt2 = 2ap41 — an

avec (a, B) € R2.
Exercice 5 Quel est le rayon de convergence de >V ni+2n ¢2n 9

Exercice 6 Montrer que pour tout @ € R les séries entiéres > a,z" et Y n%a,z" ont méme
rayon de convergence.

Exercice 7 Soit Zanz” une série entiére de rayon de convergence R > 0. Déterminer le rayon
de convergence de ) 952"

Exercice 8
1. Soit (ay) une suite de nombres complexes bornée. Que peut-on dire des rayons de convergence
des séries ) ~ganz™ et Y o927
2. Notons f et g_les sommes re_spectives de ces deux séries. Montrer que pour tout z €]0, 1],
lintégrale fooo g(t)e "% dt est convergente. Montrer que dans ce cas, fooo g(t)e V*dt = zf(z).

Exercice 9 Soit (a,) une suite de réels tous non nuls. Quelle relation lie les rayons de convergence

des séries entiéres ci-dessous )
E anz" et E —2"
(7%

Exercice 10 Soient Y a,z" et Y _ b,2" deux séries entiéres de rayon de convergence R, et Ry. On
suppose que pour tout n € N, a,b, = 0. Montrer que le rayon de convergence de »_(a, + b,)z"
est R = min(R,, Ry)

Exercice 11 Soient ), ~gan2" et >, ~(bnz" deux séries enticres définies par ag = 2, by = —1
et a, = 2n, b, = 1, n > 1. Calculer les rayons de convergence des deux séries. Déterminer leur
produit de Cauchy et calculer son rayon de convergence. Que peut-on conclure ?



Exercice 12 Etudier la convergence et préciser la limite éventuelle de (a,,) définie par
an+1 = In(1 + ay,) et ag > 0.

Quel est le rayon de convergence de > a,z" ? Etudier la convergence de 3 a,z™ sur le bord de
I'intervalle de convergence. On pourra étudier la limite de 1/a,4+1 — 1/a, et utiliser le théoréme
de Cesaro.

+00 n
Exercice 13 Pour ¢ réel, on pose f(t) = Z —.
n=1 \/ﬁ

1. Déterminer le rayon de convergence R de la série entiére définissant f.
2. Etudier la convergence de la série entiére en 1 et en —1.

3. Etablir la continuité de f en —1.
4

. Déterminer la limite de f en 1.

Exercice 14 Soit ) a,x™ une série entiére de rayon de convergence R = 1 avec Vn € IN, a,, > 0.
Pour t €] — 1,1, on pose S(t) = % a,t™ et on suppose que la fonction S est bornée.

1. Montrer que la série ) a,, est convergente.

“+o0
2. Montrer que lim S(t) = Q.
q t—1— () nZ:;) "

Exercice 15 Déterminer les développements en série entiére autour de x = 0 des fonctions sui-
vantes et préciser leurs rayons de convergence :

) 1. 1. ) : .
z—In(l—2); =z~ o2 T e T Cosm; x +— arcsin(z); z— (z+1)In(1+ x).

Exercice 16 Former le développement en série entiére de f : ¢t — %

Exercice 17 Montrer que la fonction f : ¢ + 12+t + 1 admet un développement en série
entiére de rayon de convergence R > 1.

Exercice 18 Former le développement en série entiére en 0 de la fonction ¢ +— In (t2 — 5t + 6).

“+oo
Exercice 19 Réaliser le développement en série entiére en 0 de ¢ +— / ) et reconnaitre
1 u

cette fonction.

Exercice 20 On considére la fonction f : z — arctan (1 ) Préciser les domaines de défini-

+ 22
tion et de dérivabilité de f et calculer f’(x). Déterminer le développement en série entiére de f’

autour de 0 et préciser son rayon de convergence. En déduire celui de f.

Exercice 21 On considére la fonction f définie sur R par f(z) = [ e~ dt. Déterminer le
développement en série entiére de f autour de 0 et préciser son rayon de convergence. On pose
g : x> € f(z). Déterminer le développement en série entiére de g autour de 0 et préciser son
rayon de convergence.



Exercice 22 Soit a €] — 1,1[. On pose f(t) = >0 sin(a™?).
1. Montrer que f est définie sur R.
2. Montrer que f est de classe C* et que pour tout k € IN* et tout t € R,

1
1—lal’

F® (@) <

3. Montrer que f est développable en série entiére.

Exercice 23 Soient a > 0 et f :] — a,a[— R de classe C*® telle que f > 0 pour tout n € IN.
Montrer que f est égale & la somme de sa série de Taylor en 0.

+00 n
Exercice 24 Soit a €] — 1, 1[.Quel est le domaine de définition de S(t) = Z tj— ?
n
n=0

Déterminer la limite et un équivalent de S en +00. Développer en série entiére S(t) — %

arcsint 9
1—¢2

2. Montrer que f est solution d’'une équation différentielle linéaire du premier ordre avec pour
condition initiale f(0) = 0.

Exercice 25 1. Quel est 'ensemble de définition de f(t) =

3. Montrer que f est développable en série entiére et en donner le rayon de convergence.

1)(n—2
Exercice 26 Rayon de convergence et somme de Z M

n>0

tn
n! '

Exercice 27

1. Déterminer le développement en série entiére de la fonction x — arctan x autour de 0 et pré-

ciser son rayon de convergence. En déduire la valeur de la série numérique Zn>0(—%)”2n1+1.

2. Déterminer le développement en série entiére de la primitive de xz + arctanz qui s’annule

en 0. En déduire la valeur de la série numérique - %

t2n

Exercice 28 Rayon de convergence et somme de g 1l
n
>0

Exercice 29 Calculer le rayon de convergence et déterminer la somme de la série entiére

Z(_l)n—l L_thn'

n!
n>0

n

400 (_1)n
Exercice 30 Soit f:t— Z — 7
o n(n—1)

1. Déterminer l'intervalle de convergence de f.

2. Exprimer la fonction f a l'aide des fonctions usuelles sur | — 1,1]
3. Calculer f(1) et f(—1).



Exercice 31 Montrer que pour tout a > 0,

/1 dt _f(—m
o 1+t1  “=na+l

En déduire les sommes

Exercice 32 On pose

too —_1)" +0o0 _1)n
Vz e C,c(z) = 7;] ((Qn;' 22" et s(z) = go (2(n +)1)! 2n+1

Montrer que
Vz € C,c(z)? + s(2)? = 1.

Exercice 33 Soit (f,) la suite des fonctions donnée par
VYn > 2.Vt € R, f,(t) = (—1)" In(n)t".

1. Déterminer le rayon de convergence de la série entiére Y fi,.
On note S sa somme.

2. Montrer que
1 /R

Vte] - 1,1], S(t) = m(Z(_l)"H In(1+ %)t”“).

n—
3. En déduire que S admet une limite en 1~ et que

“+o00

lim S(t) = 7(2(—1)"“ In (1+ %))

t—1—

N —

n=1
4. Calculer la limite ci-dessus en utilisant la formule de Wallis
1-3-...-(2n—1) 1

I =
ntoo 2-4-...-(2n) v NG




