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FEUILLE D’EXERCICES # 1 : ESPACES VECTORIELS NORMES

Exercice 1 Pour tout u = (z,y) € R? on pose N(u) := sup |z + ty|. Montrer que I’application
0<t<1

N :R? — R est une norme. Représenter la boule unité fermée.

. T+t .
Exercice 2 Pour tout u = (z,y) € R? on pose N(u) := sup M Montrer que 'application

teR V1 +t2
N :R? = R est une norme. La comparer & la norme euclidienne usuelle.

Exercice 3 On munit R de sa structure euclidienne canonique. Soient a,b € R? distincts et soit
c:i= %(a +b). Soit x tel que d(z,a) = d(z,b). Montrer que d(z,c) < d(z,a).

Exercice 4 Soit E un espace vectoriel normé et soient a,b € E et r > 0, s > 0. Montrer que
B(a,r)+ B(b,s) = B(a+b,7 + s).

Exercice 5 Soient x — N(z) et © — N’(z) deux normes sur un espace vectoriel normé E. On
suppose que B(0,1) C B’(0,1). Montrer que pour tout z € E, N'(z) < N(z).

Exercice 6 Dans un espace vectoriel normé E montrer que toute boule (ouverte ou fermée) de
rayon r > 0 est une partie bornée de diamétre 2r.

Exercice 7 Soient « +— N(z) et « + N’(z) deux normes sur un espace vectoriel normé FE.
Montrer 1’équivalence

aN(z) < N'(z) < BN(z), Vz € E@B(a,%) C B'(a,r) C B(a, g),Va € Eetr>0.

On a noté ici B(a,r) (resp. B'(a,r)) la boule ouverte associée a la norme N (resp. N').
Application : sur R? avec les normes 2 et oo. Illustrer par un dessin.

Exercice 8 On munit My(K) de la norme ||A| = max;y|a;ix| ou avec la norme |A|; =
35 k1 lajil. Montrer que VA, B € My(K), [|AB|oc < d || Al|oc||Blloc ot aussi | AB]l1 < || All1]|B]1.

Exercice 9 On note /!(IN,K) I'ensemble des suites u = (u,),>0 dans K sommable c’est-a-dire
(N K) = {u e KN : 3 - |un| < +o0}. Montrer que £!'(IN, K) est un espace vectoriel et que
I'on y deéfinit une norme par ||ull1 = >_,,5¢ [Un]-

Exercice 10 Soit E un espace vectoriel normeé, également muni d’une structure d’anneau (la

deuxiéme opération notée multiplicativement). On suppose que o > 0 : Vz,y € E, ||zy|| <

allz||||lyl|- Soient (xn)n>0 €t (Yn)n>0 deux suites de E convergentes. Montrer que lim z,y, =
- - n—oo

lim z, lim y,.
n—oo n—oo



d
Exercice 11 Pour A = (a;;) € My(C) on pose ||A| = max Z laji|. Montrer que || - || ainsi

définie est une norme sur My(C) et que VA, B € My4(C), HABH < | A[[[[B]|- Est-elle aussi une
norme sur la structure d’anneau (ou d’algebre) 7

—Mn
Exercice 12 Soit A € R. Calculer lim, ., A7, oit 4, = (A} 1/ >

Exercice 13 A quelle condition sur A € M (R) existe-t-il une matrice M € My(R), M # A
telle que lim M™ = A?
n—oo

Exercice 14 Soit £ = C([-1,1],R). On définit Ny, No et N3 par Ni(f) = supse—117 [f ()],

Nao(f) = [f(0)] + supej_117 [f' ()] et N3(f) = fil |f(t)|dt. Montrer que N7, No et N3 sont des
normes sur F. Comparer N1 et Ny d’une part, N1 et N3 d’autre part.

oo
Exercice 15 Sur R[X] on définit N et Ny par : Ni(P) = Z |P®)(0)] et No(P) = sup |P(t)].
te[—1,1]
Montrer que Ny et Ny sont deux normes sur R[X]. Etudier ensuite la convergence pour I'une et
I'autre norme de la suite de terme général P, = %X ™. Les normes N7 et Ny sont-elles équivalentes 7

Exercice 16 Montrer que les seules parties d’un espace vectoriel normé E qui sont a la fois
ouvertes et fermées sont () et E.

Exercice 17 Montrer que tout fermé F' d’'un espace vectoriel normé E peut s’écrire comme 'in-
tersection d’une suite décroissante d’ouverts O,,.

Exercice 18 1. Soit A une partie d’un espace vectoriel normé E. Montrer que A est le plus
grand ouvert inclus dans A. Montrer que A = A si et seulement si A est ouvert.

2. Soit A une partie d'un espace vectoriel normé E. Montrer que A est le plus petit fermeé
contenant A. Montrer que A = A si et seulement si A est fermé.

Exercice 19 Soit f : F — F une application continue entre deux espaces vectoriels normés de
dimension finie. Montrer que si O est un ouvert de F, alors f~1(O) est un ouvert de F et si C
est un fermé de F alors f~!(C) est un fermé de E. Application : montrer que si f et g sont deux
applications continues de E dans F' alors I’ensemble {z € E : f(x) = g(z)} est un fermé de E.

Exercice 20 On suppose que A est une partie convexe d’un espace vectoriel normé E. Montrer
que A est convexe. La partie A est-elle convexe ?

Exercice 21 Soit A une partie d’un espace normé E. Montrer que la partie A est fermée si et
seulement si FrA C A. Montrer que la partie A est ouverte si et seulement si ANFrA = (.

Exercice 22 Soit A une partie non-vide d’un espace vectoriel normé de dimension finie F.

1. Pour tout x € E on note da(z) = inf{d(z,y) : y € A}. Montrer que la fonction d est
continue. Est-elle lipschitzienne ?



2. On suppose que A est un fermé borné. Montrer que pour tout x € E il existe un a € A tel
que da(z) = ||lz — af.
3. Est-ce que résultat reste vrai si on suppose seulement A fermé?

Exercice 23 Soit A une partie non-vide fermée et convexe d’un espace euclidien (de dimension
finie, donc) E. Montrer que pour tout x € F il existe un unique a € A tel que da(z) = ||z — al.
On note cet élément 74 (z). Préciser cet élément lorsque A est un sous-espace vectoriel fermé de
E et lorsque A est une boule fermée de E.

Exercice 24 Etudier les limites en (0,0) des fonctions suivantes :

_sinzy f( )_ smhxsmhy

Nk ey

Exercice 25 Etudier la continuité de la fonction f: R? — R définie par

{ %xQ—l—yz—l sia?+y?>1

oo

Exercice 26 Pour a = (a,) € /*°(R) et u = (u,) € £}(R), on pose (a,u) = Zanun. Justifier
n=0

Pexistence de (a, u). Montrer que 'application linéaire ¢, : a — (a,u) est continue. Méme question

avec ¥, : u — (a,u).

Exercice 27 Soit E = C([0,1],R)

1. On munit E de la norme | - [l définie par || f{lc = supy 1) |f]- Etudier la continuité de la,
fonction linéaire ¢ : f — f(1) — £(0).

1
2. On munit E de la norme || - ||2 définie par || f||2 = (/ |£(t)]2dt)"/?. Pour f et h éléments de
0

E on pose Ty(f / f(t)h(t)dt. Montrer que T}, est une fonction linéaire continue.

1
3. On munit E de la || - |1 définie par ||f||1 = / |f(t)|dt. Etudier la continuité de la fonction
0
linéaire ¢ : f +— fol tf(t)dt

Exercice 28 Soient £ = C([0,1],R) et F = C'([0, 1], R). On deéfinit Ny et N3 par N1(f) = || f|loo
et No(f) = || flloo + ||/ lco- On définit T': E — F par :

x
VF 0,1 5 R, T(F):[0,1] > R, definie par T(f)(z) = / F(t)dt
0
Montrer que T est une application linéaire continue.
Exercice 29 Sur R[X] on définit N7 et Na par : Ny (P) = Y220 |P*)(0)] et No(P) = supyer—1,1) [ P(t)]-
On sait que Ny et Ny sont deux normes sur R[X] (voir l'exercice 1.15). Montrer que la dérivation

est continue pour Ni. Montrer que la dérivation n’est pas continue pour N». Les normes Ny et No
sont-elles équivalentes ?



