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MAITRISE DE MATHEMATIQUES 2003-2004
STATISTIQUES
5. Statistiques exhaustives complétes, théoréeme de Lehmann-Scheffé, modéles
exponentiels

5.1. Soit (X71,...,X,) un n-échantillon de loi Py, § € O. Indiquer des statistiques exhaustives
pour le parametre 6. S’agit-il des statistiques completes? Trouver ensuite des estimateurs
efficaces pour 6.

a) © =10,1] et Py = B(1,0) (loi de Bernoulli);

b) © =Ry et Py =P(6) (loi de Poisson);

c) © =R et Pg =N (0,1) (loi normale avec variance connue);

d) © =R’ et Py = N(0,60%) (loi normale avec espérance connue);
e) © =R x R% et Pg = N(m,0?) (loi normale);

f) © =Ry et Py = &(A) (loi exponentielle).

5.2. Soit (X7, ...,X,) un n-échantillon de loi uniforme sur [p,0], —co < p < 6 < 0.
a) Indiquer une statistique exhaustive pour le parametre (1,0).

b) Supposons que p est connu et que le seul parametre est 6. Trouver une statistique
exhaustive complete pour 6. Peut-on trouver lestimateur efficace pour 67 (On pourra
faire p = 0.)

c)* Supposons cette fois que § = p + 1, est que le seul parametre est . Montrer que la
statistique trouvée au premier point est exhaustive mais n’est pas complete.

5.3. Soit (X7, ...,X,) un n-échantillon de loi géometrique de parametre p €]0,1[. Trouver une
statistique suffisante pour p. Est-elle complete?

5.4. Soit (X7, ...,X,) un n-échantillon de loi B(1,1/(1+460)), 6 > 0. Montrer que X; +...+ X,
statistique exhaustive. Est-elle complete?

5.5. Soit (X1,...,X,) un n-échantillon de loi N'(6,0), & > 0. Montrer que (S,T) := (X; +
oo+ X, X2+ ...+ X2) est une statistique suffisante pour §. Calculer 'espérance de S? —
Que peut-on conclure?

5.6. Soit (X1, ...,X,) un n-échantillon de loi y(p,\).
a) Montrer que (X;...X,, X1+ ...+ X,,) est une statistique suffisante pour le parametre
(P A).-
b) Supposons ensuite que A est connu. Donner une statistique suffisante pour p.

c) Montrer que X est une statistique exhaustive pour le parametre 8 > 0, lorsque la densité
de Déchantillon est fo(z) = shra’e "/l ().

w) \p
que (ZZ 1XZ,ZZ LY TR XA ST Y23 L XGY;) est une statistique exhaustive pour

(m,p,0%,7%,p).
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5.7*%. Soit ((X1,Y7)...,(X,,Y,)) un n-échantillon de loi N <<m> , <U '02>>. Montrer
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5.8. Soit (X1, ...,X,) un n-échantillon de loi B(1,p). On prend comme parameétre la variance
0 = p(1 — p). Utiliser le théoréme de Lehmann-Scheffé pour trouver I'estimateur efficace de 6.

5.9. Soit (X1, ...,X,) un n-échantillon de loi P()\). On fixe r € N et soit 6, = e \"/(r!).
a) Soit 7 =0 et on note S = X1 +... 4+ X, et No =" Iyx,—o}-
i) On pose T =E(L Ny | S). Montrer que T = E(1yx,—oy | S)-
ii) Montrer que E(1yx,—gy | S=35)=P(X1 =0[S=5s),seN.

s 1 nX
iii) En déduire que E(l{x, o | S =s) = (=1)°, se Net que T = (1 - n) .

iv) Montrer que T est un estimateur sans biais et efficace de 6y.

b)* Reprendre un raisonnement identique pour trouver un estimateur sans biais efficace de
0., pour r € N*,

5.10. Soit (X1, ...,X,) un n-échantillon de loi gaussienne A/ (m,o?). Trouver I'estimateur effi-
cace de p := ®(—pu/o), ou ¥ est la fonction de répartition d’une variable gaussienne standard
(1a fonction de Laplace). On pourra considérer d’abord le cas ot o2 est connu.

5.11. Soient (T4, ...,T},), r estimateurs sans biais d’un parametre 6 et on note cov(1;,1;) = oyj,
i, €{1,...,r}

a) Parmi les combinaisons linéaires des Tj, trouver 'estimateur sans biais de variance
minimale.

b) Si o;; = 0 pour i # j, que vaut cette variance minimale?
c) On dispose de r échantillons indépendants de tailles n;, i = 1,...,r, de lois N/ (m;,02).
Proposer un estimateur sans biais de 2. Est-il efficace?

5.12. Indiquer lesquels des modeles suivants sont des modeles exponentiels:
{B(L,0) : 0 €[01])}; {P(0) : 0 >0)}; {G(0) : 0 € [0,1])}; {£(0) : 0 > 0)};

{v(p,A) : 0 = (p,\) € R% x R% }; {N(m,0?%) : 0 = (m,0?) €)R x R* };
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{NQ <<TZ> , (2 T@)) : (map,o®,7%p) € R x R x R x RY x R}.



