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Exercice 1.

Soit X = (X3, Xo, X3) un vecteur gaussien centré de matrice de covariance l'identité
et a = (a1,az) # (0,0) un vecteur de R2. Trouver les lois des variables aléatoires Y :=
(@ X1taxX2)/, /a21a2 et 7 := (X1+X2X3)/, /11 x2. On pourra utiliser les fonctions caractéristiques.

Exercice 1I.

Les durées de vie T et T, de deux appareils sont des variables aléatoires indépendantes
de méme loi exponentielle de parametre 1. Que valent les fonctions de répartition et les
densités des variables aléatoires T(y) := min{7}, 15} et T(o) := max{Ty,T>} et quelle est leur
signification dans ce contexte ? Montrer que le vecteur aléatoire (7{1, T(2) —T{1)) possede une
densité et la calculer. Les variables aléatoires T{;y et T{9) — T(1) sont-elles indépendantes?
Comment pouvez-vous interpréter les résultats obtenus ?

Exercice II1.

Au lancer d'une piece on obtient pile avec une probabilité p €]0,1[. On lance cette piece
d’une maniere répétée et on note W le nombre minimal de jets pour obtenir k£ fois pile
(k > 1). Expliquer pourquoi W peut s’écrire comme une somme de k variables aléatoires
indépendantes de méme loi géométrique. Montrer que la limite en loi lim, .o 2pWV est une
variable aléatoire de loi gamma dont on indiquera les parametres.

Exercice IV.

Soit g la densité de probabilité d’une variable aléatoire gaussienne réelle d’espérance m
et de variance o2 > 0.

1. Calculer [p(z —m)g(x)*dz.
2. Soit d > 1 entier et f; : R — R définie par

fa(zy, ... xq) = (H g(a:l)> (1 + H(acj — m)g(x]-)) , (z1,...,mq) € RL

Montrer que, pour tout entier d > 1, fy est une densité de probabilité.

3. On désigne par (Xi,...,Xy) un vecteur aléatoire admettant f; comme densité de
probabilité et soit p un entier tel que 1 < p < d — 1. Montrer que la densité f, du
p-uplet (Xi,...,X,) vaut fy(z1,...,2,) = g(z1) ... g(xp).

4. Le p-uplet (X, ..., X)) est-il gaussien?

Les variables aléatoires réelles X, ..., X, sont-elles indépendantes ?
Le vecteur (Xi,..., Xy) est-il gaussien ?

Tournez la page S.V.P.



Exercice V.

Soit {Z,}n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes et de méme loi de densité
f(z) = e'"*1,>;. Dans la suite on justifiera soigneusement chaque passage a la limite en
précisant le sens des convergences.

1. Que valent les limites suivantes :

. . 1 2 2 . .
b= G %) ¢ JL%HZZ vt lin ot 3 4

j=1 1<]<k<n

Pour calculer /3 on pourra utiliser les deux suites précédentes.

2. Calculer, lorsqu’elles existent, les limites, quand n — oo, des suites :

ﬁ((%i%)?%),ﬁ((%iﬁ)ﬂ),\/ﬁ((ﬁ )3 zjzk>—4).



