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Exercice I.

Soit X une variable aléatoire réelle telle que E
[
|X|α

]
<∞, où α ∈]0, 1[. Montrer que la fonction

caractéristique de X est une fonction α-hölderienne, c’est-à-dire qu’il existe une constante c > 0
telle que

|ϕX(t)− ϕX(s)| 6 c |t− s|α, ∀(t, s) ∈ R2.

On pourra justifier et utiliser l’inégalité 2 ∧ |a| 6 21−α|a|α, a ∈ R.

Exercice II.

Soient W1, . . . ,Wn des variables aléatoires indépendantes de même loi E(λ), λ > 0. Quelle est
la loi de 2λW1 ? Montrer que la variable aléatoire 2λ(W1 + . . . + Wn) est de loi χ2(2n) = γ(n, 12).
Justifier vos calculs.

Exercice III.

On considère {εn}n>1 et {Xn}n>1 deux suites de variables aléatoires indépendantes qui sont
aussi indépendantes entre elles. On suppose que pour tout n > 1 les variables Xn ont la même loi
admettant un moment d’ordre deux et que les variables εn sont de loi 1

2 δ−1 + 1
2 δ1. Les questions

suivantes sont indépendantes et pour chacune on justifiera soigneusement les raisonnements.

1. Que vaut P(lim supn{εn = 1}) ?

En déduire que la suite des εn ne peut garder un signe constant après un certain rang.

2. On pose Vn := 1
n(ε1X1 + ε2X2 + . . .+ εnXn). Montrer que Vn converge, lorsque n→∞, vers

une constante. Calculer cette constante et préciser le sens de la convergence.

3. Montrer que Wn :=
[
ε1(X1 + X2) + ε2(X3 + X4) + . . . + εn(X2n−1 + X2n)

]
/
√
n converge en

loi, lorsque n→∞. Identifier cette limite.

Exercice IV.

Soit (X,Y ) un couple gaussien centré de matrice de covariance égale à l’identité.

1. Écrire la densité du couple (X,Y ).

2. Notons R :=
√
X2 + Y 2 et Θ := arctan Y

X .

(a) Prouver que Θ est une variable aléatoire bien définie.

(b) Trouver la loi du couple (R,Θ) et prouver que les variables aléatoires R et Θ sont
indépendantes. Quelle est la loi de R ? Celle de Θ ?

3. Soit g : [0,∞[→ R une fonction continue, à support compact inclus dans ]0,∞[. Définissons :

X ′ := R cos(Θ + g(R)), Y ′ := R sin(Θ + g(R)).

(a) Prouver que (X ′, Y ′) a même loi que (X,Y ), c’est-à-dire est un couple gaussien centré de
matrice de covariance égale à l’identité. On pourra remarquer que, pour toute fonction
h : R2 → R, et pour tout angle φ,∫ 2π

0
h(cos(θ + φ), sin(θ + φ))dθ =

∫ 2π

0
h(cos θ, sin θ)dθ.

(b) A quelle condition sur g a-t-on (X,Y ) = (X ′, Y ′) presque sûrement ?
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Exercice V.

Sur un espace de probabilité (Ω,A,P) on considère {Yn}n>1 une suite de variables aléatoires
réelles indépendantes de même loi Q donnée par Q(B) := P(Y1 ∈ B), B ∈ B(R). Soit N une
variable aléatoire à valeurs dans {0, 1, 2, . . .}, indépendante de la suite {Yn} et on note, pour k > 0
entier, pk := P(N = k). Pour chaque B ∈ B(R) on définit

ZB(ω) :=


N(ω)∑
j=1

1B(Yj(ω)) si N(ω) > 1

0 si N(ω) = 0

, ω ∈ Ω.

1. Quelle est la loi de la variable aléatoire
∑k

j=1 1B(Yj) ?

2. Montrer que ZB est une variable aléatoire à valeurs dans {0, 1, 2, . . .} et calculer sa loi, au-
trement dit P(ZB = m), pour m ∈ {0, 1, 2, . . .}.
On pourra utiliser, après l’avoir justifiée, l’égalité {ZB = m} =

⋃
k>0{ZB = m,N = k}.

3. Calculer la loi du couple (ZB, ZBc) en suivant la même méthode.

4. Montrer que siN est de loi de Poisson de paramètre λ > 0, alors ZB et ZBc sont indépendantes.
Déterminer la loi de ZB dans ce cas.
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