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Notations et rappels : dans tous les exercices on se place dans un espace de probabilité
filtré (Q, F, (F), P) satisfaisant les ”conditions habituelles” ; on se donne également un (F;)-
mouvement brownien réel { B;;t > 0} issu de 0; la fonction de répartition de la loi gaussienne
standard sera notée ®(z) := \/Lz? ffoo 26*t2/2dt, pour z € R. On rappelle que :
— pour tout x >0, 1 — ®(z) < ‘;:;2*;2 et si on note y(x) := ®'(z), alors v/(z) = —xy(z);
— si g positive mesurable bornée satisfait g(t) < a + bfotg(s)ds, vt € [0,7], (a,b,T > 0),
alors g(t) < ae®, Vvt € [0,T] (lemme de Gronwall);
— une suite de v.a.r. {&,},>1 converge p.s. vers 0 si et seulement si, pour tout € > 0,
> ns1 P([6n| > €) < oo (lemme de Borel-Cantelli de convergence p.s.)

— les processus {1 Bu;t > 0} (¢ > 0) et {tBi;t > 0} sont des mouvements browniens.
t

Exercice 1.

Soit le processus continu X; := tB;, pour t > 0. Calculer les différentielles stochastiques
dX; et d(X);. On considere encore un processus continu {Y;;t > 0} avec Yy = 1 et tel que sa
différentielle stochastique satisfait dY; = KgdBt—l—%Ytdt. Trouver I'expression de Y. On pourra
rechercher un processus positif et exprimer d1In(Y;). Calculer les différentielles stochastiques
d(X,Y); et d(XY7).

Exercice 1I.

Soit 7 un (F;)-temps d’arrét et on introduit le processus Wy := 2B\, — By, pour t > 0.
Montrer que le processus {1jo(t);t > 0} est progressif, que W} = f(f(2]l[0ﬂ(s) —1)dBs, pour
t > 0, et que W est un mouvement brownien.

Exercice II1.

Soient @ la fonction de répartition de la loi gaussienne standard et T' > 0 déterministe fixé.
Montrer que le processus M; := ®(Bt/yT=i) est une martingale sur [0, 7]. On pourra exprimer
M, a Vaide d’une intégrale stochastique et déduire E(M,; | Fs) = M, pour tous s <t < T';
ensuite on pourra calculer lim; .7 M; et passer a la limite dans ’égalité précédente.

Exercice IV.

Soit b : R — R une fonction lipschitzienne (constante de Lipschitz L), z € R et ¢ €]0, 1].
On considere les équations différentielles stochastique et ordinaire suivantes :

Zo=x, dZy=¢edB;+b(Z)dt, t>0 et 2(0)=uz, dz(t)=0b2(t)dt, t>0.
Justifier I'existence et I'unicité des solutions de ces deux équations différentielles, notées res-

pectivement {Z,°;t > 0} processus continu et 2* : [0, co[— R fonction de classe C'.
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1) Soit T > 0. Montrer que A(T) := sup,cpo |28 — 2°(s)| < esupep . | Bsle™™.

2) Soit § > 0. Montrer que P(A(T') > §) < 4P(By > ¢/:), ou C est une constante positive
qui dépend de T',6 et L.

3) En déduire que pour tout 7" > 0 et 6 > 0, il existe deux constantes positives c1, ca,
dont les valeurs ne dépendent pas de (z,¢), telles que

P(sup |Z7° — 2%(t)] > 6) < c1 exp (_C—;) .
t€[0,T] €

4) Que peut-on déduire, lorsque ¢ — 07

Exercice V.

Soit B un mouvement brownien réel issu de 0. Définissons
¢ 1
At — / 62Bs+3d5 et U, = exp (BAt—l + §At1> 7
0

ot A1 = inf{s: A, > t}.

1) Ecrire la décomposition canonique de la semimartingale V; := e . En déduire que
U satisfait a une équation différentielle stochastique avec o(x) = 1 et b(x) = /2. On
pourra exprimer de deux facons fot (1/v.)dAs et observer que Uy, = V;. On admettra
I'unicité en loi de ’équation différentielle stochastique obtenue.

Bt +t/2

2) Soit B un mouvement brownien a valeurs dans R? issu de By = (1,0,0) € R? et on
note ||B|| la norme euclidienne de B. Justifier que p.s. |BJ| ne s’annule jamais. En
appliquant la formule d’Ito et a 'aide de la question précédente établir une liaison
entre U et ||B]|.

3) Justifier que lim; o (Bt/t) = 0 p.s. Montrer que lim; .., A; = 0o p.s. et ensuite que
lim;_, o, Uy = 0o p.s. En déduire que lim;_., ||B;|| = oo p.s.

4) Montrer que limy o (In4t/in¢) = 1 p.s. et que limy_ (2 Vi/int) = /2 p.s.
En déduire que lim;_o(InUt/n¢) = 1/2 p.s. et ensuite que lim;_, o (M IBtll/n¢) = 1/2 p.s.



