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Examen de rattrapage

Le sujet comporte deux pages et la durée est de 2 heures. Les exercices sont indépen-
dants. Une rédaction rigoureuse et des réponses argumentées mais concises sont attendues.
Les documents et calculatrices ne sont pas autorisées. Des rappels succincts sont donnés à
la fin du sujet.

Exercice 1 Sur l’espace de probabilité ([0, 1],B([0, 1]), λ), où λ est la mesure de Lebesgue
sur [0, 1], on considère la variable aléatoire U(ω) := ω − 1.

1. Trouver la fonction de répartition de U . Cette variable est-elle à densité ? discrète ?

2. Montrer que, pour tout p ≥ 1, U ∈ Lp et calculer les moments µp d’ordre p de U .

3. Soit (Un)n≥1 une suite de variables aléatoires indépendantes de même loi que U et on
pose, pour tout n ≥ 1,

Tn :=
U3
1 + · · ·+ U3

n

U2
1 + · · ·+ U2

n

.

Montrer que la suite de variables aléatoires (Tn)n≥1 converge presque sûrement vers
une constante qu’on évaluera.

Indication. On pourra étudier les limites des deux suites définies par Xn :=
U3
1+···+U3

n

n

et Yn :=
U2
1+···+U2

n

n
. Justifier soigneusement les passages à la limite.

4. Que vaut la limite en loi de la suite (Zn)n≥1, où Zn :=
√
n(Xn + 1

4
) ?

Indication. On pourra utiliser un résultat remarquable de convergence en loi.

Exercice 2 (Couple gaussien) Soient X et Y deux variables aléatoires gaussiennes in-
dépendantes centrées réduites et ρ un réel tel que |ρ| < 1. On pose U = ρX +

√
1− ρ2 Y .

1. Quelle est la loi de U ?

2. Déterminer la loi du couple (X,U) en calculant la fonction caractéristique φ(X,U)(s, t) =
E[exp(i(sX + tU))] de (X,U).

3. Montrer que

P(X ≥ 0, U ≥ 0) =
1

2
− arcos ρ

2π
.

Indication. On exprimera la probabilité cherchée comme une intégrale double en
utilisant les lois de X et de Y , puis on passera en coordonnées polaires en choisissant
α ∈ [0, π] tel que cosα = ρ et en étant vigilant au domaine d’intégration.



Exercice 3 (Somme et max d’exponentielles) Soient Tn, n ≥ 1, des variables aléa-
toires indépendantes de lois exponentielles de paramètres

(
n
2

)
= n!

2!(n−2)! . On considère

Ln = 2T2 + 3T3 + · · ·+ nTn.

1. Montrer que, lorsque n est grand,

E[Ln] ∼ 2 lnn, Var(Ln) ∼ 2π2

3
.

2. Montrer que la transformée de Laplace Hn(t) = E[exp(tLn)] est donnée par

Hn(t) =
n∏
k=2

k − 1

k − 1− 2t
.

3. Dans cette partie, on montre que Ln s’interprète comme un maximum de variables
exponentielles. Soit (Zn)n≥1 une suite de variables aléatoires indépendantes de loi
E(1/2). Notons Yn = max(Zi : 1 ≤ i ≤ n).

(a) Déterminer P(Yn ≤ x) et en déduire que Yn admet une densité qu’on détermi-
nera.

(b) On note Gn(t) = E[exp(tYn)] la transformée de Laplace de Yn. Montrer que pour
t < 1/2 et n ≥ 2, on a

Gn(t) =
n

1− 2t
Gn−1(t− 1/2).

(c) En déduire que Ln ∼ Yn−1 pour tout n ≥ 2.

4. (a) Montrer que, pour tout ε > 0, P(Ln/ lnn ≤ 2(1− ε)) = exp(−nε(1 + o(1))).

(b) En déduire lim infn→+∞ Ln/ lnn ≥ 2 presque sûrement.

5. Soit ε > 0.

(a) Montrer que P(Ln/ lnn ≥ 2(1 + ε)) = n−ε(1+o(1)).

(b) Soit δ > 1/ε. Pour k ≥ 1, posons nk = [(k + 1)δ] où [x] désigne la partie entière
de x ∈ R. Déduire de (a) que lim supk→+∞ Lnk

/ lnnk ≤ 2 presque sûrement.

6. Montrer que Ln/ lnn converge presque sûrement vers 2.

7. (a) Montrer que F (t) = exp(− exp(−t/2)), t ∈ R, est une fonction de répartition.

(b) Montrer que Ln − 2 lnn converge en loi vers la loi de fonction de répartition F
quand n→ +∞.

Rappels :
– X ∼ E(λ) a pour densité λ exp(−λx)1R+(x).

– X ∼ N (m,σ2) a pour fonction caractéristique E[eitX ] = exp(imt− σ2

2
t2).

– (X, Y ) vecteur gaussien centré de covariance

(
σ2
1 ρ
ρ σ2

2

)
a pour fonction caractéris-

tique

exp

(
−σ

2
1t

2 + 2ρst+ σ2
2s

2

2

)
.


