MASTER 2 RECHERCHE 2005-2006
MARTINGALES ET INTEGRATION STOCHASTIQUE - controle final (M.Gradinaru)
13 mars 2006 - durée 3 heures - notes manuscrites autorisées

Soit { My, Fi }+>0 une martingale locale continue issue de 0 et on introduit la semimartingale expo-
nentielle :

1
E(M)y = exp {Mt - §(M>t} ;1 20.
A. Quelques propriétés de E(M).

a) Montrer que {E(M)¢, Fi}i>0 est une martingale locale continue satisfaisant

t
e =M+ [ £, >0,
et que M est donnée par la formule 0

t
1
= > .
M, = In£(M), +/0 00, dE(M)s, t >0

b) Prouver que (M) est une surmartingale et que E [E(M)] < 1, V¢t > 0.
c) En déduire que (M) est une (vraie) martingale si et seulement si E[E(M),] =1, Vt > 0.

B. Lorsque E [eXp %(M)oo] < 00, alors M martingale uil et E [exp %Moo] < 00.
a) Justifier 'existence de la limite p.s. £(M )~ (on pourra utiliser le résultat du point A.b)).
En déduire que E [€(M )] < 1.
b) Montrer que E [exp %(M >oo} < 0o implique M (vraie) martingale bornée dans L2, donc u.i.

c) Calculer cS’(M);/O2 [exp 3(M) o] 2 Déduire que E [exp 1 (M)s] < oo implique E [exp $ M| < occ.

C. Etude de £(B), avec B un mouvement brownien réel issu de 0.
a) Pour a > 0 on introduit o, := inf{t > 0: B; <t —a}. Justifier que o, est un temps d’arrét pour
la filtration brownienne {F/ H>0. Que vaut B,, 7 Montrer que o, T 0o p.s., quand a T co.
b) Pour A > 0 on pose u(t,z) := e~ Me~(VI+22-1)z \ontrer que u vérifie sur R x R I'équation
aux dérivées partielles : 1
dpu(t,z) = —= 2 u(t,z) + dyu(t, z).
Calculer ensuite u(t, By — t). 2
c) Montrer que t — u(t A 04, Bipno, —t A 04) est une {FP }-martingale. En déduire que
E[u(o4, By, — 04)] = 1. Trouver I'expression de la transformée de Laplace X — E[e=*%4].
d) En déduire que E [exp 20,] = €? < 00 et que £(B),, € L'. Que vaut E[E(B),,]?
e) Soit Ny := E(B)o,at- Montrer que {N;, FP }1>0 est une martingale u.i. (on pourra montrer que
N est une martingale fermée). En déduire que pour tout {F }-temps d’arrét T, E [€(B)7ns,] = 1.

D. Lorsque E [exp 3(M),] < oo, Vt > 0, alors (M) est une (vraie) martingale.

a) Pour chaque s > 0 on pose 75 = inf{u > 0: (M), > s} et on note G5 := F, . Montrer que, pour
t > 0 arbitraire fixé, (M); est un temps d’arrét pour la filtration {Gs}s>0. Donner la relation
entre M et un mouvement brownien standard?.
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b) Soit t > 0 arbitraire fixé. Utiliser le résultat du point C.e) pour justifier ’égalité suivante :

1 1
E ]l{aa<<M>t} exp(—a + §Ua):| + E |:]]'{Ua,><M>t} exp(Mt — §<M>t) = 1,

ou o, est le temps d’arrét associé au mouvement brownien obtenu au point précédent D.a).
Calculer les limites, quand a T oo, des deux termes du membre de gauche de I’égalité. Justifier
les deux convergences en soulignant 'importance de ’hypothése E [eXp %(M >t] < 00.

c) En déduire que E [exp (M);] < oo, V¢ > 0, implique £(M) une (vraie) martingale.

E. Si M (vraie) martingale w.i. et E [exp M| < oo, alors £(M) (vraie) martingale.
a) Justifier que M; = E [M, | 7] et que exp(3M;) < E [exp Moo | F]. En déduire que
{exp(3M;), Fi }i>0 est une sousmartingale fermée.
b) Montrer que la famille {exp(3Mr): T temps d’arrét} est wi. (on powrra utiliser le théoréme

d’arrét pour les sousmartingales fermées).
1—~2
c) Pour 0 <y <1 on pose Xt(w ‘= exp (A{_’A_/{j) Exprimer [5(M)t]ﬁ’2 [Xt(ﬁ/)] a l'aide de yM. En
déduire que, pour tout A € F et pour tout temps d’arrét T :

1 2v(1—y)
EQsE(yM)r] < E []IA exp §MT]
(on pourra utiliser 'inégalité de Holder).

d) Déduire que la famille {E(yM)r : T temps d’arrét} est u.i. (on pourra utiliser le point E. b)) et
ensuite que £(yM) est une (vraie) martingale u.i.

e) Justifier les inégalités suivantes :
2 1—~2 ) 1 2v(1—7)
1= BIEGAM)] < BEOD"E [XQ] 7 < BEONL B exp 50

Déduire que E [£(M)s] =1 (on pourra faire v T 1). Conclure que £(M) est une martingale.

F. Enoncer le résultat obtenu en combinant les points B et E. Comparer avec le résultat du point D.

G. Polynémes de Hermite et intégrales stochastiques multiples, martingales locales et une inégalité.
a) Pour (u,z) € R4 x R on introduit les polynémes Hy,(u, z) par I'identité
1
> " Ha(u,x) = exp(yz — 57%u), 7 € Ry
n>0
Calculer H,,(u,x) pour n =0,1,2,3,4. Montrer que :
1
OcHy(u,z) = Hy—1(u,x) et OyHy(u,z) = —58396Hn(u,x).
On admettra que si u < R et || < R, avec R € IN*, alors |Hy,(u,x)] < R™ (n > 0).
b) Pour n > 0 on pose Z,(t) := H,((M), My). Exprimer E(yM), a l'aide des Z,(t).
c) Pour R € IN* on note Tx := inf{t > 0: (M); + |M;| > R}. Montrer que pour 0 <y < /R :

tATR
EV Mgy =1+ 3 47+ / 2, (s)dM,
n>0 0
(on pourra utiliser les points A.a), G.b), ainsi que la majoration |Z,(t)| < R", pour t € [0,TR]).
d) En déduire que Zy(t) =1 et que, pour n > 1, Z,(t) = fot Zn-1(8)dMs.
Peut-on retrouver cette derniére égalité par une application directe de la formule d’It6 7
Que vaut l'intégrale multiple itérée fot dMy, Otl dM, . .. fot”’l dMy, (n>1)?
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f)

g)

h)

Montrer que nZ,, = Z,_1 M — Z,,_5 (M), n > 2 (on pourra utiliser la définition de H,(u,x) ).
Justifier que les processus suivants sont des martingales locales continues :
My, ME— (M), M} —3M(M);, M} —6MZ(M);+3(M)7,
et les exprimer avec des intégrales stochastiques multiples. Quel est le terme suivant de la suite ?
Supposons dans ce point que M est une (vraie) martingale bornée issue de 0. Montrer que :
E[M] + 3B [(M)F] < 6B [M] 7 E [(M)]"*, ve > 0.
On note M = supycs<; |Ms|. Montrer que : E [(Mt*)4] < (43)*E [Mf], pour tout ¢ > 0.
En déduire que pour toute martingale locale continue M issue de O :
E [(MZ)"] <361E [(M)Z].
(on pourra d’abord supposer que M est une (vraie) martingale bornée et ensuite utiliser la suite
de temps d’arrét {Tr}rew+). Comparer ce résultat a 'inégalité de Burkholder-Davis-Gundy.

Avec le notations du point C.a), montrer que E [H, (04, Bs,)] =0 (n > 1). En déduire la trans-
formée de Laplace A +— E[e~*?a]. Comparer avec le résultat de C.c).



