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Chapitre 1

Espaces de Banach et de Hilbert

1.1 Espaces de Banach

1.1.1 Définitions et premieres propriétés
Définition 1.1 Soit E un espace vectoriel sur un corps K (dans la suite K sera R ou C).
On appelle norme sur E une application de E dans R, notée || - || telle que

a) |z|| 20, Ve e E et ||z]| =0 ssiz=0;

b) llz+yll < ||zl + ||y|| (inégalité triangulaire), Vx,y € E ;

¢) ax = |a| - ||z|]| (homogénéité), Va € K, Va € E.

Un espace vectoriel normé (e.v.n.) est un couple (E, ||-||). Il s’agit d’un cas particulier d’espace
métrique muni de la distance

d<$’y) = Hx_pr xayEE'

La topologie sur E est la topologie d’espace métriqgue. On dit qu’une suite {xptp>1 C E
converge (fortement) vers x € E si ||z, — z|| — 0, lorsque n — oc.

Proposition 1.1
LAl =Nyl < llz = yll, Y,y € E;
2. 8i xp — x, alors ||zy,| — ||x||, lorsque n — oo ;
3. st o — @, Ty, — T, alors oz, — ax, lorsque n — oo ;
4. 1Ty — X, Yo — Y, alors T, + yn — T+ y, lorsque n — oo.
Preuve. On peut éarite [z —y| > o = [yl et o =yl = |~ 1| |y —al| > [yl - o, d'ot Ia

premiere inégalité. De cette inégalité le deuxieme point est immédiat. Pour le dernier point on
utilise 'inégalité triangulaire : || (z+y) — (zn+yn)|| = [(x—2n)+(Y—yn)|| < lz—2zp]|+|ly—ynl|-

Enfin, ||ax — apx,|| < ||lax — anz|| + ||ant — anzy|| = |a — anl - ||z]] + |an] - || — 2,]]. On
déduit le troisieme point puisque {«,} est une suite bornée. ]
REMARQUE : On a obtenu que || - || est lipschitzienne (donc uniformément continue sur E) et

que les opérations (z,y) — = +y et (o, ) — ax sont continues.



2 CHAPITRE 1. ESPACES DE BANACH ET DE HILBERT

Définition 1.2 Une suite {zp}n>1 C E est dite de Cauchy silimy, oo [|[Tn — Tm|| = 0. Un
e.v.n. est dit espace de Banach s’il est complet en tant qu’espace métrique, autrement dit, si
chaque suite de Cauchy converge (fortement) vers un point oo € E.

REMARQUE : Si {xy,},>1 C E est convergente, alors elle est de Cauchy. De plus, si une suite
admet une limite, alors la limite est unique.

Proposition 1.2 Soit {,}n>1 une suite de Cauchy dans e.v.n. E. Alors {z,} est bornée
dans E.

Preuve. Comme {z,} est de Cauchy, on peut trouver un entier n; > 1 tel que ||z, —xn, | < 1,
pour chaque n > ny. Alors |z, || < [[2n — Zn, || + |20, [| < 1+ |2, [, pour chaque n > ny. On
déduit que

[@nll < max{||z1 ], 22l .. |zn—1ll, 1+ [lzn, [}

0

Définition 1.3 Soit {zn}n>1 une suite dans e.v.n. E. On note _, <, xn une série dans E et
Sp 1= Z?Zl xj, n > 1, la suite des sommes partielles. La série est dite convergente s’il existe
s € E tel que s, — s, lorsque n — oo et dans ce cas on écrit Zn>1 x, = s. La série est dite
absolument convergente si ), - [|[zn| < co.

Théoréme 1.1 (caractérisation des espaces de Banach)
Soit E un e.v.n. Les affirmations suivantes sont équivalentes :

1. E est un espace de Banach ;

2. toute série absolument convergente est (fortement) convergente ;

3. pour toute suite {xp}n>1 vérifiant ||z,| <

(fortement) convergente.

s avee 0 < ¢ < 1, la série )~ xn est

Preuve.
1) = 2) On note {sp}n>1 la suite des sommes partielles d’une série absolument convergente
D ons1Tne Alors, sim >, sy — swll = | 2205, 0 25l < 2205, 4 [lzj]l- On déduit, d’apres

I’absolue convergence, que {s,} est une suite de Cauchy dans l’espace de Banach FE, donc
convergente. La série Zn>1 Zp, est donc convergente.

2) = 3) Cest un cas particulier de 2) car - " < o0.

3) = 1) Soit {zy, }n>1 une suite de Cauchy de E. On peut extraire une sous-suite {ny} telle que
| Tnyyy — g || < 27k Cela se fait par réccurence : on fixe n; > 1 entier et on choisit ny > n;

—_ k .

tel que ||y, — ap, || < 271, ete. On pose yp = T, | — Ty, done zp, | = &n, + >_j—1Yj- Mais
llyell < (1/2)*, donc > _k>1 Yk converge, donc Ty, , — Too, disons, lorsque k — oo. Ensuite on
écrit || Too — Tn|| < ||Too — Tny || + ||Zn, — 2nl| et en prenant la limite supérieure quand n — oo
on conclut. O

Tout sous-espace M d’un e.v.n. (E, || - ||) est un e.v.n. avec la restriction de || - || & M.

Proposition 1.3 Soit M un sous-espace d’un espace de Banach E. M est un espace de
Banach ssi M est un fermé de E.
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Preuve. Supposons M fermé et soit {x,,},>1 une suite de Cauchy dans M Puisque la norme
sur M est la restriction de la norme sur F, la suite est de Cauchy dans F, donc elle convergente
vers un « € E. Mais la suite étant dans M et convergente vers z et M étant fermé, on déduit
que z € M, donc M est complet. L’autre implication se démontre de la méme facon. ]

Théoréme 1.2 (résultat admis) (existence du complété)
Soit E un e.v.n. qui n’est pas complet. Alors E est isomorphe et isométrique avec un sous-
espace vectoriel dense d’un espace de Banach E.

Proposition 1.4 Soient (E1,| - ||1) et (Ea, || -||2) deuz espaces de Banach sur le méme corps
K. Alors Eh x Ey est un espace de Banach muni de la norme

(w1, 22)|| = max{|[z1]|1, [|2[]2} (1.1)

Preuve. On montre sans difficulté que (1.1) définit une norme sur F; X Es et ensuite que les
coordonnées d’une suite de Cauchy dans l’espace produit sont des suites de Cauchy. .

REMARQUE : D’autres normes peuvent étre considérées :

1/2
@1, z2)| =zl + lz2lls - ou  [[(z1, 22" = ([l + [l22]13)
Définition 1.4 Soit E un e.v.n. On dit que E est séparable s’il existe une suite {xy}p>1 C E
qui est dense dans E.
1.1.2 Exemples fondamentaux

1. C([0,1]; K) Pespace vectoriel des fonction continues sur [0, 1] & valeurs dans K = R ou C,
muni de la norme

[ ]lo == sup{|z(t)| : ¢ € [0, 1]}

est un espace de Banach séparable, noté dans la suite C(]0, 1]).

2. K¢ = R% ou C% muni des normes
d /p
p = J P = 0o — j‘.: A
lllp == | Y JuylP p=21 et |[z)ec=max{|u;|:j=1 d}
j=1

sont des espaces de Banach séparables, notés dans la suite Eg, p € [1,00].

3. a) Lespace vectoriel {(u;)j>1 CK: > 5 [u;|P < oo} (p € [1,00]) muni de la norme

l/p

lzllp == { Y P | p>1
j>1

est un espace de Banach séparable, noté £,,.
b) L’espace vectoriel {(u;);>1 C K bornée} muni de la norme

[ ]lo = sup{|u;| : 5 > 1}
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est un espace de Banach non-séparable, noté /..
c) L’espace vectoriel {(u;);>1 C K convergente} muni de la norme

[2]loo := sup{fu| : 7 =1}

est un espace de Banach séparable, noté c.

4. a) LP(]0,1];K) (p € [1,00]), l'espace vectoriel des classes des fonctions définies presque
partout sur [0, 1], mesurables et p-intégrables sur [0, 1], & valeurs dans K = R ou C, muni de

la norme
1 1/p
lell, = ( / |x<s>|pds)

est un espace de Banach séparable, noté LP([0, 1]).
b) L*°([0, 1]; K) I’espace vectoriel des classes des fonctions essentiellement bornées, muni de
la norme

||| oo := esssup(|z|) = inf{sup |z(s)| : VA C [0, 1] de mesure nulle}
s€A

est un espace de Banach non-séparable, noté L>°([0, 1]).

1.1.3 Espace quotient d’un espace de Banach

Proposition 1.5 Soit M un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel E. On dit que deux
vecteurs x1,ro € E sont équivalents modulo M si x1 — x9 € M et on écrit cela T1 =
xo(modM). Alors

1. x = x(modM),
2. si x1 = x9(modM), alors xo = x1(modM),

3. si xp = x2(modM) et z9 = x3(modM), alors x1 = x3(modM).

Preuve. Il est clair que z — 2 =0 € M. Si z; —x9 € M, alors 2o — x; = —(x1 — x2) € M.
Enfin, si 1 —x90 € M et x9 — x3 € M, alors 1 — x3 = (1 — x2) + (x2 — x3) € M. O

Nous allons noter I’ensemble des vecteurs € E équivalents modulo M a un vecteur fixé x
par &, (ou encore z+M ou ). En virtue des propriétés 2 et 3 de la Proposition précédente, tous
les vecteurs de £, sont mutuellement équivalents modulo M. &, est une classe d’équivalence
(modulo M). Chaque vecteur de &, est un représentant de la classe. Une classe est entierement
déterminée par un de ses représentants, c’est-a-dire que si y € &;, alors &, = &;. Ainsi deux
classes sont ou bien disjointes (quand y ¢ &) ou coincident (quand y € ;). L’espace entier
se décompose en classes ¢ de vecteurs mutuellements équivalents (modulo M).

Proposition 1.6 Soit M un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel E et on considére
l’ensemble des classes (modulo M) introduites ci-dessus. On munit cet ensemble de deux
opérations, l’addition des classes et la multiplication par un scalaire d’une classe :

&+ fy = gw—i-yv oy = Eax-

On obtient une structure d’espace vectoriel, noté dans la suite E/M et nommé espace quotient
de E (modulo M ).
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Preuve. Les deux définitions ne dépendent pas du choix des représentants x,y des classes
£ &y- Enfait sizg —x € M et y1 —y € M, alors

(x14+wy)—(x+y)=(@1—2)+ (Y1 —y) €M, ax;—ar=a(ry—z)€ M.

On a ainsi démontré que &z, 1y, = oy €t oz, = Ear- Les propriétés d’espace vectoriel sont
obtenues facilement. O

Si F est un e.v.n. et si M est un fermé de F, alors il est facile de voir que chaque classe
¢ € E/M est un fermé pour la topologie de E.

Théoréme 1.3 (espace quotient)
Soit M un sous-espace fermé d’un espace de Banach E. On définit sur E/M

€]} = nf{[| = € £} (1.2)

Alors cette application est une norme sur E/M et l'espace E/M muni de cette norme est un
espace de Banach.

Preuve. Si ¢ = 0, alors ¢ coincide avec M et contient le vecteur zéro de E'; on déduit de
(1.2) que ||| = 0. Supposons maintenant I'inverse, c¢’est-a-dire que [|£]| = 0. D’apres (1.2), la
classe § contient une suite {xy, },>1 pour laquelle lim,, . ||zy| = 0. Alors le vecteur zéro de
E appartient au fermé &, donc & = M et donc c’est le vecteur zéro de E/M.

Soient £,n € E. D’apres (1.2), pour tout € > 0, il existent x € £,y € n tels que

Izl < Il + & Myl < linll + e

Donc ||z+y|| < [|lz||[+]ly|l < ||€]|+]n||+2¢. D autre part, (z+y) € (£+n), donc [[E+n|| < [|z+y/|,
d’apres (1.2). En conséquence on a [+ < [[€][+][n][+2¢ et on déduit I'inégalité triangulaire,
1€+ nll < [1€]] + linll-

Enfin, il est facile de voir que I'égalité ||| = |a|||€]| est vraie.

Supposons maintenant que {&,}n>1 est une suite de Cauchy dans E/M. Alors {{,}
contient une sous-suite {&, }i>1 telle que [|&n,., — &, |l < 27772, Dapres (1.2), on peut
choisir dans chaque classe (£, — &n,,) un vecteur yi tel que

Hka < ”fnk+1 - ‘SnkH + 9h-2 < g~ k=1,

Soit aussi xp, € &,,. La série z,, +y1 +y2+ ... converge, et comme E est complet, cette série
converge vers un élément x € E. Soit £ la classe contenant x. Nous allons montrer que &, — x
dans la norme de E/M. Soit s; la somme partielle de la série précédente =, + y1 + ... + Y
et on a limg_,o ||z — si|| = 0. D’autre part, comme z,,, € &, et y; € (§n;,, — &n;), on déduit
que s € &y, Donc, d’apres (1.2)

1€ = & | <z = skl = 0 quand k — oo.

Enfin, de I'inégalité ||§ — &l < [|€ = &np |l + |€n, — &nll et du fait que {&,} est de Cauchy, on
conclut que lim,,_. ||§ — &,|| = 0. O
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1.1.4 Espace des opérateurs linéaires bornés

Définition 1.1 Soient E, F deux espaces vectoriels sur le méme corps K. Une application
T :x— y = Tx définie sur un sous-espace vectoriel D C E et a valeurs dans F est dite
linéaire si

T(ax + B2') = oTx + BT’

La définition implique en particulier 70 = 0, T'(—z) = —Tx. On notera D(T) := D,
R(T)={yeF:y=Tx,x € D(T)} et N(T) :={x € D(T) : Tx = 0} et on les appelera
domaine, image et noyau de T, respectivement. On appelera T opérateur linéaire de D(T) C E
dans F'.Sil'image R(T) est contenue dans le corps K alors T" est une fonctionnelle linéaire. Si
T est injective de D(T') sur R(T), alors T est bijective entre D(T) et R(T) et 'application
inverse T~ ! est un opérateur linéaire de R(T) sur D(T) :

T Tz =z 2eD(T), etTT 'y=y, yeR().
T~ est opérateur inverse.
Proposition 1.7 Un opérateur linéaire admet linverse T—' ssi Tx = 0 implique = 0.

Preuve. C’est une conséquence du fait que T'(x — 2') = Tax — T2'. 0
Dans la suite nous allons noter L(E, F') ’ensemble des opérateurs linéaires de E dans F'.

Proposition 1.8 (continuité des opérateurs linéaires)
Soient E et F' deux e.v.n. et soit T € L(E,F). Les affirmations suivantes sont équivalentes :

1. T est continu sur F,
2. T est continu en 0 ;

3. il existe une constante ¢ > 0 telle que | Tz|| < ¢||z||, Vo € E.

Preuve. 1 = 2 est triviale. 2 = 3 : si on suppose 2 vraie, alors si € > 0, il existe § > 0 tel
que ||[Tz|| < € lorsque ||z|| < 4. Soit x € E, x # 0. Alors H(s”%HH = J et alors HT (|5ﬁ> H <e.

Alors [|Tz|| < §||z[|, c’est-a-dire 3 avec ¢ = 5. Enfin 3 = 1 : si on suppose 3 vraie, alors on a,
pour tous z,2’ € E, ||[Tx — T2'|| = [|T(z — 2')|| < ¢|]Jx — 2'||, donc T est lipschitzienne, donc
continue. O

Corollaire 1.1 Soient E et F' deuz e.v.n. T € L(E,F) admet un inverse continu T~ ssi il
existe une constante ¢ > 0 telle que ||Tx| > d||z||, Vz € E.

Définition 1.2 Soit T' € L(E, F) continu entre deux e.v.n. E et F. On définit
|T|| = inf{c: ||Tz|| < c||z|,Vx € E}.
D’apres la proposition précédente il est facile de voir que
T[] = sup{||T=[| : lz|| <1} = sup{||Tz| : [l=] = 1}

IT|| s’appelle la norme de T. Un opérateur linéaire continu de E dans F e.v.n. est un
opérateur linéaire borné puisque T'(Bg) est un ensemble borné, avec B = {x € E : ||z| < 1}
la boule unité. Notons aussi que pour T continu

[T < [T ||z]], Ve € E.
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L’ensemble des opérateurs linéaires bornés (continus) de E dans F sera noté B(E, F). C’est
un espace vectoriel avec les opérations

(T+S)x=Tx+Szx,zeE et (aT)x=a(Tz), z€E.

Théoréme 1.4 (espace des opérateurs bornés)
Soient E et F deuz e.v.n. ||T| est une norme pour T € B(E,F). Si F' est un espace de
Banach, alors B(E, F) est un espace de Banach.

Preuve. Il est évident que ||T'|| > 0. Si ||T'|| = 0, alors || Tz|| = 0, pour tout x € E, donc T est
lopérateur nul. Soit = € Bg. Alors ||[(T' 4+ S)z|| < ||Tx| + ||Sz|| < ||T||+||S||, d’ott en prenant
le supremum en x € B, on trouve ||T 4+ S|| < ||T]| + ||S||- Enfin, ||aT|| = sup{||aTz]| : ||z|| <
1} = [afsup{|[ T - |l=f| < 1} = |a][|T].

Supposons que {T},},>1 est une suite de Cauchy dans B(E, F'). Pour tout = € E, {T,,z}
est une suite de Cauchy dans l’espace de Banach F', donc admet une limite notée T'z. On
définit ainsi une application T : E — F. Elle est linéaire par passage a la limite dans I’égalité
Th(ax+ pz') = alyz+ 1,2, Par ailleurs la suite {||7},]|}n>1 est de Cauchy dans K, puisque
Wl = IThlll < || T — Tn||, donc elle est bornée, disons par une constante ¢ > 0. Par
conséquent, ||T,z| < ||Tu| [|z|| < ¢|lz||, pour tout € Bg. En passant & la limite quand
n — oo, on trouve ||Tz| < c||z|, pour tout = € Bp. Ainsi T' € B(FE, F). Montrons que
T,, — T. Cela découle de I'inégalité suivante

|Tx — Thz|| = lim ||Thz — Thzx|| < limsup |1, — Tl ||z
m—0oo m—o0
O

Définition 1.3 Un opérateur T € B(E,F) est un isomorphisme linéaire (ou plus court,
isomorphisme) entre les e.v.n. E et F si T est une bijection et T~' € B(F,E). Les espaces
E et F isomorphes s’il existe T € B(E, F) un isomorphisme linéaire. Un tel isomorphisme
transporte les suites de Cauchy dans des suites de Cauchy. En particulier, si E et F sont
isomorphes et si E est de Banach, alors F' est de Banach également.

Deuz normes ||-||1 et ||-||2 sur un espace vectoriel E sont équivalents si l’opérateur identité

Iz = x est isomorphisme entre (E, ||-||1) et (E,||-||2), ¢’est-a-dire, qu’il existe deux constantes
¢,C > 0 telles que c||z||2 < ||z|1 < C||z||2, pour tout x € E.
T € B(E,F) est une isométrie linéaire (ou plus court isométrie) si ||Tz||r = ||x| g, pour

tout x € E. Les espaces E et F' isométriques s’il existe T' € B(E, F) une isométrie linéaire.

1.1.5 Espaces de dimension finie

Proposition 1.9 Soit E un e.v.n. de dimension finie. Alors n’importe quelles deur normes
sont équivalentes. Em particulier, tout e.v.n. de dimension d est isomorphe avec Eg. En par-
ticulier, tout e.v.n. est de Banach.

Preuve. Soit {ey,...,eq} une base algébrique de E. Chaque élément x € E admet une
représentation unique en termes de cette base r = Z?Zl uje;. On introduit une nouvelle

norme, notée | - || donnée par ||z||; := Z;l:1 |uj|. C’est clairement une norme, par exemple,



8 CHAPITRE 1. ESPACES DE BANACH ET DE HILBERT

I'inégalité triangulaire se vérifie comme suit : si y = Z?Zl vje;, alors +y = Z;l:l(uj +vj)e;

et
d d d
e +yll =D luy +ol <= gl = Jvgl = llalh + Nyl
j=1 j=1 j=1
Montrons que toute autre norme sur E, || - || et || - ||; sont équivalentes. Montrons d’abord que
toute autre norme sur E, || - || est une fonction lipschitzienne sur (E, || - ||1). En effet, avec les

meémes notations,

d d
o=yl = |3ty = e | < D lg—vgllel < pma sl S Jug =51 = mae les- el
Jj=1 j=1 j=1
On déduit que [[lz]| = |lyll] < llz — yl < maxigj<alledll - lz =yl
Montrons que S; = {x € E : ||z|; = 1} est un compact dans (E, || - |[1). Soit {zp}n>1 C
Si. On a que pour tout n > 1, z = Z;'l=1 ule;j et Z;.lzl [u}| = 1. Ainsi, pour tout j, la

suite {u?},gl est bornée. En tant que suite réelle ou complexe, elle admet une sous-suite

Nk . d Nk .
convergente, u;" — uj, lorsque k& — oo. Alors ijl \uj —u;| — 0, lorsque k — oo et donc

|zn, — |1 — 0, lorsque k — oo, ot & = Z;-lzl uje;. De plus Z;'l:1 [u*| = 1, pour chaque
k > 1, donc Z?Zl luj| =1, c’est-a-dire que = € 5.

Puisque la fonction || - || est continue sur le compact S il existe deux constantes ¢, C' > 0
telles que ¢ < ‘ ﬁ” < C, pour tout z # 0 de E. On déduit que c||z|; < ||z| < C|z|1
pour tout € E. Ainsi || - || est équivalente a || - ||;. Par conséquent, toutes les normes sont
équivalentes.

Si E est un e.v.n. de dimension d et si 7" est une bijection linéaire de £ dans 6‘21, on peut
définir une norme || - ||2 sur E en posant ||z|2 := HTQ:Heg. Alors I'isomorphisme linéaire 7" est
une isométrie de (E, | - ||2) et £4 et d’aprés ce qui précéde || - |2 est une norme équivalente.[]

Théoréme 1.5 (de Riesz de “presque orthogonalité”)
Soit E un e.v.n. et soit M C E un sous-espace vectoriel fermé tel que M # E. Alors, pour
tout 0 < e < 1, il existe x. € E tel que

|lze||=1 et dist(ze, M) := inf ||z: —m| >1-—e¢.
meM
Preuve. Soit y € E\ M. Un tel y existe car E\ M # (). Comme M est un fermé, dist(y.M) =

infenr|ly — m|| =: > 0. Il existe un m. € M tel que ||y — m.|| < « (1 + ﬁ) Le vecteur

T = (=—me)/|ly—m.| staisfait ||zc|| =1 et

. _ 1\
o =l = lly = el = me =y =l >y = e o> (1 2) =1
]

Corollaire 1.2 Supposons qu’il existe une suite de sous-espaces vectoriels fermés { My} d’un
e.v.n. E telle que My, C My et My, # Myy1 (n=1,2,...). Alors, il existe une suite {yn }n>1
telle que

Yn € My, ynll =1, et dist(yps1, My) =12 (n=1,2,...).
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Preuve. 1l s’agit de application directe du théoreme précédent avec e = 1/2. O

Théoréme 1.6 Un e.v.n. E est de dimension finie ssi la boule unité By = {x € E : ||z| < 1}
est un compact.

Preuve. Si E est de dimension finie il est facile de voir que Bg est un compact (comme
dans la Proposition 1.9). Supposons maintenant que Bg est un compact dans un espace de
dimension infinie E. D’apres le corollaire précédent on peut trouver une suite {y,} telle que
lynll = 1 et ||ym — ynl| = /2 pour m > n. Cela contredit ’hypoteése que Bp est un compact.
O

1.2 Espaces de Hilbert

1.2.1 Espaces pre-hilbertiens

Définition 1.4 Un produit scalaire sur un espace vectoriel E est une fonction scalaire (-, )
sur B x E telle que

a) Yy € E, Uapplication x — (x,y) est linéaire ;
¢) (x,x) 20,Vex € E et (x,x) =0 ssix = 0.

REMARQUE : D’apres a), (0,y) =0, Vy € E et d’apres b) (y,0) =0, Vy € E.

Théoréeme 1.7
1. (inégalité de Cauchy-Schwarz) Vz,y € E, |(x,y)] < /(z,2)\/(y,y

2. L’application || - || : E — R définie par ||z|| :== \/(z,z) est une norme sur E.

Preuve. 1) Si (y,y) =0, alors y = 0 et 1'égalité est vérifiée. Si (y,y) > 0, on peut écrire

Cy), @y s @y
0@ Gn? =@ 4y

I

d’out 'inégalité de Cauchy-Schwarz.
2) ||zl = v/(z,z) = 0 et ||z|| =0 ssi (x,z) =0 ssi x = 0.

lz+yl* = (z+y, 2 +y) = (,2) + (z,9) + (¥, 2) + (y,9) = (x,2) + 2Re(z,y) + (y,9)

< (@,2) +2/(2, y)| + (v, 9) < (z,2) + 24/ (2, 2)v/ (¥, ¥) + (3, 9)
= (V(z,2) +V(%,9)* = (|| + llyl)>

O
REMARQUES : 1) (+,-) : E x E'— K est une fonctionnelle continue sur ’espace normé produit
Ex E.
2) Vy € E fixé, x — (z,y) est une fonctionnelle continue sur E car | <V Yzl

Définition 1.5 Un espace de Banach E est un espace de Hilbert s’il existe un produit scalaire
(-,-) sur E x E tel que la norme de ’espace de Banach satisfait ||z| = /(z, x).
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Définition 1.6 Un e.v.n. est un espace pre-hilbertien si sa morme satisfait ’égalité du pa-
rallélogramme
[+l + llz =yl = 2 (l=[I* + [lyl*) - (1.3)

Proposition 1.10 Tout espace de Hilbert est pre-hilbertien.

Preuve. On peut écrire

lz+yl>+llz—yl* = (@ +y,z+y) + (@ —y,z—y)
= (z,2) + (z,9) + (,2) + (y,9) + (x,2) = (,9) — (¥, 2) + (,y) =2 (=] + y]*) .

O
Théoréme 1.8 (Fréchet, von Neumann, Jordan)
Soit E un e.v.n. pre-hilbertien réel. Alors
1
(,y) = 7 (e +ylI* = llz = yl?) (1.4)

est un produit scalaire sur E qui donne la méme norme sur E. En particulier, si E est un
espace de Banach, il est un espace de Hilbert.

Preuve. Il est clair que (x,y) = (y, 7)1 et (z,7) = ||z/|*>. On peut écrire, d’apres (1.4) et (1.3)

1
(z,y) + (@, y) = i (lz +yll* = llz = yI> + llz" + ylI> — 2" — y*)
1 (||lz+2 2 x+a 2 z+
—2< 5Ty — T Y —(z,y)

Si on prend 2’ = 0, on trouve (z,y) = 2(3,y), puisque (0,y) = 0 d’apres (1.4). Cela implique
en particulier, (x,y) + (2/,y) = (x + 2/,y) d’apreés le calcul précédent. De plus la relation
(ax,y) = a(x,y) est vraie pour tout rationnel o de la forme m/2n. Mais pour un espace normé
les applications o — [laz + y[| et @ — [lax — y|| sont continues. Donc, encore une une fois
d’apres (1.4), I'égalité (ax,y) = a(x,y) est vraie pour tout « € R. O

Théoréme 1.9 (von Neumann, Jordan)
Soit E un e.v.n. pre-hilbertien complexe. Alors

1 . . . .
(z,9) = (2 +yll* = llz = ylI* + illz + iyl* — illz — iy||*) (1.5)

est un produit scalaire sur E qui donne la méme norme sur E. En particulier, si E est un
espace de Banach, il est un espace de Hilbert.

Preuve. Notons dans cette démonstration le produit scalaire (1.4) du théréme précédent par
(+,-)1. Alors d’apres (1.5) s’écrit

(.1‘, y) = (xv y)l + i(x7iy)1'

Il est clair que E est pre-hilbertien réel donc (z,y) + (2/,y) = (z + 2/, y) et (az,y) = a(z,y)
sont vraies pour o € R.
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Vérifions (y,x) = (z,y). Mais, d’apres (1.4)
(971:)1 = (xay)l et (Zxazy)l = (xay)l'

On déduit (y,ix); = (—iiy,iz)1 = —(iy,z)1 = —(z,iy);. Ainsi

(,2) = (y, @)1 + iy, ix)r = (z,y)1 — iz, iy)1 = (2,y)-
Vérifions (ax,y) = a(z,y) pour o € C. De la méme facon on a
(iz,y) = (iz,y)h +i(iz,iyh = —(z,y)h +i(z,y) = i(z,y)
et alors (ax,y) = a(z,y) est vraie pour tout a € C.

Enfin, vérifions que ||z[|? = (z, ). Mais

. 1 . .
(z,2)1 = |2l et (z,iz)1 = ne +if? = 1= i?)]|z[* = 0.

REMARQUE : £4, 5 et L2([0,1]) sont des espaces de Hilbert car pre-hilbertiens.

1.2.2 Projection orthogonale

Définition 1.7 Soit E un espace de Hilbert et x,y € E. On dit que x est orthogonal a y
si (x,y) = 0 et on note x L y. Soit M C E. On dit que x est orthogonal a M, et on
notex L M, six L m, Vm € M. Soit M C E un sous-espace vectoriel de E. On note
Mt ={z € E:x L M} le complément orthogonal de M.

Proposition 1.11 Soit M C E un sous-espace vectoriel d’un espace de Hilbert E. Alors M=+
est un sous-espace vectoriel fermé de E.

Preuve. Les deux propriétés de M+ sont des conséquences de la linéarité de = — (z, y) et
de la continuité du produit scalaire. O

Théoréme 1.10 (de Riesz de décomposition)
Soit M C E un sous-espace vectoriel fermé d’un espace de Hilbert E. Tout vecteur x € E
peut étre décomposé de maniere unique sous la forme

r=m+p, ol meMpeM. (1.6)

L’élément m est la projection orthogonale de x sur M et sera noté Pyx. Py est appelé
opérateur de projection sur M. Ainsi

x=Pyx+ Pyix  ouencore I =Py + Py (1.7)

Preuve. L’unicité de la décompostion (1.6) est claire puisque = L z ssi x = 0. Il reste a
montrer ’exsitence de cette décompostion.

Nous allons supposer que M # E. Si x € M la décompostion est triviale avec m = x et
n = 0. Nous supposons maintenant = ¢ E et comme M est un fermé on a que d = dist(z, M) =
inf{|lz —m|| : m € M} > 0. Pour chaque n > 1, soit m,, € M tels que ||z — my,||* < d? + 1/n.
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Alors {my,}n>1 est une suite de Cauchy. En effet, d’apres 1'égalité du parallélogramme pour
T —my et x —mgon a

I = mil* = 2 (llz = mall* + o — mxl|?) = 1|22 — (mp + m) ||

=2 ([lz = ma|® + [l — mi)|?) = 4llz — (matmil/2|®

1 1 1 1
<2(+=—+dP+=-2%)=2(=-+=
n k n k

puisque (ma+mi)/2 € M. On déduit que ||m,, — my|| — 0, lorsque n,k — oo et comme E est
un espace de Hilbert, il existe m € E tel que limy, oo my, = m. De plus m € M car M est
un fermé. Enfin, par la continuité de la norme on a que ||z — m|| = d, autrement dit m est le
plus proche élément de = dans M.

On écrit x = m + (x — m) et on pose p = x — m. Montrons que p € M. Pour tout autre
m/ € M et tout réel o, on a m + am’ € M. Alors

& <|lz —m—an/|* = (n— am/,p — am’) = ||p||* — a(p,m’) — a(m', p) + o |Jm/||*.

Comme |[|p|| = d, on trouve, pour tout a € R, 0 < —2aRe(p, m’) + o2||m’||2. On déduit que
Re(p,m’) = 0, Vm’ € M. Si on remplace m’ par im’ on trouve que Im(p,m’) = 0 et donc
(p,m') =0,Vm' € M. O

Corollaire 1.3 Soit M C E un sous-espace vectoriel fermé d’un espace de Hilbert E. Alors
M = (M*)*.

Preuve. Notons dans cette preuve M+ = F. Siz € M et y € F est quelconque, alors
(z,y) = 0, donc x € F+, autrement dit x € (M1)*. Si x ¢ M alors dans sa decomposition
(1.6) z =m+p,onap+#0avec p € F. On déduit (z,p) = (m + p,p) = (m,p) + (p,p) =
Ipl|? # 0, donc = ¢ F*. O

Proposition 1.12 Soit M C E un sous-espace vectoriel fermé d’un espace de Hilbert E.
Alors, lopérateur de projection est un opérateur linéaire borné satisfaisant Py = PJ%/[ et
(Pyzx,y) = (x, Pyy), Yo,y € M. Reciproquement, un opérateur linéaire borné P défini sur
un espace de Hilbert E a valeurs dans E, satisfaisant P = P? et (Px,y) = (z, Py), Vx,y € M.

Preuve. Il est clair que pour tout x € E, Py(Pyx) = Pym = m, d’apres (1.6). D’autre
part, il est clair que Pyyx L Py;1y done, par (1.7)

(Pux,y) = (Puz, Pyy + Pyoy) = (Puz, Puy) = (Pux + Pyox, Pyy) = (2, Puy).

Montrons que Py, est un opérateur linéaire. Soient x = m+p et ' = m’+p’ les décompositions
(1.6). Alors  +2' = (m+m/) + (p+p') avec m +m’ € M et p+ p' € M*. Comme la
décomposition est unique on conclut que Py (z + 2') = Pyx + Py’ De la méme fagon on
vérifie que Pps(ax) = aPyrx. Enfin, montrons que Py est un opérateur borné :

1> = [|Par + Pygeal® = (Pya + Pyrw, Pya + Pyia) = |[Paz||* + || Py > || Pare .

En particulier on a ||Pps|| < 1.
Réciproquement, soit P un opérateur ayant les propriétés de 1’énoncé. P étant linéaire
M = R(P) est un sous-espace vectoriel. De plus, z € M équivaut a l'existence de y € E tel
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que z = Py = P?y = Pz, autrement dit z € M < z = Pxz. D’aprés cette égalité et par
la continuité de P on déduit que M est un fermé. Vérifions que P = Py;. Six € M on a
Px =gz = Pyxz. Siy € M, on a Pyry = 0. De plus, (Py, Py) = (y, P?y) = (y, Py) = 0, donc
Py =0= Pyy. Quand z est quelconque dans F, on déduit d’apres ce qui précéde

Pz = P(Pyx + Pyix) = PPyx+ PPyix = Pyx+ 0= Pyx.

O

Proposition 1.13 Soit P : E — E un opérateur linéaire borné sur l’espace de Hilbert F.
Alors P est un opérateur de projection ssi P = P? et ||P|| < 1.

Preuve. Il suffit de montrer que P est un opérateur de projection lorsque P = P2 et || P|| < 1.
On pose M = R(P) et N = N(P). Comme dans la démonstration précédente M est un sous-
espace vectoriel fermé et © € M < x = Px. Comme P est linéaire continu, N est aussi un
sous-espace vectoriel fermé. On décompose © = Pz + (I — P)x et on remarque que Px € M
et (I — P)x € N puisque P(I — P) =P — P2 =0.

Montrons que N = M. Pour tout « € E, y := Pz —x € N. En particulier, si € N+
Px = 2+ y avec (z,y) = 0. Alors ||z]|? > ||Pz||? = |lz|* + ||y||* ce qui implique y = 0,
autrement dit £ = Pz ou encore x € M. Inversement, soit z € M < z = Pz. On écrit
z=y+xavecy € N et € N*. Mais alors z = Pz = Py + Px = Px = x (car N* C M).
On a obtenu que M C N+, donc M = N+ ou encore N = (N+)+ = M+, O

1.2.3 Ensembles orthonormaux

Définition 1.8 Un ensemble S de vecteurs d’un espace pre-hilbertien E est dit orthogonal
st x L y quelque soit x # y vecteurs de S. Si de plus ||z|| = 1, alors S est dit ensemble
orthonormal. Un ensemble orthonomal S d’un espace de Hilbert E est dit systéme orthonormal
complet (s.o.c.) s’il n’y a pas un autre ensemble orthonormal dans E contenant S comme
sous-ensemble strict.

Théoréme 1.11 (résultat admis) (existence d’un s.o.c.)
Tout espace de Hilbert E # {0} contient au moins un s.o.c. De plus, si S est un ensemble
orthonomal, il existe un s.o.c. contenant S comme sous-ensemble.

Théoréme 1.12 Soit S :={e) : A € A} un s.o.c. d’un espace de Hilbert E. Pour tout f € E
on définit les coefficients de Fourier (par rapport a S)

f)\ = (fae)\)'

Alors Uidentité de Parseval est vérifiée :

1£12 = ST 1A (1)

AEA

Preuve. D’abord nous allons démontrer L” inégalité de Bessel

Yo IAE <A (1.9)

AEA
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Soit A1,...,\, un ensemble quelconque fini d’indices A. Pour toute famille finie cy,,...,cy,
de nombres complexes on a, par orthogonalité des {e)}

n 2 n n
f—ZC)\je)\j :(f_ZCAje)\jvf_ZCAjeAj)
j=1 j=1 j=1
n n n n n
2 7 - 2 2 2 2
=7 =D en o, = Do an by + D e P= 112 =D 1P+ D1 — ey
j=1 J=1 J=1 J=1 J=1
Alors, lorsque les indices Ap, ..., A, sont fixés, le minimum de [|f — Y71, cyen; |? est atteint
quand ¢y, = f; ( =1,...,n). On a trouvé
2
n n n
2 2 2 2
F=> hen| =P =210 et D Ia P <IIfI™ (1.10)
j=1 j=1 j=1
Comme les indices A1, ..., A, sont arbitraires on déduit que fy =7 0 pour au plus un nombre
dénombrable d’indices A, disons A1, ..., Ay, .... En effet, pour chaque entier n > 1, le nombre

d’indices A pour lesquels |fy| > 1/n est fini (tout au plus n?||f||?). De plus I'inégalité (1.9) est
vérifiée.

Montrons que la suite {2?21 Iy e, }n>1 est convergente. On va montrer qu'elle est de
Cauchy. En effet, si m <n

n 2 n n n
2
Z el = (Z aens Z fren) = Z | ]

qui tend vers zéro, lorsque m,n — co. On pose f' = lim,_ Z?:l Ixex;-
Montrons que f — f’ = 0. Nous allons montrer que f — f’ est orthogonal & S. D’apres la
continuité du produit scalaire on a

(f = fex,) = lim (f =Y faeanen) = fr, = fy, =0,
k=1

etsiA#£ N (j=1,...,n,...)

(f = fex) :nhigo(f_zf%e/\k’ek) =0-0=0.
k=1

Comme S = {ey} est un s.o.c. on déduit que f — f' = 0 et donc f = limp0c 371 fr;€0;-
D’apresla continuité de la norme on trouve

2

0= lim |[f = fuen| =117 = lim > 1517 = 1717 =D AP
j=1

n—oo
j=1 AEA
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Corollaire 1.4 On a le développement en série de Fourier
n
f= ;f&% = Jiﬂo;ﬁf'%‘ (1.11)
J=z J=

Corollaire 1.5 Tout espace de Hilbert est isomorphe et isométrique a l'espace L2(A, A, m)
ot m est la mesure de comptage sur A, m({\}) =1, avec

E3> fe {fi} €L*(A,m)
au sens ol [ +g — {frx+ o}, af < {afn} et |fII* = {15 = Daea [/

Théoréme 1.13 (procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt)
Etant donnée une famille au plus dénombrable de vecteurs {x,} linéairement indépendants
d’un espace pre-hilbertien, on peut construire un ensemble orthonormal ayant le méme cardinal
que {x,} et qui engendre le méme sous-espace vectoriel que {zy}.

Preuve. On peu toujours supposer que x1 # 0. On va construire y1,ys2, ... et ui, ug,... par
réccurence :
5
Yyir =1, U1 = 7>
[yl
Y2
Y2 = x2 — (T2, u1)u1, Uy = T,
2l
- Yn+1
Yntl = Tpgl — Z(xn+1auj)uj> Upt1 = Tomiall
n

j=1

Ce procédé se termine si {z,} est un ensemble fini. Sinon, il continue indéfinement. I1 est
clair que y,, # 0 a cause de 'indépendance linéaire de x1,...,x,. Ainsi u, est bien défini. Par
récurrence, il est clair que chaque u,, est une combinaison linéaire de z1, ..., z, et que chaque
Ty est une combinaison linéaire de uq, ..., u,. Ainsi le sous-espace vectoriel engendré par les
u est le méme que celui engendreé par les x.

Par calcul : ||ui|| = 1 et que y2 L uy, donc ug L uy. De méme, [|u1]| = 1, y3 L wuy, donc
ug L wy. Ainsi, en répétant 'argument u; est orthogonal & wuo,us,...,uy,.... De la méme
fagon |lug|| = 1, y3 L wug, donc uz L ug. En répétant argument, on conclut que ug L wuy,
lorsque k > £. Ainsi {u,} est un ensemble orthonormal. O

Corollaire 1.6 Soit E un espace de Hilbert séparable. Alors E admet un s.o.c. au plus
dénombrable.

Preuve. Supposons que {ay}n>1 est une suite de vecteurs de E dense dans E. Soit z; le
premier élément non-nul de {a,}, 2 le premier a; qui ne se trouve pas dans le sous-espace
vectoriel fermé engendré par x1, etc x,, le premier a; qui ne se trouve pas dans le sous-espace
vectoriel fermé engendré par zi,...,z,_1. Il est alors clair que les a et les x engendrent le
méme sous-espace vectoriel fermé de E et, en fait, ce sous-espace est I’espace entier E a cause
de la densité de {a,}. Si on applique le procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt & {z,,}
on obtient {u,} un systéme orthonormal au plus dénombrable et qui engendre E tout entier.
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L’ensemble orthonormal {u,} est complet car sinon, il existerait 0 # u L wu,, pour tout
n, donc u est orthogonal a tout F. O

REMARQUE : Soit E = L?(Ja,b[, B(]a, b[), 1). On orthogonalise I’ensemble des mondmes

1,s,8% 83, ...

et on trouve les polynémes orthogonaux de Tchebytchev :
Py(s) = cste., Pi(s), ...
tels que ,
/a Pj(s)P(s)p(ds) = 0k,  Jj, k> 1.

Cas particuliers : a = —1,b = 1,u(ds) = ds les polynémes de Legendre, a = —o00,b =
oo, pu(ds) = e~ ds les polynémes de Hermite, a = 0,b = oo, u(ds) = e~ *ds les polynémes de
Laguerre.

1.2.4 Théoreme de représentation de Riesz

Théoréme 1.14 (de Fisher-Riesz de représentation)
Soit E un espace de Hilbert et f une fonctionnelle linéaire bornée sur E. Alors il existe un
unique vecteur Y, € E tel que

f@) = (z,y,), Ve e B, et [[f[| = lly,l- (1.12)

Réciproquement,, tout vecteur y € E définit une fonctionnelle linéaire bornée f, sur E par

f(@) = (@y)VeeE, e |f,[=lyl (1.13)

Preuve. L’unicité de y, est claire puisque (x,z) = 0, Vo € E, implique z = 0. Montrons
lexistence. On notera dans cette démonstration N = N(f) ={z € E: f(z) = 0}. Comme f
est linéaire continue, N est un sous-espace vectoriel fermé. Le résultat est trivial si N = F
car dans ce cas on prend y, = 0. Supposons que N # E. Alors, d’apres le théoréme de Riesz

de décomposition 1.10 il existe un yy # 0 appartenant & N ©. On pose

~ flw)
A

¥ .

et nous allons montrer qu’il satisfait les conditions du théoréme.
Six € N, alors f(r) =0 = (x,y,). Par ailleurs, si = ayo, alors

f(yo
(z,9,) = (avo,y,) = (o, H;dﬁ Yo) = af(yo) = f(ayo) = f(z).
Puisque f(z) et (z,y,) sont des applications linéaires en z, légalité f(z) = (z,y,), Vo € E
sera vérifiée des que 1’on montre que E est engendré par N et yo. En effet, comme f(yo) # 0,

[ @)
o) Y T gy v

ZL‘:(ZL‘— yf)+
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Le premier terme au membre de droite est un élément de N car

f(x) f(z)

SISO 7v,)

y,) = f(x) - fly,)=0.

Par ailleurs, on a

Il = sup [f(z)| = sup [(z,y,)| < sup [[lz] - |yl = lly,l

llzll<1 llzll<1 llzll<1
et aussi y y
£l = sup [f(2)] > [f (50l = 1Ayl =y, -
Iz <1 ly, ly,
On a donc obtenu que || f|| = [ly,||-
Pour I'autre sens du théoréme il suffit de remarquer que |f, (z)| = |(z,y)| < |z - [[y]|. O

Corollaire 1.7 Soit E un espace de Hilbert. La totalité E* des fonctionnelles linéaires bornées
sur E constitue un espace de Hilbert. Il existe une correspondance bijective qui preserve la
norme f < y, entre E* et E. Par celte correspondance on peut identifier E* et E en tant
qu’ensembles mais pas comme espaces vectoriels puisque

(1 fi + azfa) < (@1 fi + aaf2)
lorsque a1, a9 € C.

Preuve. E* est un espace de Hilbert muni du produit scalaire (f1, fo) = (yf1 , yf2). O

Corollaire 1.8 Toute fonctionnelle linéaire continue T sur E* est en correspondance bijec-
tive a un unique élément t € E par

T(f)=f(@),Vf e E".

L’application est une isométrie linéaire.
Preuve. Il suffit de remarquer que pour tout complexe o« = a. ]

Définition 1.9 L’espace E* est le dual de E. On peut identifier, au sens du corollaire
précédent, E au bidual (E*)*. Cette propriété est la reflexivité des espaces de Hilbert.

1.3 Exercices

1.1 (quelques rappels d’algebre)

i) Deux espaces vectoriels de dimension finie sur un méme corps sont isomorphes si et
seulement si ils ont la méme dimension.

ii) Soit E un espace vectoriel de dimension finie et soient M et N deux sous-espaces
vectoriels de E tels que £ = M & N. Alors dimFE = dimM + dimN.
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iii) Soient E et F' deux espaces vectoriels et soit T' € L(FE, F) une application linéaire de F
dans F'. On note

NT)={zxeE:Tx=0} et R(T)={yeF:y=Tzx,xzcE}.

On considere Iespace quotient F/N(T') et on note &, la classe ayant pour représentant
x. Alors application © définie par ©(§,;) = Tx est un isomorphisme entre E/N(T) et
R(T).

iv) Soit E un espace vectoriel tel que E = M @© N, avec M et N sous-espaces de E. Alors
E/M est isomorphe a N.

v) Soient E un espace vectoriel de dimension finie et M un sous-espace vectoriel de FE.
Alors dimE /M = dimE — dimM.

vi) Soient E un espace vectoriel et M un sous-espace vectoriel de E. Alors M est de
codimension finie d si et seulement si il existe d vecteurs linéairement indépendants
T1,...,2q € E tels que tout z € E admet une unique représentation de la forme
r=a1r1+...+agrg+y,onay,...ag € Ketye M.

1.2. Montrer que I’hypothése de positivité d’une norme peut étre retrouvée a partir de toutes
les autres hypotheses de la définition d’une norme.

1.3. Soit F un espace vectoriel normé. Montrer que

vl <2

1.4. Soit I'application sur R?

, x#0,y#0.
Nzl yll

(z,y) — sup |z +ty|
te(0,1]

Montrer que le supremum dans ’expression précédente est un maximum et ensuite qu’il s’agit
d’une norme sur R2.

1.5. Soit R[X] I’ensemble des polynémes a coefficients réels. Montrer que R[X] est un espace
vectoriel normé muni de

1
(P+Q)(@) = P@)+ Q). (aP)@) =aP(@). [Pli= [ |Pla)lde.
Calculer || P|| (r > 1 entier), pour P(z) = z".

1.6. (caractérisation des espaces de Banach) Soit E un espace vectoriel normé. Montrer que
les affirmations suivantes sont équivalentes :

i) E est un espace de Banach;

ii) toute série absolument convergente est (fortement) convergente ;

ii) pour toute suite {z,}p>1 vérifiant ||z,| < "

(fortement) convergente.

;avec 0 < ¢ < 1, la série >, o @, est
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1.7. Soit E un espace vectoriel normé et M un sous-espace fermé de E. Montrer que toutes
les classes d’equivalences £ (modulo M) sont des fermés de E.

1.8. (quelques rappels d’analyse) Soit E un espace vectoriel normé.
i) Montrer que toute suite convergente dans F est de une suite de Cauchy.
ii) Montrer que toute suite de Cauchy est bornée.

iii) Montrer que I'image d’une suite de Cauchy par une application uniformément continue
(a valeurs dans un autre espace normé F') est une suite de Cauchy.

1.9. (espace produit) Soient E et E’ deux espaces de Banach munis respectivement des normes
|||l et ||-|I'. Sur I'espace produit E x E’ on introduit

@, l" = llzll +llyll's  (2,y) € Ex E".

Montrer que cette application est une norme sur E' x E’ et que cet espace normé est un espace
de Banach. Méme question avec

I, )" = max{{l], lyl},  (2,y) € B x E"

1.10. (espaces R? CY) Vérifier que sur R?, resp. CY, les quantités suivantes sont des normes
d /2 d
lzllz = { D lalP | s Nl =) lzjl, lelloo == max |al.
j=1 J=1

1<j<d
Justifier que ces espaces sont des espaces de Banach.

1.11. (espace de fonctions continues) Soit S un espace métrique quelconque. On note par
C(S;R), resp. C(S;C), I'ensemble des fonctions continues bornées a valeurs réelles, resp.
complexes, définies sur S. Montrer que ces ensembles sont des espaces de Banach avec

(@+y)s) =a(s) +y(s),  (aw)(s) = azls), [|lz]] := supla(s)]

La convergence des suites pour cette norme est la convergence uniforme des fonctions sur S.
1.12. Montrer que ||z||2 := (fol |2(s)|2ds)"/? définit une norme sur C([0,1];R).

1.13. (espace de fonctions lipschitziennes) Montrer que sur ’espace vectoriel des fonctions
lipschitziennes x : [0, 1] — R, I'application

—x(t
x+— |z(0)] + sup 7@(8) z(t)|
o<s<t<l |5 —1

est une norme.
1.14. (espace de fonctions dérivables) Soit £ = {x € C'([0,1];R) : (0) = 0}, ot1 C'([0, 1];R)

désigne I'ensemble des fonctions dérivables & dérivée continue sur [0, 1] dans R. Montrer que
les applications suivantes sont des normes sur F :
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= supgefo,) |#(s)];
= supgepo,1) [ ()] ;

@ ([ (Ja(s)]? + |2/ (s)|2)ds) 2.

1.15. (espace des fonctions p-intégrables) Soit (S, B, ) un espace mesuré et p € [1, co[. Nous
allons noter par LP(S;R), resp. LP(S;C), ’ensemble des fonctions z : § — R, resp. z : S — C,
B-mesurables et telle que |z|P est p-intégrable sur S.

i)

iii)

Montrer que ces ensembles sont des espaces vectoriels munis de

(z +y)(s) = 2(s) +y(s), (ax)(s) = ax(s).

el = (] |:c<s>|pu<ds>)l/p.

Montrer que ||z||; satisfait I'inégalité triangulaire.

On pose

Soit p €]1, oo et on note p’ 'exposant conjugué de p, défini par 1/p+1/p’ = 1. Montrer que
le minimum de la fonction f(c) = <*/p+ 1/p’ — ¢, ¢ > 0, est atteint en ¢ = 1 uniquement
et calculer ce minimum. En déduire ’inégalité de Young : pour tous a,b > 0

ab o
ab < - + 7/7
p p
avec égalité si et seulement si a = b7/,

Supposons que A = ||z||, et B = ||y||,y sont les deux non-nulles. On pose a = |z(s)|/A
et b = |y(s)|/B. Utiliser I'inégalité de Young et une intégration pour déduire I’inégalité
de Holder

Jletowolutas) < ([ letoru ds)% (/ |y<s>\p’ﬂ<ds>)w.

Montrer que cette inégalité est vraie méme si au moins un des A, B s’annule. L’égalité
a lieu si et seulement si il existe une constante positive ¢ telle que |z(s)| = ¢|y(s)[/®V
pour p-p.t. s € S (ou |y(s)| = clz(s)]/»~* pour p-p.t. s € S).

Montrer que

[ 1a9) + y)Putds) < [ fats) +yo)P alo)la(ds) + [ Jols) + p(s) y(ln(ds).
S S S

Utiliser I'inégalité de Holder ainsi que le fait que p’(p — 1) = p pour déduire I'inégalité
de Minkowski

([ 1o+ st ds) < ([toru d5>1/p+< / |y<s>|pu<ds>>l/p

c’est-a-dire I'inégalité triangulaire pour || - [|,. L'égalité a lieu si et seulement si il existe
une constante positive ¢ telle que = cy p-p.p. (ou y = cx p-p.p.)
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vi) Montrer que la condition ||z||, = 0 est équivalente & = 0 p-p.p. Soit le sous-espace
vectoriel M des fonctions nulles p-p.p. et soit Iespace quotient LP(S;R)/M, resp.
LP(S;C)/M. Montrer que sur cet espace la norme quotient d’une classe de représentant
x coincide avec la norme ||z||,. Les espaces quotient avec cette norme seront notés
LP(S;R), resp. LP(S;C). Nous allons identifier une fonction a sa classe d’équivalence,
pour simplifier.

vii)* On veut montrer que LP(S) est un espace de Banach. Soit {zy, }»>1 une suite de Cauchy
dans LP(S5).

(a) Montrer qu’il existe une sous-suite {z,, }r>1 telle que la série

Z(‘T?’LkJrl - mnk)

E>1
soit absolument convergente.
(b) On note
-
Yr = |on, | + Z [T — Tny | € LP(S).
k=1
Utiliser I'inégalité triangulaire et le lemme de Fatou pour vérifier que

/ lim y,(s)Pu(ds) < oo.
S

r—00

(c) En déduire que lim, . y, existe finie p.p. et donc lim, . 2y, , existe finie p.p.
notée Tso.

(d) Utiliser encore une fois 'inégalité de Fatou pour déduire que

r—

p
o0

/ lim (2, — 2o P(d5) < | 3 Jmss = 2l | -
5700 ot

En déduire que 2o — xp, € LP(S) et donc zo € LP(5).

(e) Montrer que limy_,o ||Zoo—Zn, ||, = 0 et que limsup,,_, o [|[xoc—2y]|, = 0. Conclure.

1.16.* (espace L*°) Soit (S, B, 1) un espace mesuré. Une fonction mesurable x est dite essen-
tiellement bornée s’il existe une constante positive c telle que |z(s)| < ¢ pour p-p.t. s € S. L’in-
fimum de toutes ces constantes ¢ est noté esssup,cg|z(s)|. Comme dans 'exercice précédent
on identifie les fonctions égales u-p.p. (donc avec la classe modulo M = {z = 0p.p.}).

i) Montrer que 'ensemble L°°(S;R), resp. L°>°(S;C), des fonction mesurables essentielle-
ment bornées est un espace vectoriel normé muni de

(z +y)(s) = 2(s) +yls), (ax)(s) = ax(s), [[z[lo := esssupsegla(s)].

(on définit comme dans Iexercice précédent L>°(S5)).
ii) Montrer que L*°(S) est un espace de Banach.

iii) On veut montrer que si p(S) < oo, alors, pour z € L*°(S), lim,_. ||z]lp, = ||2|le, o1t
|| - |lp est la norme de LP(S5).
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(a) Montrer que
1/p
lim sup </ |a:(s)\p,u(ds)> < esssup,eglz(s)|.
p—00 S

(b) Montrer que pour tout € > 0, il existe un ensemble mesurable A. de mesure
1(Ag) > 0 tel que

<LW@WM%0%>MMJW@%M%ﬂﬂﬂ_@.

En déduire

mm&(éuwwmw0%>@mwMQM@rw»

p—0Q

1.17.

i) On considere I’ensemble /o, de suites z = (u;);>1 & valeurs dans R ou C bornées (on
peut regarder z comme une application de S = {1,2,...} dans R ou C avec z(j) = u;).
Montrer qu’il s’agit d’un espace vectoriel normé muni de

(@+y)(J) =z0) +y0), (ax)(j) =az(j), j=1, [z|o =suplz(j)|l=suplul.
Jjz1 j=1

Montrer ensuite que (£, || - ||s) est un espace de Banach.

.t , . ARy o o .
ii) Montrer que I'ensemble des suites z = (u;);>1 tels que lim;_,o u; existe constitue un
espace vectoriel normé, noté ¢ avec

(@+y)() =) +y(), (ex)(j) =az(j), j=1, [zl :=suplz(n)| =sup|u
n=l1 nz=1
et c’est un espace de Banach.

iii) Montrer que I'ensemble de toutes les suites z = (u;);>1 tels que limj_,o u; = 0 existe
constitue un espace vectoriel normé, noté ¢y avec

(@ +y)J) =2() +y(), (ax)(j) =az(j), j=21, [afe:= sup [z(n)| = sup |t
n> n>=
et c’est un espace de Banach.

iv) Montrer que I’ensemble de toutes les suites = (u;);>1 tels que supp(z) = supp(u;)
est fini (ici supp(u;) = {j > 1 : uj # 0} est le support d’une suite) constitue un espace
vectoriel normé, noté cgy avec

(z+y)(J) =z0() +y0), (ex)(j) =az(j), j=1, [z]e = suplz(n)| = sup|u

n=1 n>1
et ce n’est pas un espace de Banach.

v) Soit p € [1,00[. Montrer que ’ensemble de toutes les suites z = (u;);>1 tels que la série
> j>1 [uj[P < oo constitue un espace vectoriel normé, noté £, avec

1/p

(z+y9)U) =20) +y(), (ax)(y)=az(l), =1, |zlp:= le(j)lp
j>1

et c’est un espace de Banach.
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1.18. Soient 1 < p < ¢ < oo. Montrer que ||z||; < ||z||, pour x € £, mais que ||z|, < ||z,
pour z € L4([0,1]). En déduire que ¢, C ¢, et L4([0,1]) C LP([0,1]) et que les opérateurs
identité correspondants ont la norme 1.

1.19.
i) Si € LP°([0,1]) pour un pg > 1, montrer que lim,; [|z|, = ||z[1.
ii) Montrer que si x € L>°([0,1]) alors limy, .o ||z, = ||%]/co-

iii) Si z € ¢, pour un certain ¢ > 1, montrer que lim,_. [|z||p, = ||Z|cc-

1.20. (séparabilité) Montrer que
i) sip € [1,00], ¢, est séparable;
ii) c et ¢y sont séparables;
iii)* /o, n’est pas séparable;
iv) C([0,1]) est séparable;
v) sip € [1,00[, LP([0, 1]) est séparable;
vi) L*°(]0,1]) n’est pas séparable.

1.21. Montrer que pour tout p > 1, il existe une isométrie linéaire entre £, et un sous-espace
de LP([0, 1]).

1.22. Une propriété P est dite propriété des trois espaces si la phrase suivante est vraie :
pour un sous-espace M fermé d’'un espace vectoriel normé E, si M et E/M ont la propriété
P, alors E a la propriété P.

i) Montrer que la propriété d’étre un espace complet est une “propriété des trois espaces” ;

ii) Montrer que la propriété d’étre un espace séparable est une “propriété des trois espaces”.

1.23. Soient M, N deux sous-espaces d’un espace de Banach E telles que M et N soient
isomorphes. E/M et E/N sont-elles isomorphes? On pourra considérer fo, {(0,u2,us,...)}

et {(0,0,us,...)}.

1.24. Soit = = (u;) € Lo et le sous-espace co. Montrer que dist(z,co) = limsup;_,, |u;]. En
déduire que la norme sur £ /co est |[€;[| = limsup,;_,, [uj], olt & est la classe de représentant

r = (Uj)

1.25. Soient || - [|; et || - |2 deux normes sur un espace vectoriel E. On note B; = {z € E :
llz]|; <1}, 7 = 1,2 les boules unité pour les deux normes.

i) Montrer que ||z[|; < c||z|2, V& € E (¢ > 0) si et seulement si 1By C By.
ii) Montrer que si les normes sont équivalents alors B; et By sont homéomorphes.

1.26. Soit T € B(E, F), ou E, F sont deux espaces vectoriels normés. Montrer que

T[] = sup{ || T[] : lz|| <1} = sup{||T| : [l=] = 1}
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1.27. Soit T € L(E,F), ou E,F sont deux espaces vectoriels normés. On suppose que
{T'zp}n>1 est bornée pour chaque suite {xy}n,>1 telle que ||z,| — 0, quand n — oco. T
est-il nécéssairement continu ?

1.28. Soit T' € B(E, F), ou E, F sont deux espaces de Banach. Montrer que s’il existe ¢ > 0
telle que ||[Tz|| > d||z|, V& € E, alors R(T) est un espace de Banach. De plus T est un
isomorphisme de F dans F'.

1.29. Soit T' € B(E, F), ou E, F sont deux espaces vectoriels normés. On suppose que 7" est
bijective. Dans F on note Bp = {z € E : ||z|]| < 1} et Sp ={z € E : ||z|]| = 1} et de méme
dans F, B, Sp. Les affirmations suivantes sont equivalentes :
i) T est une isométrie de E sur F';
ii) T(Bg) = Br;
iii) T'(Sg) = Sr;

o

iv) T(Bg) = Bp.

1.30. Montrer qu'un espace de Banach est séparable si et seulement si Sp = {z € E : ||z|| = 1}
est séparable.

1.31. Montrer que l’espace normé L?(S;K) est un espace de Hilbert avec le produit scalaire

(x,y) = [ 2(s)y(s)u(ds).
S

Montrer que {\/%emt :n = 0,£1,42,...} est un systéme orthonormal complet de I’espace
L2([0, 27]; C).

1.32. Montrer que ’espace normé f5 est un espace de Hilbert avec le produit scalaire

(@,9) = ((uy), (v7)) ==Y u;m5.

j=1

1.33. Montrer que I’espace normé C*(]0, 1[; R) avec la norme ||z := (fol(]ac(s)\Q—i-]a:'(:s)]2)ds)1/2
est un espace prehilbertien dont on indiquera le produit scalaire.

1.34. Soit E un espace de Hilbert. Montrer que || - || satisfait 1’égalité du parallélogramme
généralisée
T 2 T
DD e =27l
ej==1 || j=1 j=1

1.35. Montrer que dans £ = ¢ I'orthogonal du sous-espace des suites ayant le support fini
est {0}. On pourra considérer une base orthonormée {e, } et calculer (z,e,) pour n € supp(z)
et © € E. Commenter le résultat.

1.36. Soit {e,,} une suite orthonormée dans ¢5, e, = (u?) Montrer que pour tout 7 > 1,
lim,,— oo ugb =0.
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1.37. Soit E un espace de Hilbert séparable de dimension infinie et soit {e,},>1 une base
orthonormée. On pose, pour = < Tnen, 2|0 := >_,>; 27" |zn|. Montrer que [ - [|o est
une norme qui n’est pas équivalente a la norme de F.

1.38. Soit A :={z = (u;) € lo: 3 ;54(1 + %)u? < 1}. Montrer que A est un fermé borné
mais ne contient pas un élément de norme égale au sup{||z| : z € A}.

1.39.* Le cube de Hilbert est défini par C := {x = (u;) € £2 : Vj > 1,|u;| < 277}. Montrer
que C est un compact de £s.

1.40. ('espace de Hardy-Lebesgue) Soit H L? I'ensemble des fonctions f : C — C & valeurs
complexes qui sont holomorphes dans le disque unité {z € C : |z| < 1} et telles que

2
sup / |f(re')|2df < .
0

0<r<1

Montrer que HL? est un espace prehilbertien avec la norme

. 1 o 1012 &
I71i= s [ ([ Irtrepan) |

qui est isomorphe a foy (ain51 HL? est un espace de Hilbert). On pourra remarquer que
f(2) = 2250657 et calculer o f | f(re??)|2d6. Ensuite, étant donné (c;) € £o, montrer que

la fonction z — 2320 c;7) appartient a HI?.
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Chapitre 2

Théoremes de Banach et
conséquences

2.1 Etude de I’espace B(E, F)

2.1.1 Théoréemes de Banach

Théoréme 2.1 (de Baire)
Soit E un espace de Banach tel que E = U,>1A, avec A, fermé. Alors il existe ng > 1
entier tel que /olno # (. Autrement dit, une réunion dénombrable de fermés d’intérieur vide
est encore d’intérieur vide.

Preuve. Supposons le contraire, que pour tout n > 1, An = (), autrement dit A = E, ou
encore, que tout A¢ est dense dans E.

Il existe By = {z : [z — z1]| < m1} C Af avec 0 < 1y < 1/2 et avec z1 qui peut étre
choisi aussi proche que 'on veut de tout point de E. Par densité de A§, I'ouvert A§ N B
n'est pas vide donc il existe By := {z : || — za]| < m} € ASN B; avec 0 < ro < 1/22. En
rpétant 'argument on obtient une suite {B,} de boules fermés, B,, := {z : ||z — z,|| < .}
avec 0 < rp, < l/on B, C B, et B,N A, =0, pour tous n > 1.

La suite des centres {z,},>1 est une suite de Cauchy puisque, Vn < m, x,, € B, et
|zn — zm| < rp < /20 — 0, lorsque n — co. Soit 2o, € E la limite de x,, (E étant complet
I'existence d’un tel zo, est garantie). On a, sin < m, |2y — Zoo|| < ||@n — Tm || + ||Tm — Too|| <
Tn + ||Tm — Too|| — Tn, lorsque m — oo et cela pour tout n > 1. Clest-a-dire que xo € By,
Vn > 1, donc @i fy & An, Y1 2> 1, ou encore oo ¢ Up>1 4, = E, ce qui est absurde. ]

Définition 2.1 Soit {T\ : A € A} C B(E,F) une famille d’opérateurs linéaires continus
entre deuz e.v.n. On dit que la famille est ponctuellement bornée si Vx € E, il existe Cy > 0
tels que supycy ||[Thz|| < Cyp. On dit que la famille est bornée s’il existe C > 0 tel que
supyen [T < C.

REMARQUE : Il est clair qu'une famille bornée est ponctuellement bornée, car supyep || Thz|| <
C||z||, Vx € E. Le résultat suivant donne la réponse inverse.

Théoréme 2.2 (de Banach-Steinhaus, principe de la borne uniforme)
Soit E un espace de Banach et F' un e.v.n. Soit {T) : X\ € A} C B(E,F) une famille

27
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d’opérateurs linéaires continus. Si la famille est ponctuellement bornée, alors la famille est
bornée.

Preuve. On pose 4,, = Nxea{z € E : ||Thz| < n}. I1s’agit d’'un fermé en tant qu’intersections
de fermés (les opérateurs sont continus). Soit x € E quelconque. D’apres I’hypothese, il existe
ng = 1 tel que ||Thz|| < ng, pour tout A € A, donc z € A,,,. Autrement dit £ = U,>14,.

D’apres le théoreme de Baire, il existe ng > 1 tel que A,, contient un ouvert. Ainsi,
il existe un centre zo € E et un rayon r > 0 tels que la boule Bg(zg,r) C Ap,. Puisque
Bg(xo,7) = x0 + rBg, pour tout x € B, pour tout A € A, ||Th\(xo + rz)|| < ng. Remarquons
que chaque A,, est symétrique, donc la boule Bg(—x¢,r) C Ay,,, d’out pour tout = € Bg, pour
tout A € A, || Ta(—x0 + )| < no.

Soit © € Bg et A € A quelconques. Alors ro = (2o + rz) + 3(—zo + rz) satisfait
I (rz)|| < ng, d’ou ||T)|| < no/r, VA € A. O

Corollaire 2.1 (principe de résonance)

Soit {Ty}n>1 une suite d’opérateurs linéaires bornés définis sur un espace de Banach E a
valeurs dans un e.v.n. F. Supposons qu’il existe la limite lim,,_.o Tpx = Tx pour chaque
x € E. Alors T est aussi un opérateur linéaire borné défini sur E a valeurs dans F' et on a

1T < 11m1nf||T Il

Preuve. Comme || - || est continue, on déduit que lim,_, || Tpz|| = || T, donc {||T,x| }n>
est bornée pour chaque z € E. D’apres le principe de la borne uniforme sup,,>; ||T,|| < oo,

d’ou ||T,x|| < sup,>1 [|Tall - [|[z]| (n = 1). Encore par la continuité de la norme on trouve

[Tz]| < T [Tz < lininf [ T[] - |[z].
O

Définition 2.2 SoitT € L(E,F) et S € L(F,G), E,F,G e.v.n. Alors ST := SoT € L(E,G)
défini par ST (xz) = S(Tx), Vx € E.

Proposition 2.1 Soient T € B(E,F) et S € B(F,G), E,F,G e.v.n. Alors ST € B(E,Q)
et |ST| < ||S|| - |IT|l. En particulier, si T € B(E, E), alors ||T"||leq||T||", ot T = TT"*
(n>=1,T°=1, Iz = x Yo € E lopérateur identité).

Preuve. |[STx| < [|S(Tz)[| < [S] - [[T=]| < [S] - [IT] - [l .

Corollaire 2.2 SoitT € B(E, E), ou E est un espace de Banach. Supposons que ||[[-T] <1
Alors T admet une inverse opérateur linéaire borné donné par

n

1 ok
T x—nangoZ(I T)'xz, ze€kE.

k=0
Preuve. Pour tout z € £
n n n o0
> (I - 1)k I =T)a| <Y NI =D - o <D NI =D - [l
k=0 k=0 k=0 k=0
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ou la série au membre de droite est convergente puisque || —7T'|| < 1. Comme E est un espace
de Banach, d’apres le principe de résonance on déduit que lim, oo > o (I =T )’l‘c existe et
définit un opérateur linéaire borné sur F.

Il reste a vérifier qu’il s’agit de 'inverse de 1" : pour tout z €

T lim Zn:(l — Tz = lim (I — (I -T)) (f:(f - T)’%) = lim (z— (I -T7)""'2) ==

n—oo n—oo
k=0 k=0

et de la méme facon (lim, oo > p_o(I — T)F) Tz = a. O

Théoréme 2.3 (de Banach, principe de l'application ouverte)

Sotent | F deuz espaces de Banach et T un opérateur linéaire continu de E dans F'. Suppo-
sons que T est une application surjective sur F. Alors T envoie chaque ouvert de E dans un
ouvert de F.

Corollaire 2.3 Soient E, F deux espaces de Banach et T un opérateur linéaire continu bi-
jectif de E sur F. Alors T~' est un opérateur linéaire continu de F sur E.

Lemme 2.1 Soient E, F deux espaces de Banach et T un opérateur linéaire continu de E
dans F. Supposons que T est une application surjective sur F. Alors il existe § > 0 tel que
T (Bg) 2 Br(0,9).

Preuve du théoréme 2.3 avec le lemme 2.1 admis. Soit O # () un ouvert et soit
yo € T(0). 1l existe g € O tel que Ty = yp. Soit Br(zg,r) C O. Alors, d’apres le lemme,

BF(y(), T(5) =1y + BF(O, T'(S) Cyo+ T(BE(O, T’)) = T(BE(xo, 7")) - T(O),

autrement dit, 7'(0) est un ouvert. O

Preuve du lemme 2.1. Comme T est surjective

F = T(E) =T (Un>1nBE) = UnglnT(BE) = Un>1nT(BE).

Comme F est complet, d’aprés le théoreme de Baire, il existe ng > 1 tel que nyT(Bg) soit
d’intérieur non-vide et donc, T'(Bg) est aussi d’intérieur non-vide. De plus, T'(Bg) est un
convexe symétrique par rapprt a 0, donc il contient une boule centrée en 0 de rayon « > 0,
T(BE) D BF(O,a).

Nous allons montrer que T'(Bg) D Bp(0,«) implique T(Bg) D Br(0,3), V48 < «. En
remplacant 1" par éT, il suffit de montrer I'implication

T(BE) DBF:>T(BE) DBF(O,é), Vi < a.

Pour n > 1, soit ¢, = (1=0)/2n. Soit y € Br(0,6) = dBr C 6T(Bg) = T(Bg(0,0)). 1l
existe z1 € F tel que ||z1]] < d =: g0 et ||y — Tz1| < e1. Mais alors y — Txy € Bp(0,e1) =
e1Br C e1T(Bg) = T(Bg(0,¢1)). Il existe x5 € E tel que ||x1|| <eq et ||y — Tz — Tzl < e2
etc. On trouve donc une suite {x,,},>1 telle que

(5

Tn € E7 ”mnn < En—1, < En, Vn = 1.
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Ona > lznll € 22,516n—1 = 1 et comme E est complet, on déduit la convergence de
la série ), <, 7. Notons x sa somme. D’apres la continuité de la norme on a que [[z| =
limp oo || 2ohoy kel < limp—oo D04y llzell = 32,51 l7all = 1. Par continuité on doit avoir
y=Tx =3 T, Alors y € T(Bg) et la démonstration est complete. O

Corollaire 2.4 Soit E un e.v.n. et ||-||1 et || - ||2 deux normes sur E telles que (E, || - ||1) et
(E,| - ||2) soient deuz espaces de Banach. Supposons que les deux normes sont comparables,
c’est-a-dire qu’il existe ¢ > 0 tel que ||z||1 < c||z|2, Vo € E. Alors les deux normes sont
équivalentes.

Définition 2.3 Soit T' un opérateur linéaire entre deux e.v.n. E& et F'. Le graphe de T est
G(T) ={(x,Tx) € Ex F :xz € E} en tant que sous-espace de l’espace produit E x F muni
de la norme || - ||g + || - [|F- On dit que T est un opérateur fermé si G(T') est un fermé dans
E x F ou équivalent si lorsque {zp}n>1 C E telle que lim,, oo x,, = et limy, oo Tzp =y on
alTr =y.

REMARQUE : Il est clair que si T' € B(E, F') avec E, F e.v.n. alors T' est un opérateur fermé.

Théoréme 2.4 (de Banach, principe du graphe fermé)
Soient E, F deuz espaces de Banach et T € L(E,F) un opérateur fermé. Alors T est un
opérateur continu.

Preuve. Le graphe G(T') est un sous-espace fermé de ’espace de Banach produit E x F.
Par conséquent, G(T') est un espace de Banach. L’application linéaire p : G(T) — E donnée
par p(z,Tx) = z est bijective et continue (car ||p(z,Tz)||r = |zllg < ||z|lg + |Tz||F)-
D’apres le principe de l'application ouverte Iinverse p~! de p est continue. L’application
linéaire ¢ : G(T)) — R(T') C F donée par q(z,Tx) = Tx est aussi continue. Par conséquent
T = qop ! est aussi continue de E dans F. U

Définition 2.4 Un sous-espace fermé M C E d’un ew.n. E est dit direct s’il existe un
sous-espace fermé N C E tel que MNN ={0} et E=M & N.

Corollaire 2.5 Un sous-espace fermé M C E d’un espace de Banach E est direct ssi il existe
P € B(E,E) avec P>=P et M = {x € E: Px = x}.

Preuve. Supposons d’abord qu’il existe un tel P. Alors N = P~1({0}) est un fermé de E et
x = Pz + (x — Px) c’est I'unique décomposition de z en © = m +n avec m = Px € M et
n € N (car P(z — Pz) = 0). On déduit que M est direct.

Réciproquement, supposons M direct. On pose Pr = m lorsque x admet une unique
décomposition 2 = m+n avec m € M et n € N. Alors on peut voir que P € L(E, E) et P> =
P. Reste a vérifier la continuité de P. Soit {z;}r>1 C F, limg_oo 2 = 0 et limy_oc Py, = y.
Mais Pzjy = my lorsque xp = my + ny et donc {Pzy} C M. Comme M est fermé on déduit
que y € M. Comme limy_, o (mg+mng) = 0 et limg_, o my = y on déduit que limy_, oo g = —y.
N étant fermé et {ny} C N, on déduit que y € N. Alors y € M NN = {0}, donc y = 0
d’apres le principe du graphe fermé P est continu. O
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2.1.2 Classes remarquables d’opérateurs

Définition 2.5 Soient E, F deux espaces de Banach et T € B(E, F). On définit le dual T*
de Uopérateur T un opérateur défini sur F* par T* f(x) = f(Tz), pour tout x € E et toute
feF”.

Proposition 2.2 Soient E, F deux espaces de Banach etT € B(E, F). Alors T* € B(F*, E*)
et || T = [|T]|.

Preuve. Montrons déja que T* est bien défini. Il est facile a vérifier que I'application = +—
f(Tz) est linéaire, donc = +— T* f(x) est linéaire. Soit x € E. Alors |f(Tx)| < || f| - ||Tz| <
A1) - ||]|- Ainsi T f est aussi une application bornée donc T* f € E*. Il est facile & vérifier
que l'application f — T*f est linéaire et d’apres l'inégalité précédente || T*f|| < || T - || fII-
On déduit que T* € B(F™*, E*) et [|[T™| < ||T|.

Pour obtenir I'inégalité inverse on peut utiliser une conséquence du théoreme de Hahn-
Banach, le Corollaire 2.7 qui sera démontré au §2.2.1 ci-dessous. Pour tout x¢ € E, il existe
fo € E* telle que || fo| =1 et fo(Txo) = ||[Tzol|. On pose f§ :=T*fo € E*. Alors f§(zo) =
fo(Tw0) = | Taol] > 0. Ainsi |Taoll = IT* fowo)| < IT*foll < IT*|- woll, dont | T < [IT7]1.0

Proposition 2.3 Soient E,F,G des espaces de Banach, T,S € B(E,F), U € B(F,G),
a, 0 € K.

1. (aT + BS)* = aT* + pS*;

2. (ST) =T*S*;

3. T* est inversible ssi T est inversible et (T*)~! = (T~1)*.

Preuve. Prouvons le deuxieme point les autres étant identiques. On a, pour f € G*et x € F
arbitraires (ST)*f(z) = f(STz) = f(S(Tx)) = (S*f)(Tx) = T*(S*f)(x) = (T*S*) f(x).
Ainsi, pour toute f € G*, (ST)*f = (T*S*)f. O

Définition 2.6 Soient E un espace de Hilbert et T € B(E,E). On définit I'adjoint T* de
Vopérateur T' sur E par Uégalité (Tz,y) = (x,T*y), pour tous x,y € E.

REMARQUE : Soit F un espace de Hilbert et notons un instant 79 le dual de 'opérateur T
lorsque 'on regarde E comme espace de Banach. On a T9f(x) = f(Tx), pour tout = € E et
toute f € E*. Notons J l'application qui associe a chaque fonctionnelle linéaire continue f €
E* T'unique y, € E tel que f(r) = (z,y,), Vo € E. Il s’agit d'une bijection et d'une isométrie.
L’égalité précédente s’écrit (T, Jf) = (x, JT4f) ou encore (Tx,y) = (z, JTIT ~'y). Ainsi
T* = JT97 1. De plus soit g € E*, alors g = T9f, ssi Ty, = y,. Sur un espace de Hilbert
on notera toujours T™* I’adjoint de T'.

Proposition 2.4 Soient E un espace de Hilbert et T € B(E,FE). Alors T* € B(E,E) et
1) = {171

Preuve. Elle est identique a celle du cas d’un opérateur dual. O

Proposition 2.5 Soient E un espace de Hilbert, T, S € B(E,FE), a € K.
1. (T*)*=T
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2. I"=1
3. (aT)* =aT*, (T + 8)* = T* + S*, (ST)* = T*S*.

Preuve. C’est une conséquence facile de la définition. O

Proposition 2.6 Soient E un espace de Hilbert et T € B(E, E). Alors N(T) = R(T*)*. En
particulier E = N(T) & R(T™).

Preuve. On a

NT)={2€E:Te=0}={z e E: (Tz,y) =0,Vy € £}
={z € F:(z,T") =0,Yy € E} = R(T*)"*.
d
Définition 2.7 Soient E un espace de Hilbert et T € B(E, E). On dit que T' est auto-adjoint

st T* =T, c’est-a-dire (Tx,y) = (x,Ty), pour tous x,y € E. On dit que T est unitaire s’il
existe linverse T~' = T*. On dit que T est normal si TT* = T*T.

REMARQUE : Soit E un espace de Hilbert et T' € B(E, E). Alors TT* et T*T sont toujours
auto-adjoints.
Proposition 2.7 Soient E un espace de Hilbert et T € B(E, E).
1. Si E est un e.v.n. sur C et si (T'z,x) =0, pour tout x € E, alors T = 0.
2. Si E est un e.v.n. sur R, si T est auto-adjoint et si (T'xz,x) = 0, pour tout x € E, alors
T=0.
Preuve. 1) C’est un calcul direct pour vérifier que, pour tous z,y € E on a
ATz, y) = (T(z+y),z+y) — (T(x—y)z—y) +i(T(z+iy),z +iy) —i(T(z — iy), z — iy).

On déduit que (T'z,y) = 0, Vx,y € E. En particulier (T'z,Tz) = 0, pour tout € E. Alors
Tx =0, pour tout x € FE, donc T' = 0.

2) Cette fois-ci on a, pour tous z,y € E, 4(Tz,y) = (T'(z +y),z+y) — (T(x —y),x — y)
et on termine comme dans la premiere partie. ]

Proposition 2.8 Soit E un espace de Hilbert et T' € B(E,E). Si T est auto-adjoint, alors
||T|| = SupzeBE |(Tﬂ§',l‘)|

Preuve. Notons le membre de droite de I’égalité a démontrer par v > 0. D’apres I'inégalité
de Cauchy-Schwarz |(Tz,x)| < ||Tz|| - ||z]| < |T|| lorsque x € Bg. On déduit que v < ||T||.
Par ailleurs, Vo € E, |(Tx,z)| < v|z|*. Si A € R est quelconque on a

(T(x £ Ay), z £ Ay)| = [(Tz,z) £ 2XRe(Tz,y) + A (Ty,y)| < ]|z + Myl
et on déduit
[4ARe(Tz,y)| < v(llz 4+ MylI* + [z = Ayll*) = 29(llz(1> + X2 |ly[*).

On prend, lorsque y # 0, A = llzll/|ly|| et on trouve |Re(Tx,y)| < 7||z| - ||y|. Ensuite, si on
prend dans cette inégalité ¢y & la place de y on trouve |(Txz,y)| < v||z| - ||y||. En particulier,
0 < (Tz,Tx) = |Tz|® < 7llzl| - [| T, dott |T] < . O
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Proposition 2.9 Soit E un espace de Hilbert et T € B(E,E). Si T est auto-adjoint, alors
7™ = ||T||™, pour tout n > 1 entier.

Preuve. On peut écrire

IT||* = sup (Tx, Tx) = sup (T*Tx,z) < |TT| < |T*| - IT]| = I|IT|]*.
2EBp r€BE

Alors | T*T|| = |TT*|| = ||T||? et comme T est auto-adjoint, ||7°||?

= ||T?||. Comme l’operateur
T* est aussi auto-adjoint on a ||TH2k = |\T2k|| pour tout entier k£ > 1. Si 1 < n < 2%, alors

k k k__ k__ k__ k
1T =172 = |77 =" < |7 - (T < T TP = |17)1?
d'ott || T - | T|12"—™ = | T||?", autrement dit | 77| = ||T||™. O

Proposition 2.10 Soit E un espace de Hilbert et T € B(E, E). Les affirmations suivantes
sont équivalentes :

1. T est unitaire;
2. T est une isométrie ;

3. (Tx,Ty) = (x,y), pour tous x,y € E.

Preuve. 3 implique 2 c’est trivial. Montrons que 2 implique 3. On a
ARe(Tx, Ty) = ||T(x +y)|I* = |T(x = »)|I* = = + y[I” - |z — y|I* = 4Re(z, y).
Ensuite on prend iy a la place de y et on trouve Im(7Tz, Ty) = Im(z, y).
1 implique 3 : si T est unitaire (Tx, Ty) = (T*Tx,y) = (T~ 'Tz,y) = (x,y). Montrons

que 3 implique 1. L’égalité ||Tz|| = ||z|| implique I'injectivité donc I’existence de T~1. De plus
on a (z,y) = (Tz,Ty) = (T*Tz,y) pour tous z,y € E donc T*T = I, donc T~ =T*. O

Proposition 2.11 Soit E un espace de Hilbert et T € B(E,E). T est normal ssi |Tz| =
| T*z|| pour tout x € E.

Preuve. On a, pour tout z € £
|Tz|? = | T*z|? = (Tz,z) — (T*z, T*z) = (T"Tx,z) — (TT*z,x) = (T*T — TT*)z, x).
Si T' est normal, le membre de droite de 1'égalité précédente est nul, donc ||Tz| = ||T*z||

pour tout x € E. Réciproquement, si ((I*T — TT*)x,z) = 0 pour tout z € E, d’apres la
Proposition 2.7 et le fait que T*T — T'T* est auto-adjoint, on trouve I'égalité T*T = TT*. []

2.1.3 Théorie spectrale : une introduction

A REDIGER.
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2.2 Etude de I’espace E*

2.2.1 Théoréemes de Hahn-Banach

Théoréme 2.5 (de Hahn-Banach)
Soit My un sous-espace vectoriel d’un e.v.n. E et soit fo une fonctionnelle linéaire continue
définie sur My (fo € M ). Alors il existe une fonctionelle linéaire continue f définie sur E

(f € E*) telle que fir = fo et [|f]| = |l foll-

Preuve. Soit la famille P des paires (M, f’) ot My C M’ C E est un sous-espace vectoriel
et f"MO = fo avec ||f’|| = || fo]|- On introduit un ordre partiel sur cette famille

(M, f") < (M",f") st M'C M" et fii, = f'.

Alors on peut montrer qu'il existe un élément maximal (L,g) € P pour 'ordre introduit
(admis).

Montrons que L = E. Supposons le contraire, L # E.

a) Supposons que E est un espace vectoriel sur K = R et soit 9 € E \ L. On pose
Ly = Vect{L,zo} = {{ + axg : £ € L,a € R}. Comme z¢ ¢ L, chaque x € L; admet une
unique représentation z = £ + axg. Nous allons définir fi(¢ + axg) = g(¢) + ac avec ¢ € R.
Une fois le choix de ¢ précisé, f1 sera une fonctionnelle linéaire sur Ly et (f1);, = g. On a,
pour tous £,/ € L

9(€) = g(&) < gl - 1€ = 1| = llgll - 1€ + zo — o — €' < |lgll - 1€+ zo]| + lg]l - [|¢" + @ol|

Alors —g(¢') — |lg|| - |1/ + zol| < —g(€) + ||g]| - ||€ + zo]|, donc il existe ¢ € R situé entre ces
deux réels, d’ou |g(£) + c| < ||g| - || + xol|, pour tout £ € L. Cela signifie que, si a # 0,

1 1
[fi(@)] = [f1(€+ azo)| = |g(€) + azo| = |af - | —g(£) + zo| = |a] - |9(£) + 2|
1
<lef-lgl- =€+ oll = llgll - [|€ + awol|.

d’out || f1| < ||lg||- Comme f; étend g de L & Ly on a aussi ||g]| < || fi]|.- On a donc un couple
(L1, f1) tel que My C L C L1, (f1)jm, = 9o = fo et [[f1ll = llgll = [l foll. Cela contredit la
maximalité de (L, g) donc I'hypotese L # E est fausse.

b) Supposons que E est un espace vectoriel sur K = C. On écrit fo = h + ik avec h, k
fonctionnelles linéaires réelles (parties réelle et imaginaire). Comme fy est une fonctionnelle
linéaire sur C on h(iz) +ik(iz) = fo(ix) = i fo(z) = ith(x) — k(z) donc h(z) = k(iz)
et k(z) = —h(ix). Autrement dit fo(x) = h(x) —ih(ix), Vx € My avec h : My — R une
fonctionnelle linéaire sur R et continue (car |h(z)| < |fo(z)| < || foll - ||z|])-

D’apres la partie a) il existe H : E' — R fonctionnelle linéaire sur R continue avec H| Mo = h
et ||[H|| = ||h|| en considérant E comme e.v.n. sur R. Nous allons définir f : E — C par
f(z) = H(x)—iH(ix). f est linéaire sur R et fp, = fo. Deplus f(ix) = H(ix)—i H(—z) =
H(iz)+iH(x)=1f(x), donc f est linéaire sur C.

Notons pour z € E, f(x) = re™*?. Alors 0 < |f(z)| =7 = €'/ f(x) = f(e?x) et on déduit
que |f(2)] = |f(e'%x)| = [H(e"2)] < [HI| - le®x] = [[2] - [l«]. Ainsi ] < 2] < [ foll

Comme f est une extension de fp on a aussi || fo|| < ||f|| et le théoréme est démontré. O



2.2. ETUDE DE L’ESPACE E* 35

Corollaire 2.6 Soit M un sous-espace vectoriel fermé d’un e.v.n. E et soit x ¢ M. Alors,
il existe f une fonctionnelle linéaire continue définie sur E telle que fiyr = 0, |[f|| =1 et
f(z) = inf{||lx — m| : m € M} = dist(z, M).

Preuve. Soit d := inf{||z —m|| : m € M} = dist(xz, M) et comme M est un fermé et x ¢ M,
D > 0. Nous allons définir fy sur My := Vect(M,z) = {m+ax : m € M,a € K} par
fo(m + az) = ad. 11 est alors clair que (fo)|a, = 0. On peut écrire, pour m € M,a € K

[lm + o] [lm + o] lm + o]

|folm + ax)| = |a|d = d= d < d=|m+ oz,
[(tfa)m +z| o= (=a)m| "~ dist(z, M)

d’ou || fol] < 1.
Soit {my, }n>1 C M telle que lim,, . ||z — m,|| = d. Alors

d = |fo(m) = fo(x)| < [ foll - [lmn — 2| — [l foll - d,  lorsque n — oo,

d’ou |[foll = 1. Ainsi || fol| =1 et fo(z) = d.
D’apres le théoreme de Hahn-Banach, il existe une fonctionnelle f € E* telle que f soit

une extension de fy et de méme norme que fo. Ainsi || f| = [[foll = 1, fiar = (fo)y = 0 et
f(z) = folz) = d. O
Corollaire 2.7 Soit xg # 0 quelconque dans E e.v.n. Alors, il existe fo une fonctionnelle
linéaire continue définie sur E telle que || fo|l = 1 et fo(zo) = ||xol| # 0. En particulier,
|oll = maxgepy. |9(x0)]-

Preuve. Pour la premiére partie prendre dans le résultat précédent M = {0} car alors
dist(zg,0) = ||zo||. Prouvons la deuxieéme partie. Pour toute g € B+ on a |g(xo)| < ||g|| -
[zoll = llzoll, d’out supyep,, [9(zo)| < [lzol|-

Soit My = Vect{xzo} et go : My — K donnée par go(txo) = t||zo|. Il s’agit d’une fonc-
tionnelle linéaire et elle est bornée car |go(txo)| = |t||xoll| = [t - ||xol| = ||tzo||. De plus
llgoll = 1. D’apres le théoreme de Hahn-Banach, il existe une fonctionnelle g € E* telle que g
soit une extension de go et de méme norme que go. Ainsi ||g|| = ||go]| = 1 et g(xo) = ||zo]|. Le
supremum est donc atteint et égal a ||zo]|. O

Corollaire 2.8 (théoréme de Mazur)
Pour tout xo ¢ Bg, la boule unité d’un e.v.n. E, il existe fy une fonctionnelle linéaire continue
définie sur E telle que fo(zo) = supgep, || fo(x)|-

Preuve. Comme zy ¢ Bg, alors zgp # 0, donc il existe une fonctionnelle fy € E* telle que
[ foll = 1 et fo(xo) = [[zoll Alors fo(zo) = [lzoll > 1 = |[foll = sup,ep, [l fo(z)l]- O

Corollaire 2.9 (probléme de moments)
Soit E un e.v.n., {xntn>1 C E, {an}n>1 C C ety > 0. Une condition nécessaire et suffisante
pour existence de f € E* telle que

flxj)=a;,j=12,... et |fl=7 (2.1)

est que les inégalités
d d
> Bag| <Y B (22)
j=1 J=1

asent lieu ¥d > 1, VB, ...0q € C.
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Preuve. La nécessité de (2.2) est claire d’apres la définition de || f||. Réciproquement, sup-
posons (2.2). On note M; = {z € E : z = Z;-lzl Bjxj, d et les B arbitraires}. Pour deux

écritures z = Z;-lzl Bjxj = r_q Brxx de z € My on a, d’apres (2.2)

d r d r
Zﬁjag‘ - Zﬁkak < Zﬁﬂ?j — Zﬁka:k =0.
Jj=1 k=1 j=1 k=1

Ainsi, est bien définie linéaire et continue (encore avec (2.2)) la fonctionnelle f; sur M; par
fl(zgzl Bjx;) = 2?21 Bjcj. D’apres le théoreme de Hahn-Banach, il existe une fonctionnelle
f € E* telle que f soit une extension de f; et de méme norme que fi. O

Lemme 2.2 Un espace de Banach E est séparable ssi Sg est séparable.

Preuve. Si {z,},>1 est dense dans Sg il suffit de considérer la suite {ryzy}nr>1 pour
une suite {ry}r>1 dense dans K. Réciproquement, si {x,},>1 est dense dans FE, il suffit
de considérer {zn/|zn| }n>1. O

Corollaire 2.10 Soit E un espace de Banach. Si E* est séparable, alors E est séparable.

Preuve. Comme E* est un espace de Banach séparable, alors Sg« est séparable. Il existe
donc {f,}n>1 une suite dense dans Sg+. On choisit z,, € Sg tel que |fy(z,)| = /2. Notons
M Tespace vectoriel fermé engendré par les z,. Mais M est séparable (les combinaisons
rationnelles finies des {x,} sont denses dans M) donc il suffit de montrer que M = E.
Supposons le contraire : d’apres le théoreme de Hahn-Banach, il existe alors f € E* telle que
I/l =1 et f(x) =0 pour tout = € M. Soit n tel que || f, — f|| < 1/4. Alors

1 1
Z [ falan)| = If = fall - llzall > 5 =

1 —
4 4
ce qui est une contradiction. O
Corollaire 2.11 (résultat admis) (théoréme de Helly)

Sotent EE un espace de Banach réel, fi,...,fq un nombre fini de fonctionnelles linéaires

continues et d réels aq,...aq. Une condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe, pour
chaque € > 0, un élément x. € E tel que

filee) =0aj,j=1,2,....,d et |z <v+e (2.3)
est que l’inégalité
d d
> Biag| < (D Bifs (2.4)
j=1 j=1

ait lieuw pour tout choix de d réels (B, ... [Bq.

Corollaire 2.12 Soit E un e.v.n. Chaque xo € E définit une fonctionnelle linéaire continue
Jxg sur E* donnée par Jxo(f) = f(xo) pour tout f € E*. L’application x — Jx est une
isométrie linéaire entre de E dans (E*)* =: E**.
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Preuve. Il est facile de vérifier que Jxo(f1+ f2) = Jxo(f1) + Jzo(f2) et Jzo(af) = aJxo(f).
On a [Jzo(f)| = |f(zo)| < |IfIl - ||xoll et donc Jxo est une fonctionnelle linéaire bornée sur
E*. De plus ||Jzo|| < ||zol|- II est aussi facile de vérifier que J(x1 + x2) = Jx1 + Jxa et
J(az) = aJz. Par ailleurs, si g # 0, d’apres le théoreme de Hahn-Banach, il existe une

fonctionnelle linéaire continue f; € E* telle que ||fi]| = 1 et fi(zo) = ||xo||. Alors, |Jzo(f1)| =
[f1(@o)| = [lzoll = [lzoll - I /]| et donc [[Jzo|| > [[zo[|. On a obtenu que |[Jzo| = [[zo] et cela
pour tout xzg € E. O

REMARQUE : E et J(FE) sont donc isométriques, avec J(E) C E**. Si E est de Banach, J(E)
lest aussi, donc J(F) est un fermé de E**. D’autre part on obtient ainsi une contruction

simple du completé de E (ou plutét E est isomorphe a un espace de Banach) : ’adhérence
de J(F) dans E**.

Définition 2.8 Un e.v.n. E est dit réflexif s’il peut étre identifié a son bi-dual E** a laide
de application © — Jx précédente. Tout espace réflexif est donc un espace de Banach.

2.2.2 Exemples d’espaces en dualité

Dans ce paragraphe on suppose K = R. (Preuves a completer...)

1. CS = 51.
2. 0] =l.
3. Si p,q €]1,00[ sont tels que ;1) + % =1, alors £ = {,.

4. Si p,q €]1, 00] sont tels que ]% + % =1, alors L”([0, 1])* = L4([0, 1}).
5. L'([0, 1])* = L=([0, 1]).
6. C([0,1])* = MSVB([0, 1]) (mesures de Stieltjes de variation totale bornée).

2.2.3 Convergences faibles

Définition 2.9 Soit E un e.v.n. et {zy}n>1 C E une suite. On dit que {x,} est faiblement
convergente s’il existe limy,_,o f(zy) pour toute f € E*. On dit que x,, — T, € F faiblement
lorsque n — oo silimy, o0 f(2n) = f(2x), Vf € E*. D’aprés le théoréme de Hahn-Banach la
limite faible xoo est unique. L’existence de xo sera discutée dans un résultat ci-dessous.

Proposition 2.12 Soit E un e.v.n. et {xy}n>1 C E une suite.
1. Six, — x fortement, alors x, — T faiblement, mais pas 'inverse.
2. Si{x,} est faiblement convergente, alors {x,} est bornée.

3. Si xyp — Too faiblement, alors {||x,||} est bornée et ||rs| < liminf, o ||zn]-

Preuve. 1. La premiére partie est claire puisque |f(zn) — f(2c0)| < [|f] - [|zn — Tool|- Pour
la deuxieme partie, soit E' = {y et {xy}n>1 C B avec z, = (u});j>1, uj = dnj. Il est clair que
||zn]|2 = 1 pour tout n > 1.
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La valeur d’une fonctionnelle f € /5 est donnée par f(z) =}, u;vj, pour tout (u;) € £2
et pour un certain (vj) € ¢2. Ainsi f(zn) =V, — 0, lorsque n — oo puisque >, [v;? < .
Ainsi x,, — 0 faiblement, mais x,, - 0 fortement.

2. et 3. Nous allons utiliser le principe de résonance sur E*. On définit une suite de
fonctionnelles linéaires continues X,, sur E* par X,,(f) = f(x,), pour toute f € E* et tout
n > 1. En effet, il est facile de vérifier le fait que X,, est linéaire et | X, (f)| = |f(zn)| <
IfIl - llznll, done || Xy|| < ||zn]|, pour tout n > 1. De plus, d’apres le théoréme de Hahn-
Banach, il existe f € E* telle que f(zy) = ||zy||, donc en fait || X,| = ||zn||. Comme {z,}
est faiblement convergente on déduit que {X,,(f)} est convergente pour tout f € E*. Elle est
donc bornée pour toute f € E* et d’aprés le principe de la borne uniforme, il existe M > 0
telle que || X,|| < M, Vn > 1. On déduit que {||z,||} et donc {z,} sont bornées.

Si de plus x;,, — Z faiblement, alors lim,, oo Xy (f) = Xoo(f) := f(2x), Vf € E*, avec
X une fonctionnelle linéaire continue sur E*. D’apres le principe de résonance ||Xoof <
liminf, . || X,| et la conclusion s’ensuit. O

Proposition 2.13 Soit E un e.v.n. et {x,}n>1 C E une suite. {xy,} est faiblement conver-
gente vers Too 88 SUP,>y [|Tn|| < 0o et limy oo f(zn) = f(7o0), pour toute fonctionnelle
linéaire continue f € D sous-ensemble dense de E*.

Preuve. La seule chose a faire est de prover que les deux conditions sont suffisantes. Quelque
soit g € E* et € > 0, il existe f. € D telle que ||g — f-|| < e. Alors

l9(zn) — 9(w0)| < |g(zn) — fe(@n)| + [ fo(Tn) — fe(Too)| + [ fe(Too) — 9(Tc0)]
< 5||$n|| + |fs(xn) - fs(xoo)| + 5||$oo||

On en déduit que limsup,,_,, [9(2n) — 9(Zoo)| < 26 5UP1 oo |70 - O

Proposition 2.14 Soit E un espace de Banach réflexif et soit {x,}n>1 C E une suite fai-
blement convergente. Alors il existe Too € F tel que x, — T faiblement.

Preuve. Comme dans la preuve de la Proposition 2.12, chaque x,, définit une fonctionnelle
linéaire continue X,, sur E* par X,,(f) = f(xy), pour toute f € E* et comme { f(x,)} converge
pour toute f, on en déduit I’existence d’une fonctionnelle linéaire continue X, € E**. Comme
E est réflexif, il existe 7o, = J ' X0 € E. Ainsi Xoo(f) = f(Too)- O

Proposition 2.15 Soit E un espace de Hilbert et soit {xn}n>1 C E une suite faiblement
convergente (vers xoo € E, d’aprés la proposition précédente). Alors x,, — T fortement ssi
limy, oo [|2n]| = [[2oo]l-

Preuve. Dans un sens c’est la continuité de la norme. Pour 'autre sens on écrit
|0 — Too|| = (0 — Too, Tn — mmfty) = Hxn||2 — (Tn; Too) — (Too, Tn) + H$00”2

et le membre de droite converge vers ||Zoo||? — (Zoo, Too) — (Too, Too) + |Too ||* d’apres la conver-
gence faible. O

Proposition 2.16 Soit E un espace de Banach réflexif et soit {x,}n>1 C E une suite telle
que {||zn||} soit bornée. Alors il existe une suite extraite {xy, } faiblement convergente vers
un élément de E.
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Preuve. Nous allons faire la démonstration dans le cas d’un espace de Banach réflexif
séparable (le cas général est plus technique et sera admis). Dans ce cas E* est aussi séparable,
d’apres le Corollaire 2.10. Soit la suite {f,} C E* dense dans E*. Comme {||z,||} est
bornée, {f1(zn)} est aussi bornée. Il existe alors une suite extraite {z,,} C {x,} telle que
{fi(zy,)} est convergente. Comme la suite {f2(zn,)} est bornée, il existe une suite extraite
{zn,} C {xn,} telle que {fa(zn,)} est convergente. De cette fagon on peut choisir une suite
extraite {,,,, } C {xy,} telle que {f;(zn,,,)} est convergente pour j = 1,2,...,i+1. Alors la
sous-suite diagonale {x,,} de la suite initiale {x,} satisfait la condition que {f;(zn,, )} est
convergente pour j = 1,2,... D’apres la Proposition 2.13 il existe finie lim,,_,o f(zp, ) pour
toute f € E*. Enfin, d’apres la Proposition 2.14 il existe la limite faible de {z,,, }. O

Définition 2.10 Soit E un e.v.n. et { fp}n>1 C E* une suite. On dit que { f,,} est faiblement-
* convergente s’il existe limy,_,o0 fn(x) pour tout x € E. On dit que f, — foo € E faiblement-*
lorsque n — 00 si limy oo fr(z) = foo(x), Vo € E.

REMARQUE : Sur E* il y a trois types de convergences : en norme (forte), faible et faible-x.
La convergence forte implique la convergence faible (Proposition 2.12) qui implique la conver-
gence faible-x (car E peut étre vu comme un sous-espace de (E*)* a l'aide de l’application

J).

Proposition 2.17 Soit E un espace de Banach et {f,}n>1 C E* une suite.

1. Si {fn} est faiblement-—* convergente, alors il existe foo € E* telle que f, — foo
faiblement-* et || fool| < liminf,, o || f0]|-

2. {fn} est faiblement-x convergente (vers foo € E* d’aprés la premiére partie) ssi {|| fnll}
est bornée et limy, o0 fn(T) = foo(x), pour tout x € D sous-ensemble dense de E.

Preuve. La premiere partie est une conséquence du principe de résonance. La deuxieme
partie se démontre comme la Proposition 2.13. O

Théoréme 2.6 (résultat admis) (Alaoglu)

La boule unité fermée Bp« du dual d’un e.v.n. est compacte pour la topologie faible-x. En
particulier, si B est un espace de Hilbert, la boule unité fermée Bp est compacte pour la
topologie faible.

Théoréme 2.7 (résultat admis) (Kakutani)
Un espace de Banach E est réflexif ssi la boule unité fermée B est compacte pour la topologie
faible.

2.3 Exercices

2.1. Soit E un e.v.n. et soit T' € B(FE, E). L’ensemble de tous les opérateurs S € B(E, F)
est-il sous-espace vectoriel de B(E, F) si

i
i) TS=0;
i) TS =8T7?
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2.2. Soient {T,}n>1 C B(E,F) et T € B(E,F) avec E, F espaces de Banach. On suppose
que limy, o [| Tz — Tx|| = 0 pour tout € M ou M est un sous-espace vectoriel dense dans
E. Est-il vrai que lim,,_. || Tz — Tz|| = 0 pour tout x € E 7 Indication : non; E = F = {3,
Thx = Ty(uj) = (U1, ..., Un—1, NUp, Uny1,...) T =1 et M = cop.

2.3. Soit {T),}n>1 C B(E, F) avec E, F espaces de Banach. Supposons que {T},x},>1 est de
Cauchy pour tout € E. Montrer qu'il existe T' € B(E, F) tel que lim,,_, || T,z — Tx| =0
pour tout x € F.

2.4. Soit {T},}n>1 C B(E,F) avec E,F ev.n. Supposons que {T,x},>1 converge vers 0
(dans F'). Est-ce T, — 0 (dans B(E, F))? Indication : non; E = F = {3, Thx = Ty, (u;) =
(O, 0, e ,O,un+1,un+2, . )

2.5. Soit I'espace /5 et les suites d’opérateurs T,z = T, (u;) = (0,0,...,0,upq1, Uny2,...) €t
Spx = Sp(uj) = (w1/n,u2/n,...). Etudier la convergence des suites {1}, }n>1 et {Sp}n>1.

2.6. Soit T : C([0, 1]) — C(]0, 1]) tel que Tx(t) = f(f e’z(s)ds. On introduit la suite d’opérateurs
T, : C(]0,1]) — C(]0,1]) tels que

n

Thx(t) = /0 Z i x(s)ds,n > 1.

|
=07’
Montrer que limy,, oo 15, =T

2.7. Soit Tp, : C([0,1]) — C([0,1]) tel que Tpx(t) = x(t'T"/"). Montrer que pour tout n > 1
T, est un operateur linéaire borné et que lim,_. |72 — z||cc = 0 pour tout = € C([0, 1]).
Est-ce que T,, — I (dans l’espace B(C([0,1]),C([0,1]))? Indication : non.

2.8. Soit E un espace de Banach et T' € B(FE, E). On suppose que la série entiere ¢(t) :=
>0 a;jt’ (aj € R) converge sur R tout entier. Montrer que la suite T}, = > im0 aiT 7 admet

une limite ¢(T') € B(E, E).

2.9. Soit E un espace de Banach et T' € B(E, E). Montrer que ||eT|| < elll. Calculer ¢!, o
I est opérateur identité.

2.10. Soit E un espace de Banach et T' € B(E, E). On suppose qu'’il existe une suite {zy, }n>1
telle que ||zy|| = 1 et que Tz, — 0 dans E. Montrer que U'inverse borné de T n’existe pas.
Indication : utiliser I’exercice 1.28.

2.11. Soit £ = {z € C([0,1]) : 2(0) = 0} ou C!([0,1]) désigne I'ensemble des fonctions
dérivables a dérivée continue sur [0, 1] dans R. On considere 7' : E — C([0, 1]) défini par

Txz(t) = 2'(t) + a(t)z(t), a e C([0,1]).

Montrer que l'inverse borné T~ existe.
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2.12. Soit T": C([0,1]) — C([0,1]) tel que

t
Tx(t) = x(t) —i—/ x(s)ds.
0
Montrer que N(T') = 0. Montrer que l'inverse borné 7! existe et le calculer.

2.13. Soient {T),}p>1 C B(E,F) et T € B(E,F) avec E,F espaces de Banach. On sup-
pose que lim, . || T2 — Tz|| = 0, pour tout x € E, qu’ils existent T, ! € B(F,E) et que
R(T) = F. Montrer que les solutions de 1’équation T,,x,, = y convergent vers la solution de
Tz =y (y € F arbitraire) ssi sup,> |1}, '] < oc. Indication : montrer que si |1, '] < ¢,
Thx, =y et Tx =y alors z,, — x; dans 'autre sens, montrer que la suite z, = T, Ly est
bornée et utiliser le principe de la borne uniforme.

2.14. Soient E, F des e.v.n.

i) Montrer que si T' € B(FE, F) alors T est un opérateur fermé (c’est-a-dire que son graphe
G(T) est fermé).

ii) Montrer que si T' € L(E, F) est un opérateur fermé et si 7! existe, alors T~ est aussi
un opérateur fermé.

2.15. Soit T : C([0,1]) — C(][0,1]) tel que
i) Tx(t) ==/t et D(T) = {x € C([0,1]) : limy o =®)/t};
i) Ta(t) = 2/(t) et D(T) = {x € C}([0,1]) : z(0) = 0}.

Montrer que dans les deux cas T est fermé. Indication : montrer que T~ ! existe et est borné
et utiliser la deuxieme partie de ’exercice précédent.

2.16. Soit T' € L(E, F) avec E, F e.v.n. Les affirmations suivantes sont équivalentes :
i) T envoie tout ouvert de E dans un ouvert de F' (T application ouverte) ;
ii) 360 > 0 tel que Br(0,0) C T(BEg);
iii) IM > 0 telle que pour tout y € F il existe x € T~ ({y}) satisfaisant ||z| g < M|y||F.

2.17. Soit T' € B(FE, F) avec E, F e.v.n. Montrer que si E est complet et si T est une appli-
cation ouverte, alors F' est complet. Indication : utiliser iii) de ’exercice précédent ainsi que
I’exercice 1.6.

2.18. Soit T' € B(E, F) avec E, F espaces de Banach. Il y a équivalence entre :
i) T(FE) est fermé;
i) T: E — T(FE) est une application ouverte;
iii) IM > 0 telle que pour tout y € T'(E) il existe z € T~ ({y}) satisfaisant ||z|| g < M|y||F.

Indication : utiliser le principe de I’application ouverte, ’exercice 2.4 iii) et enfin, appliquer
I'exercice 1.28 a l'opérateur linéaire borné (le justifier!) S : E/N(T) — T(E), S(zx+N(T)) =
T(z).
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2.19. Soit I'espace £ = C1([0, 1]) I'ensemble des fonctions dérivables & dérivée continue sur
[0,1] dans R. On muni £ de la norme supremum ||z{|o := sup,cp ] [#(s)|. Soit I'opérateur
T : E — C(]0,1]) défini par Tx = z’. Montrer que T est linéaire et que son graphe G(T) est
fermé. Montrer que T n’est pas borné. Pourquoi le principe du graphe fermé ne s’applique
pas? Indication : si lim, oo (2, 2),) = (z,2") dans E x C([0,1]), alors lim, .z, = z et
limy, 00 2], = 2’ uniformément sur [0,1]; trouver une suite {x,} bornée telle que {x] } n’est
pas bornée ; enfin montrer que E n’est pas complet.

2.20*. Soit M un sous-espace vectoiel fermé de C([0, 1]). tel que chaque élément de M est
une fonction dérivables a dérivée continue sur [0, 1]. Montrer que M est de dimension finie.
Indications : poser T : M — C([0,1]), par Tz = 2’ et vérifier que son graphe est fermé; en
déduire que pour un d > 1 on a ||2'||o < d lorsque z € M satisfait |||l < 1. On consideére
ensuite s; = j/ad, j = 0,1,...,4d et on définit S : M — R¥*! par Sz = {z(s0), ..., 2(544)}
Montrer que si ||z|o = 1 alors pour certains j, Sxz(s;) # 0. En déduire que S est injective et
ensuite que dim(M) < 4d + 1.

2.21. Montrer que les fonctionnelles suivantes sont linéaires continues et chercher leur normes :
i) f(z) = (3)[z(=1) +z(1)], z € C([-1,1]);
) flx) =230 ajx(t)), a; € Rytj € [-1,1] fixés (j = 1,...,n), z € C([-1,1]);
) f() = [y (s)ds, z € C([~1,1]);
) f(@) = [1ya(s)ds — 2(0), « € C([=1,1]);
v) f(z) = f_ll sz(s)ds, z € C([~1,1]) ou z € C}([~1,1]) ou z € L*([-1,1]);
) f(@)=22551%/5, v = (uj) € bp ou = (uy) € {1
) f(z)
) f(z)

=251 %/ o= (uy) € co;

2.22. Soit F un e.v.n. et soit f € E*, f # 0. Montrer que E = M & N(f), ou M est un
sous-espace vectoriel de dimension 1.

2.23. Soit F un espace de Banach et {f,},>1 C E*. On suppose que pour tout = € E il existe
lim,, o fn(z) = f(z). Montrer que f € E*.

2.24. Soit E un espace de Banach et {f,},>1 C E*. Montrer que {f,} converge dans E* ssi
la suite {f(z)}n>1 converge uniformément pour = € Bg.

2.25. Soit E e.v.n. et xyp € E. On suppose que pour toute f € E*, telle que ||f|| = 1 on a
|f(x0)] < 1. Montrer que ||zo|| < 1.

2.26. Soit F un espace de Banach. Alors, quelque soit zg ¢ Bp, il existe fo € E* telle que
fo(zo) = sup,cp,, | fo(x)].

2.27. Soit F un e.v.n. et f € E* avec |[f|| = 1. Montrer que pour chaque x € E on a
dist(z, f~1({0})) = |f(x)|. Indication : montrer que si y € f~1({0}) alors ||z — y| > |f(x)|;
d’autre part si y € E avec ||y|| = 1 et |f(y)] > 1 — ¢, alors en posant z = x — (f(@)/f(y))y,
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2 FL{0}) et dist(z, F7L({0)) < [z — 2] < @/ 1—e).

2.28*. Montrer que ¢* = /. Indication : On observe d’abord que tout z = (u;) € ¢ s’écrit x =
uoeo+2j>1(uj —ug)ej, ot eg = (1,1,...), e, =(0,...,0,1,0,...) (avec 1 sur la j-ieme place)
et up = lim;j_.oc u;. Alors, pour tout f € ¢*, f(z) = uovy + 3,51 (uj — uo)vj, olt vy = f(eo) et
v; = f(e;), j = 1. On montre que (v;) € £1. On pose vg = vy — >_ .~ vj. On montre ensuite
(comme pour co) que >+ |v;] < [|f]|. Reciproquement, si [ly[| = [vo| 4+ 32,5, |vj| < oo, alors
montrer que (u;) — vg - imj_o0 uj + j>1Vju; définit une fonctionnelle linéaire bornée de
norme < |[|y/|.

2.29. Soit E un espace de Banach et {f,}n>1 C E*. Supposons qu’il existe lim,, oo, = 0
telle que pour tout x € E, il existe K, avec |f,(z)| < Kz&,. Montrer que lim,,_, || f»|| = 0.
Indication : utiliser le théoreme de Baire.

2.30. Soit E un espace de Banach et soient {x,,}n>1 C E et {fn}n>1 C E*. On suppose que :
i) lim,,— 00 x5, = x fortement et lim, . f, = f fortement
ii) lim,_ 0 x,, = x faiblement et lim,, . f, = f fortement
iil) lim, 0 x,, = x fortement et lim, .o f, = f faiblement-*.

Montrer que limy, .« frn(x,) = f(x).

2.31. Soit E un espace de Banach et soit {f,},>1 C E*. On suppose que lim, o fr, = f
fortement. Montrer que lim,, .~ f, = f faiblement-x.

2.32. Soit E un espace de Hilbert et soient {x,},>1 C E et {yntn>1 C E. Quelle est la
convergence de la suite {(zn,yn)}n>1 C K lorsque :

i) limy, o0 x,, = x faiblement et lim,, o y,, = y fortement

ii) limy, oo x, =  faiblement et lim,,_,o, ¥, = y faiblement.

2.33. Soit E un espace de Hilbert et soit {ey, }r>1 C E une suite orthogonale. Il y a équivalence
entre

i) D,>1€n est convergente
ii) >_,>1 €n est faiblement convergente;

i) >, llen||? est convergente.

2.34. Soit © = (uj) € f». On définit une suite {f,}n>1 C 5 par fu(z) = fun((uj)) = up.
Montrer que lim, s fr = 0 faiblement-+ mais pas fortement.

2.35. Soit z € L%[—1,1] et définit une suite {f,}n>1 par fo(z) = f_ll x(t) cos(nm t) dt.
i) Montrer que f, € E* et calculer ||f,].

ii) Montrer que lim,,_, f;, = 0 faiblement-* mais pas fortement.

2.36. Chercher ’adjoint T* de T lorsque :
i) 7 :L2([0,1]) — L2([0, 1)), Ta(t) = [y o(s)ds,
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i) T:1L2([0,1]) — L2([0,1]), T(t) = ;) sz(s)ds.
111) T: EQ - fg, T((ul,u2, . . )) = (ul, .. .,un,0,0, . . )
iV) T:€2—>£2, T((ul,UQ,...)):(UQ,Ug,...).

2.37. Soit T}, : by — Lo, T((u1,ug,...)) = (Up+1, Un+2,...). Montrer que T,, € B({o,/l3), que
Thx — 0, Vo € ly. Trouver 1)) et étudier si Tz — 0, Vo € o7

2.38. Supposons que P € B(E, E) avec E un espace de Hilbert. On dit que P est une projec-
tion orthogonale si N(P) L R(P) et P? = P. Les affirmations suivantes sont équivalentes :

i) P est une projection orthogonale;

ii) P est un opérateur auto-adjoint ;

iii) P est un opérateur normal ;

(x — Px,Px) =0,Vx € E;
v) 1P|l =1.

Indication : pour v) = i) démontrer et utiliser I'implication

v

)
)
i)
)

ry el ta |otay]> 2] VaeC = (2.y)=0.

2.39*. Supposons que T" € B(E,E) avec E un espace de Hilbert. Montrer que si T est
autoadjoint alors || 7| = ||T||™ pour tout n > 1 entier. Indication : montrer d’abord que
ITI? < |TT*| < |T)?, don ||T?|| = |T||2. Vérifier ensuite que |T2°|| = |T]%" et que
[T - |T|12" =" = ||T||*", pour tout k > 1 entier et 1 < n < 2.

2.40. Soit E un espace de Banach et F' : E — FE. On suppose qu’il existe ¢ < 1 tel que
|F(x)— F(y)| < ql|lx—yl|, Vx,y € E. Montrer qu’il existe un unique x € E tel que F(z) = x.
Indication : construire une suite de E en posant x,+1 = F(z,) et étudier la convergence de
cette suite.



