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DM2-1. Soit {Xt}t∈Z une s.t. stationnaire centrée ayant la fonction d’autocovariance γ(·) telle
que γ(h) = 0 pour |h| > q et γ(q) 6= 0. On veut montrer que {Xt} est un processus MA(q),
c’est-à-dire qu’il existe un bruit blanc {Zt}t∈Z tel que Xt = Zt + θ1Zt−1 + . . .+ θqZt−q, t ∈ Z.

1. Pour chaque t on note Mt = Vect{Xs : −∞ < s 6 t} le sous-espace fermé de L2 et on
pose Zt := Xt − PMt−1Xt. Montrer que Zt ∈Mt et calculer E(ZsZt) pour s < t.

2. Vérifier les égalités suivantes

‖Xt −
n∑

s=1

αsXt−s‖2 = ‖Xt‖2 +
n∑

s=1

α2
s‖Xt−s‖2− 2

n∑
s=1

αsγ(s) + 2
∑

16s<r6n

αsαrγ(s− r)

= ‖Xt+1‖2 +
n∑

s=1

α2
s‖Xt+1−s‖2 − 2

n∑
s=1

αsγ(s) + 2
∑

16s<r6n

αsαrγ(s− r)

= ‖Xt+1 −
n∑

s=1

αsXt+1−s‖2.

3. On sait, d’après l’exercice 2.5.2, que lim
n→∞

PVect{Xs:s=t−n,...,t−1}Xt = PMt−1Xt dans L2.

En déduire que

‖Zt+1‖ = lim
n→∞

‖Xt+1 − PVect{Xs:s=t+1−n,...,t}Xt+1‖

= lim
n→∞

‖Xt − PVect{Xs:s=t−n,...,t−1}Xt‖ = ‖Zt‖.

4. Déduire que {Zt} est stationnaire et si on note σ2 = ‖Zt‖2, alors {Zt} ∼ WN(0, σ2).
5. Utiliser la définition de Zt pour vérifier queMt = Vect{Xs : s < t−1, Zt−1} = Vect{Xs :

s < t− q, Zt−q, . . . , Zt−1}. En déduire que Mt−1 = Mt−q−1 ⊕⊥ Vect{Zt−q, . . . , Zt−1}.
6. Montrer que l’hypothèse γ(h) = 0 pour |h| > q implique PMt−q−1Xt = 0. En déduire

PMt−1Xt = PMt−q−1Xt + PVect{Zt−q ,...,Zt−1}

=
1
σ2

E(XtZt−1)Zt−1 + . . . +
1
σ2

E(XtZt−q)Zt−q.

Conclure.

DM2-2. Soient {Xt : t ∈ Z} et {Yt : t ∈ Z} deux s.t. stationnaires centrées ayant la
même fonction d’autocovariance et supposons que {Yt} est un processus ARMA(p, q). On veut
montrer que {Xt} est aussi un processus ARMA(p, q). On va noter φ1, . . . , φp les coefficients
AR de {Yt} et on pose

Wt = Xt − φ1Xt−1 − . . .− φpXt−p, t ∈ Z.

Montrer que pour le processus {Wt} on a γw(h) = 0, pour |h| > q. En déduire par le résultat
de l’exercice précédent que {Wt} est un processus MA(q). Conclure.
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