
Probabilités de base : devoir maison no. 2
- une copie double maximum, à rendre pour le 22 mars 2011 -

Exercice I.

1. Montrer que Var(X) = 0 si et seulement si P(X = c) = 1 pour un certain c ∈ R.

2. Soit X = (X1, . . . , Xd) un vecteur aléatoire. Montrer que det Cov(X) = 0 si et seulement
s’il existe a = (a1, . . . , ad) ∈ Rd non nul et b ∈ R tels que P(a1X1 + . . .+adXd = b) = 1.

Exercice II.
Supposons que ε1, . . . , εn sont des variables aléatoires indépendantes, de même loi, telles

que E[(εj − Eεj)3] = 0.
Montrer que les variables aléatoires S = 1

n

∑n
j=1 εj et V =

∑n
j=1(εj − S)2 sont non-

corrélées.

Exercice III.
Soit {An}n>1 une suite d’événements dans un espace de probabilités (Ω,A, P). Supposons

qu’il existe un événement A tel que
∑

n>1 P(An ∩A) <∞.

1. Montrer que P (lim supn An) 6 1− P(A).

2. Maintenant, on suppose de plus que
∑

n>1 P(An) =∞ et que les événements {An}n>1

sont indépendants. Trouver toutes les valeurs possibles de P(A).

Exercice IV.
Soit X un vecteur gaussien de dimension d, centré et de matrice de covariance K. Soient

A une matrice k × d et B une matrice r × d. On définit Y := AX et Z := BX. Montrer que
(Y,Z) est un vecteur gaussien et exprimer sa fonction caractéristique ϕ(Y,Z). Montrer que les
vecteurs Y et Z sont indépendants si et seulement si AKB? = 0.

Exercice V.

1. Soit X une variable aléatoire discrète à valeurs dans N. Pour u ∈ [0, 1] on introduit la
fonction dite génératrice GX(u) := E(uX).
(a) Dire pourquoi cette fonction est bien définie, et pourquoi elle caractérise la loi de

X. Montrer que GX(1) = 1, et que si X est intégrable alors E(X) = G′
X(1).

(b) Soit {Xn}n>1 une suite de variables aléatoires, à valeurs dans N, indépendantes et
de même loi que X. On pose S0 = 0 et Sn =

∑n
j=1 Xj . Montrer que GSn(u) =

[GX(u)]n.
2. On reprend la même suite {Xn}n>1 du point 1(b) et soit Z une variable aléatoire

discrète à valeurs dans N indépendante de la suite {Xn}. Pour ω ∈ Ω, on introduit
T (ω) =

∑Z(ω)
j=1 Xj(ω).

(a) Montrer que T est une variable aléatoire.

(b) Justifier que P(T = k) =
∑

n>0 P(T = k, Z = n) =
∑

n>0 P(Sn = k)P(Z = n),
pour tout k ∈ N.

(c) En déduire que, pour u ∈ [0, 1], GT (u) =
∑

n>0 P(Z)GX(u)n = GZ(GX(u)).

(d) Montrer que si X et Z sont intégrables, alors E(T ) = E(Z)E(X).
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