Probabilités de base : devoir maison no. 2
- une copie double maximum, a rendre pour le 24 mars 2010 -

Exercice 1.

Soit X une variable aléatoire discrete a valeurs entieres positives dont la loi est donnée
par P(X =n) = ﬁ, n > 1. Que doit valoir k? Pour quels p € (0,00), X € LP?
Exercice II.

Calculer la fonction de répartition de la variable aléatoire sin(U), ot U ~ U]g x/y), ainsi
que sa densité, lorsqu’elle existe.

Exercice III.

Considérons n variables aléatoires Gy, . . . , G, indépendantes, de méme loi gaussienne stan-
dard et notons G := %(Gl +...+Gp), Hj == G;j — G, j=1,...,n. Montrer que la fonction
caractéristique du vecteur aléatoire (G, Hi, ..., H,) satisfait

n 2
1 [t B
cp(to,tl,...,tn)—l_llexp{—Q {nﬂj—t} } (to,t1,... t) € R,
J:

oll nous avons noté t = %(tl + ...+ t,). Utiliser cette égalité pour montrer que G est
indépendante de (Hi,...,H,). En déduire que la moyenne empirique G est indépendante
de la variance empirique 52 := & > i1(Gy = G)2.

Exercice IV.

Pour n > 1 entier on considére les fonctions f, données par f,(z) : ,x €R.

= 7r(1+7:ﬂz2)

1. Montrer que les fonctions f, sont des densités de probabilité. Pour n > 1 entier, soit
X, une variable aléatoire de densité f,,. Que vaut E[|X,,|’], pour p > 17

2. Etudier la convergence vers 0 en L? (p > 1), en probabilité, en loi de la suite {X,,}n>1.

3. On suppose de plus que les variables X,, sont indépendantes. Montrer que dans ce cas,
la suite {X,,} ne converge pas vers 0 presque siurement. On pourra vérifier que

v1+ n252) oo e
4. On ne suppose plus l'indépendance des X,, et en revanche on pose X,, := %, avec X

une variable de loi de Cauchy. Montrer que X, est de densité f, et que cette fois la
suite {X,,} converge presque stirement vers 0.

P(|X,| >¢) = - arcsin(

Exercice V.

Des spectateurs arrivent devant un guichet de théatre encore fermé. On pose Dy = 0 et
pour n > 1 on note D,, la durée de temps entre les arrivées du (n — 1)-ieme et du n-ieme
spectateur. Nous allons supposer que {D,},>1 constitue une suite de variables aléatoires
indépendantes de méme loi £(A), A > 0. Dans la suite ¢ > 0 et nous allons étudier le nombre
N(t) de spectateurs arrivés devant le guichet jusqu’au moment ¢. On définit Ny = 0 et
N(t) :=max{n: Do+ D; + ...+ D, <t}

1. Trouver la fonction caractéristique de la variable aléatoire Dy + ...+ D,. S’agit-il d’une
loi remarquable ?



. Justifier soigneusement les égalités suivantes {N(t) = 0} = {D; >t} et {N(t) =n} =
{Di+ ...+ D, <tet Di+...4+ Dyy1 > t}. Calculer P(N(t) = 0). Prouver que
P(N(t)=n)=P(D1+...+ D, <t)—P(Dy+...4+ Dpi1 < t).

. Montrer que, pour tout n > 0 entier, P(N(t) = n) = e~ MW" Quelle est la loi de

n!
N(t)? Calculer le nombre moyen de clients arrivés jusqu’au temps t. Que vaut E[@] ?

. Notons 0 < T <15 < ...< T, < ...lesinstants d’arrivée des spectateurs de telle sorte
que pour n > 1, D, =T, — T;,_1. Que vaut la limite p.s., quand n — oo, de % ?

. Justifier soigneusement que, pour tout n > 1 entier, {N(¢) < n} = {T,, > t}. Montrer
que limy_,oo P(T}, > t) = 0. En déduire que lim;_,» N(t) = oo p.s.

. Vérifier que, pour tout n > 1 entier, Ty < ¢ < Ty(;)4+1- En déduire un encadrement
de ﬁ et ensuite calculer sa limite p.s., quand t — oo.
. Montrer que lim,,_, o \/ﬁ(w —A) = G ~ N(0, ) en loi. On pourra utiliser les fonctions

caractéristiques. Que peut-on dire de la limite en loi, quand ¢ — oo, de v/#( @ -7



