Grandes déviations et applications : devoir maison no. 3
- a rendre pour le 17 février 2012 -

Exercice 1.

Soit { X, }n>1 une suite de variables aléatoires i.i.d. a valeurs dans un espace de Banach
séparable E, de loi gaussienne centrée p ayant la covariance C, : E* x E* — [0,00). On
note A% la transformée de Legendre de A, (-) = log [, €™ pu(dx) et on pose

a:=inf{A ) lel =1} et bi=sup{Culp,9) : llplli- = 1).

1. Montrer que

inf Af(z)= inf Af(z)=a.

z€B(0,1)c 2e(BOD)°
On pourra justifier et utiliser 'égalité A% (ax) = o?A%(z) (o € R).
2. Montrer que
) 1
Jim logp({r € B¢ ] > B)) = —a.

On pourra utiliser la majoration pour B(0,1)¢ et la minoration pour (B(O, 1)) du

principe de grandes déviations pour la famille {p.}.~0, oU g note la loi sous p de
Iapplication z — /ex.

3. On note p¥ la loi sous p de l'application E 5 z +— (p,z) € R, ¢ € E*. Montrer que

A2 () = sup{A%, ({9, 2)) : ell: = 1} = sup {% el =1}

2Cu(e, ¢
On pourra utiliser I'expression de la fonction de taux du théoreme de Cramer pour
une loi gaussienne centrée de variance 0. En déduire que pour [|z]| =1, A%(z) > 5.

4. Soit ¢ € E* tel que ||¢||g« = 1. Montrer que

1 1
1 J— . > > | J— . >
]%1_1}010 72 logu({x € E: ||z|| > R}) > ]%1_{1010 7 logu({x € E: (p,z) > R})
= — [N (1) AN (—1)].
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que a € (0,00] et que [, ePI#I° u(dx) < oo pour B € (0,a).

En déduire que a <

5. En déduire que a = ﬁ,



