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Exercice I.
Soit µ une probabilité sur R et on désigne par Λ et Λ? respectivement, les transformées

de log-Laplace et de Cramer associées à µ.

1. Soit α ∈ (0, 1), on suppose que
∫
R
|x|µ(dx) <∞ et on note m :=

∫
R
xµ(dx) Montrer

que ∫
R

eαΛ?(x)µ(dx) 6
2

1− α
.

On pourra montrer que si y > m et Λ?(y) <∞, alors
∫

[m,y]
eαΛ?(x)µ(dx) 6 1

1−α et que

si y 6 m et Λ?(y) <∞, alors
∫

[y,m]
eαΛ?(x)µ(dx) 6 1

1−α .

2. Supposons cette fois que Λ(λ) < ∞ pour tout λ ∈ R et notons encore une fois
m :=

∫
R
xµ(dx). Soit Pn la loi de l’application (x1, . . . , xn) 7→ (x1 + . . .+ xn)/n sous

µ⊗n. Montrer que, lorsque z > m, alors

lim
n→∞

1

n
log Pn

(
(z,∞)

)
= − inf

y>z
Λ?(y).

On pourra écrire que, pour tout δ > 0, [z + δ,∞) ⊂ (z,∞) ⊂ [z,∞).

Exercice II.
On désigne par (E,B(E)) un espace de Banach séparable muni de sa tribu borélienne

et soit {P (ε)}ε>0 une famille d’éléments de M1(E). On fait l’hypothèse que la famille
{P (ε)}ε>0 satisfait un principe de grandes déviations avec fonctionnelle de taux I.

1. Montrer que pour tout x ∈ E on a :

I(x) = sup{− lim sup
ε→0

ε logP (ε)(A) : A ouvert convexe 3 x}

= sup{− lim inf
ε→0

ε logP (ε)(A) : A ouvert convexe 3 x}.

2. On suppose de plus que sup
0<ε61

(∫
e

1
ε
〈ϕ, x〉 P ε(dx)

)ε
< ∞, ∀ϕ ∈ E? et que I est une

bonne fonctionnelle de taux. Montrer qu’il existe

Λ(ϕ) := lim
ε→0

ε log

∫
E

e〈
ϕ
ε
, x〉P ε(dx) ∈ (−∞,∞], ∀ϕ ∈ E?,

et qu’elle satisfait Λ(ϕ) = sup
x∈E
{〈ϕ, x〉 − I(x)}, ϕ ∈ E?.
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