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DM2 - identité de Wald

DM2-1. Soit {Yn : n > 1} une suite de v.a. i.i.d. qui ne sont pas p.s. constantes et on pose
X0 = 0, Xn =

∑n
i= Yi, n > 1, B0 = {∅,Ω}, Bn = σ(Y1, . . . , Yn) = σ(X0, . . . , Xn). Soit

φ(u) := lnE[exp(uY1)], u ∈ R.

1. Montrer que φ est convexe.
En déduire que l’ensemble {u : φ(u) < ∞} est un intervalle contenant 0.
Si on suppose que int{u : φ(u) < ∞} 6= ∅, montrer que φ est infiniment dérivable sur
cet intérieur. Calculer φ′(0) et φ′′(0).
Remarquons que sur {u : φ(u) < ∞}, φ est strictement convexe et φ′ est strictement
croissante.

2. Pour u ∈ {φ(u) < ∞} nous définissons

Mn(u) := exp{uXn − nφ(u)}.

Montrer que {(Mn(u),Bn) : n > 0} est une martingale positive avec E(Mn(u)) = 1.
3. Montrer que φ(u/2) = φ(u)/2.

Justifier que {Mn(u/2)} est une martingale convergente p.s. vers une v.a. Z.
Écrire Mn(u) = exp{uXn − 2nφ(u/2) + n[2φ(u/2)− φ(u)]} et utiliser la convergence p.s.
de {Mn(u/2)2} pour déduire que Mn(u) converge p.s. vers 0.
Cette martingale est-elle régulière ?

4. Soit u ∈ {φ(u) < ∞} et on suppose φ′(u) > 0.
On introduit, pour a > 0, T+

a := inf{n : Xn > a}. On veut montrer que ce t.a. est
régulier pour la martingale {(Mn(u),Bn) : n > 0}.
Par conséquent, tout t.a. T 6 T+

a est régulier et l’identité de Wald a lieu

1 = E[M0(u)] = E[MT (u)] = E
[
euXT · e−φ(u)T

]
(1)

(a) Montrer que la condition jjj) de la dernière proposition du cours est satisfaite. Il
reste à vérifier la condition jv) de la même proposition, limn→0E[Mn(u)1{T+

a >n}] =
0.

(b) On admet le résultat suivant concernant les marches aléatoires : soit {ξi : n > 1}
une suite de v.a. i.i.d. telles que E(ξi) > 0. Alors lim supn→∞

∑n
i=1 ξi = +∞ et

ainsi si S
(ξ)
a := inf{n :

∑n
i=1 ξi > a}, alors S

(ξ)
a < ∞ p.s. et P(S(ξ)

a > n) → 0.

(c) Notons la loi commune des Yi par Q et on définit les variables Y #
i i.i.d. de loi

Q#(B) =
∫

B
euy−φ(u)Q(dy), B ∈ B(R).

Vérifier qu’il s’agit bien d’une loi de probabilité. Que vaut E(Y #
1 ) ?

(d) Combiner les précédents points pour vérifier limn→0E[Mn(u)1{T+
a >n}] = 0.

5. Soient b < 0 < a et u ∈ {φ(u) < ∞}.
On introduit Ta,b := inf{n : Xn > a ou Xn 6 y}. Montrer que si φ′(u) > 0, alors Ta,b

est régulier pour la martingale {Mn(u)}.
Que pensez vous du cas φ′(u) 6 0 ?


