MASTER 2 RECHERCHE 2005-2006
MARTINGALES ET INTEGRATION STOCHASTIQUE
DM1 - MARTINGALES DISCRETES

DM1-1. Soit {(X,,B,) : n > 0} une martingale telle que E(X?2) < oo, ¥n. Montrer que,
pour n < m < 7, B[(X, — X,,)Xy] = 0 et E[(X, — X,,)? | B,] = E[X? | B,] — E[X2, | By).
Supposons qu'’il existe K telle que E(X2) < K, Vn. Montrer que la suite {X,,} converge dans
L2,

DM1-2. Soit {(X,,, B,) : n > 0} une martingale et supposons qu'il existe une suite K1, Ko, ...,
de réels telle que P(|X,, — X,,—1] < K,,) = 1, Vn. On veut démontrer I'inégalité suivante

1.2
) i
P(|X, — Xol > a) < 2exp (z;;l K) a0, 1)

1. Montrer que, si A > 0 et |s| <1, &M < 3(1—s)e ™ + (1 + s)et.

2
2. Soit D une v.a. centrée telle que |D| < 1 p.s. Montrer que E[e*P] < 1(e™* +¢e*) < er .

3. En utilisant I'inégalité précédente avec D,, = X,, — X,—1, n = 1, montrer que pour 6 > 0

quelconque :
E (g)(xn—xo) | BH) < I Xn1-X0) 307K
En déduire
1 n
E <€9(anX0)) < exp (292 ZK3>
i=1
et

1 n
P(X,, — Xo > a) <exp <—0a+ 292;.&2) .

4. En déduire I'inégalité (1).

DM1-3. Soit {(Xn,By) : n > 0} une martingale. On veut démontrer les inégalités suivantes

E(X;) E(|X,|)
P Xp>a) < =) ot P Xp| > a) < =220 2
((ax Xm > a) . et P(max |Xm| > a) — a>0 (2)

On note T, = inf{m : X,,, > a}. Appliquer le théoréme d’arrét & 7' A n et a la martingale
{X,,} et déduire les inégalités (2). Montrer que si {(X,,B,) : n > 0} est une sousmartingale,

E(X
P( max X,, >a) < (X)

,a>0
o<m<n a

et si {(Xyn,By) : n > 0} est une surmartingale positive,

E(X
P( max X,, > a) < (Xo)
os<m<n a

,a>0.



