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Martingales et intégration stochastique

DM1 - martingales discrètes

DM1-1. Soit {(Xn,Bn) : n > 0} une martingale telle que E(X2
n) < ∞, ∀n. Montrer que,

pour n 6 m 6 r, E[(Xr − Xm)Xn] = 0 et E[(Xr − Xm)2 | Bn] = E[X2
r | Bn] − E[X2

m | Bn].
Supposons qu’il existe K telle que E(X2

n) < K, ∀n. Montrer que la suite {Xn} converge dans
L2.

DM1-2. Soit {(Xn,Bn) : n > 0} une martingale et supposons qu’il existe une suite K1,K2, . . . ,
de réels telle que P(|Xn −Xn−1| 6 Kn) = 1, ∀n. On veut démontrer l’inégalité suivante

P(|Xn −X0| > a) 6 2 exp

(
−1

2a2∑n
i=1 K2

i

)
, a > 0. (1)

1. Montrer que, si λ > 0 et |s| 6 1, eλs 6 1
2(1− s)e−λ + 1

2(1 + s)eλ.

2. Soit D une v.a. centrée telle que |D| 6 1 p.s. Montrer que E[eλD] 6 1
2(e−λ + eλ) < e

λ2

2 .

3. En utilisant l’inégalité précédente avec Dn = Xn−Xn−1, n > 1, montrer que pour θ > 0
quelconque :

E

(
eθ(Xn−X0) | Bn−1

)
6 eθ(Xn−1−X0)e

1
2
θ2K2

n .

En déduire
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et

P(Xn −X0 > a) 6 exp
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−θa +

1
2
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i=1

K2
i

)
.

4. En déduire l’inégalité (1).

DM1-3. Soit {(Xn,Bn) : n > 0} une martingale. On veut démontrer les inégalités suivantes

P( max
06m6n

Xm > a) 6
E(X+

n )
a

et P( max
06m6n

|Xm| > a) 6
E(|Xn|)

a
, a > 0 (2)

On note Ta = inf{m : Xm > a}. Appliquer le théorème d’arrêt à T ∧ n et à la martingale
{Xn} et déduire les inégalités (2). Montrer que si {(Xn,Bn) : n > 0} est une sousmartingale,

P( max
06m6n

Xm > a) 6
E(X+

n )
a

, a > 0

et si {(Xn,Bn) : n > 0} est une surmartingale positive,

P( max
06m6n

Xm > a) 6
E(X0)

a
, a > 0.


