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Exercice 1 Modèle de Wright-Fisher

Soient k et N deux entiers tels que 0 < k < N . On dé�nit par récurrence une suite de variables
(XN

n )n≥0 de la façon suivante : XN
0 := k et pour pour tout n ≥ 0 et i ∈ {0, . . . , N}, la loi de XN

n+1

sachant que XN
n = i est la loi binomiale B(N, i/N).

1. Écrire un programme qui prend en entrée les entiers k,N, n et qui génère et trace une
trajectoire (XN

m )m=0...n.

2. Mettre en évidence la convergence presque sûre de la suite (XN
n )n≥0 vers une variables XN

∞
à valeurs dans {0, N}.

3. Estimer les probabilités de sortie P(XN
∞ = 0) et P(XN

∞ = N).

Exercice 2 Arbres de Galton-Watson géométriques

On rappelle que la loi géométrique de paramètre p ∈]0, 1/2] sur N est la loi P =
∑

i≥0 p q
iδi où

l'on a posé q := 1 − p. Soit (Xn,k)n≥1,k≥1 une famille de variables aléatoires indépendantes et
identiquement distribuées de loi P . On dé�nit par récurrence une suite (Zn)n≥0 telle que Z0 := 1
et pour n ≥ 0 :

Zn+1 :=

Zn∑
k=1

Xn+1,k.

La suite Zn représente le nombre d'individus à la génération n d'un arbre de Galton-Watson de
loi de reproduction P . On adopte ici la convention

∑
∅ = 0 de sorte que si Zn = 0 alors Zn+1 = 0.

On désigne par T := inf{n ≥ 0, Zn = 0} ∈ N ∪ {+∞} le temps d'extinction de l'arbre. On note
m := E[Z1] et σ2 = E[Z2

1 ]− E[Z1]
2 ∈ R+.

1. Écrire un programme qui prend en entrée un entier n ∈ N, le paramètre p, et qui génère et
trace une trajectoire (Zk)k=0...n.

2. À n �xé, utiliser la méthode de Monte Carlo pour véri�er numériquement que l'on a bien
E(Zn) = mn.

3. Lorsque la loi de reproduction est la loi géométrique de paramètre p, la probabilité d'extinc-
tion P(T < +∞) est égale à p/q. Retrouver numériquement ce résultat.

4. On suppose ici que m = 1. Par la méthode de Monte Carlo, mettre numériquement en
évidence les fait suivants :

(a) limn→+∞ nP(Zn > 0) = 2/σ2 ;

(b) L(Zn/n|Zn > 0) tend lorsque n tend vers l'in�ni vers la loi exponentielle E(2/σ2).
5. Lorsque m > 1, mettre en évidence la convergence de la suite Yn := Zn/m

n vers une variable
aléatoire Y∞. Véri�er numériquement que E[Y∞] = 1 et var(Y∞) = σ2/(m2 −m) .


