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Exercice I.

1. On note Ua,b la loi d’une variable aléeatoire uniforme sur l’intervalle [a, b]. Calculer la
fonction caractéristique associée à cette probabilité.

2. Calculer la densité f ainsi que la fonction caractéristique ϕ associées à la probabilité
convolution U−1,0 ?U0,1.

3. Étudier l’intégrabilité de la fonction ϕ.

4. En déduire que la fonction x 7→ (1 − |x|)1[−1,1](x) est une fonction caractéristique et

que la fonction x 7→ (1−cos x)
(πx2)

est une densité de probabilité.

Exercice II.

Soit {(Xn, Yn)}n>1 une suite de couples aléatoires gaussiens centrés tels que E(X2
n) =

E(Y 2
n ) = 1 et E(XnYn) = ρn.

1. Montrer que |ρn| 6 1.

2. On suppose que
∑

n>1(1− ρn) < ∞. Étudier la convergence presque sûre et en proba-
bilité de la suite {Xn − Yn}n>1.

Exercice III.

Soient X ∼ γ(2, 1) et Y ∼ E(1) deux variables aléatoires réelles indépendantes. Montrer
que la variable aléatoire Z = X

Y
est bien définie et calculer sa densité. Pour quels p ∈ R+∗,

a-t-on Z ∈ Lp ?

Exercice IV.

Montrer que, pour tout λ > 0 et tout n ∈ N, la fonction t 7→
∣∣ λ
λ−it

∣∣2n
est une fonction

caractéristique.
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