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Exercice 1.

Soient A, B deux événements dans un espace de probabilités (£2, A, P). Vérifier les égalités :
AAB = (AUB)\ (AN B) et [14 — 1p| = 1aap. En déduire que |P(A) — P(B)| < P(AAB).
Montrer que [P(ANC)—P(BNC)| < P(AAB), ou C est un troisitme événement.

Exercice II.

Soient X une variable aléatoire réelle ayant la fonction de répartition F', et deux réels r < R.
Tracer les fonctions de répartition des variables “tronquées” Y et Z données par

r si X <,
Y=¢{ X sir<X<R, et ZZX]1X|<R:{
R siX>R

X si|X|<R,
0 si|X|> R

Quel est le comportement de ces fonctions de répartition lorsque r — —oo, R — oo ? Justifier
toutes vos réponses.

Exercice III.
Soit W une variable aléatoire réelle intégrable et notons m := E(W). Pour a, ¢t € R on introduit

Ale) =IE(e) et A*E):= zgg (at — A(a)).

Supposons que E(eO‘W) < 400 pour tout a € R.
1. Montrer que A(0) = 0 et déduire que A*(¢) > 0, pour tout ¢t € R.

2. Vérifier que, am < A(«a), pour tout a € R. On pourra utiliser I'inégalité de Jensen.
En déduire que A*(m) = 0. Vérifier ensuite les égalités :

A*(t) =sup (at — A(a)), Ve =m et A*(t) =sup (ot — Al)), VE < m.

a0 a<0

3. Vérifier que A* est une fonction convexe, croissante sur [m, +00) et décroissante sur (—oo, m|.

4. Montrer que
PW=t)<e O vizm et PW<t)<e ™ vi<m.

On pourra remarquer, par exemple, que P(W > t) = P(eO‘W > e™), pour tout a > 0, puis
utiliser I'inégalité de Markov, ainsi que les résultats du point 2.



