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CONTROLE CONTINU # 2

le 20 mars 2018 ; durée 1h10; documents, calculatrices et téléphones interdits
1l sera tenu compte du soin apporté a la rédaction dans I’évaluation. Bon travail !

Exercice 1 Questions de cours (ou presque)
Les deux questions suivantes sont indépendantes.

1) Soient U C R? un ouvert, a € U, f : U — R™ une fonction, et (eq,...,eq) une base de R%
a) Donner la définition des dérivées partielles de f au point a.

b) Supposons que f est différentiable en a. Montrer que les dérivées partielles de f en a
existent et les exprimer & I’aide de df(a). Ecrire ensuite la différentielle df(a) en fonction
des dérivées partielles de f en a.

¢) Supposons encore que f est différentiable en a. Enoncer une condition nécessaire et
suffisante pour que a soit un point critique pour f.

Bonus : Donner la démonstration de cette derniére condition nécessaire et suffisante.
2) Soient f et fi, fa,..., fn,-... des fonctions réelles, toutes définies sur un intervalle I C R

non réduit & un point, telles que pour tout ¢ € I, |f,(t) — f(t)] < ay, o0 (o) une suite telle

que lim «, = 0. Montrer que la suite de fonctions (f,,) converge et préciser dans quel sens.
n—oo

Application : étudier la suite de fonctions f,(t) =t + %, teRyetn>1.
Bonus : Montrer que la suite de fonctions de 'application ci-dessus satisfait, pour tout
t € Ry, limy, oo f2(t) = t2, mais que (f2) ne converge pas uniformément.

Exercice 2 Dérivées partielles et différentiabilité
Les deux questions suivantes sont indépendantes.

1) Calculer les dérivées partielles de premier et second ordre de la fonction f(z,y) = e™(x+vy).
f est-elle différentiable et si oui que vaut sa différentielle ?

2) On munit £ := R,[X] de la norme ||P| = supy<;<; |P(t)|. Démontrer que l'application
¢p:E—R, P~ fol P(t)3 dt est différentiable sur E et exprimer sa différentielle.

Exercice 3 Dérivée composée et fonction homogéne
Soit f une fonction de classe C! de R? dans R. f est dite homogéne de degré p € IN* si elle vérifie

(x)  V(z,y) eR*VE>0, flta,ty) =" f(z,y).
a) Montrer que les dérivées partielles de %7 %ch sont elles aussi homogénes et préciser leur degré.
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Bonus : Montrer que si la relation de b) est satisfaite, alors f est homogene de degré p. On
pourra poser ¢(t) = f(tz,ty) et montrer que t Pp(t) est constante sur R.

b) En dérivant la relation (x), montrer que V(z,y) € R?, =



