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Exercice 1 Questions de cours (ou presque)

Soit (Xn)n≥0 une chaîne de Markov à espace d'états E dénombrable, de matrice de transition P .

1. Donner les deux dé�nitions de la fonction de Green G associée à la chaîne.

2. Soit ν une loi de probabilité initiale arbitraire. Montrer que
∑
n≥0

Pν(Xn = y) ≤ G(y, y),

pour tout état y ∈ E. En déduire que si y est transitoire, alors lim
n→∞

Pν(Xn = y) = 0,

pour toute loi initiale ν.

3. Donner une démonstration complète de l'égalité G(x, y) = δxy+
∑
z∈E

G(x, z)p(z, y), pour x, y ∈ E

(δxy est le symbole de Kronecker). Supposons E irréductible et transitoire. Pour chaque x ∈ E,
la mesure y 7→ G(x, y) est-elle excessive ? invariante ? Justi�er votre réponse.

Exercice 2 Science-�ction génétique

Pour comprendre le mécanisme des maladies comme le cancer on tente des manipulations génétiques

qui permettent de passer d'une base azotée à une autre : ces transitions sont modélisées par une chaîne

de Markov (Xn)n≥0 à espace d'états les bases azotées E = {A, T,C,G} avec la matrice de transition

P =


1 0 0 0

1/3 0 2/3 0
0 1/3 0 2/3
0 0 0 1

 (les lignes et les collones en ordre A, T,C,G).

1. Déterminer les classes d'irréductibilité et le caractère récurrent ou transitoire de chaque état.

2. Partant de C, quelle est la probabilité d'absorption en G?

3. Combien de temps, en moyenne, met-on jusqu'à ce que la chaîne soit absorbée en {A,G} ?

Exercice 3 En hiver le lac Manicouagan est entièrement gelé : l'ivrogne peut continuer sa promenade

Soit (Xn)n≥0 une chaîne de Markov sur N de probabilités de transition

p(0, 1) = 1, p(x, x+ 1) = 1− p(x, x− 1) = p, lorsque x ≥ 1, où 0 < p < 1.

1. Calculer P0(X4 = 2).

2. Cette chaîne est-elle irréductible ?

3. Justi�er que p(n)(0, 0) = 0 pour n impair et que p(n)(0, 0) > 0 pour n pair.

4. Montrer qu'une mesure invariante pour P est donnée par

µ(0) = 1 et µ(x) =
1

p

(p
q

)x
, lorsque x ≥ 1, où q = 1− p.

5. Déterminer les valeurs de p pour lesquelles la chaîne admet une probabilité invariante m.

Montrer que m est réversible pour P et qu'elle est la seule probabilité invariante.

6. On rappelle que τ0 = inf{n ≥ 1 : Xn = 0}. En supposant que la chaîne est récurrente positive,

trouver E0(τ0), le temps moyen de retour à l'état 0, en fonction de p. En déduire que si p ≥ 1
2 ,

alors la chaîne n'est pas récurrente positive.

7. Soit σy = inf{n ≥ 0 : Xn = y} et on note uN (x) := Px(σ0 < σN ), pour 0 ≤ x ≤ N , où N ≥ 2 est

un entier. Trouver une équation satisfaite par uN . On pourra utiliser un raisonnement à un pas

(conditionner par X1). Montrer que uN est donnée par

uN (0) = 1 et uN (x) = 1−
∑x−1

`=0 (q/p)
`∑N−1

`=0 (q/p)`
, lorsque 0 < x ≤ N.

8. Montrer que U(0, 0) = P0(τ0 < ∞) ≥ uN (1) pour tout N ≥ 2. Calculer lim sup
N→∞

uN (1) et en

déduire que si p ≤ 1
2 , alors la chaîne est récurrente.


