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Exercice 1.

Soient {x,}n>1 et {yn}n>1 deux suites de Cauchy dans un espace vectoriel normé quel-
conque E. On note a,, = ||z, — y»||, » = 1. Montrer que la suite {a,},>1 est convergente.

Exercice 11.

Pour n > 1 on pose x, := (27",27",...,27",0,0,...). Utiliser la suite {x,},>1 pour

-
premieéres 2™ places
montrer que ’espace vectoriel ¢; est de dimension infinie.

Exercice III.

Soit P4 I'ensemble des polynomes d’une seule variable complexe de degré au plus 4.
Définissons ||p|| := Z?:O Ip(j)|, p € Ps. Montrer que | - || est une norme et que Py muni de
cette norme est un espace de Banach mais n’est pas un espace de Hilbert.

Exercice IV.

Soit x : [0,1] — R continue et on introduit la fonction t tfota:(s)ds =: (Tx)(t).
Montrer que (T'z) : [0,1] — R est une fonction continue et que 7" : C([0, 1]) — C(]0, 1]) est
un opérateur linéaire continu sur I'espace C([0, 1]) muni de la norme ||z[| = sup;e(oqy [2(2)]-
Calculer la norme de lopérateur T'. Vérifier qu'il existe l'inverse 7! : R(T') — C([0, 1]) mais
que ce n’est pas un opérateur borné. On pourra considérer y,, p > 0 arbitraire, ou y, := Tz,
avec z,(t) =7, t € [0, 1].



