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Il sera tenu compte du soin apporté à la rédaction dans l'évaluation. Bon travail !

Exercice 1 Questions de cours (ou presque)

Soit E un espace vectoriel muni d'une norme ‖ · ‖. Les questions suivantes sont indépendantes.
1) Donner la dé�nition d'une partie convexe de E. Montrer que toute boule fermée de E est

convexe.

2) Montrer que si C est une partie convexe de E alors son adhérence C est convexe. On pourra
énoncer et utiliser la caractérisation avec des suites d'un point adhérent à C.

3) Soit ` : E → E une application linéaire. Montrer que ` est continue si et seulement elle est
continue en 0E .

Bonus : Montrer que ` est continue si et seulement ∃M > 0, ∀x ∈ E, ‖`(x)‖ ≤M‖x‖.

Exercice 2 Limites et continuité

Les deux questions suivantes sont indépendantes.

1) Étudier l'existence de la limite de la fonction f(x, y) = xy = ey lnx au point (0, 0).

Même question pour g(x, y) = x3+y3

x2+y2
. On pourra introduire r := ‖(x, y)‖2 =

√
x2 + y2.

2) On munit R[X], l'espace vectoriel des polynômes à coe�cients réels, de la norme suivante
‖P‖ = max

k≥0
|ak|, où (ak)k≥0 sont les coe�cients du polynôme P ∈ R[X]. Pour c ≥ 0 on

considère, l'application φc : R[X]→ R, donnée par φc(P ) = P (c). Véri�er que l'application
φc est linéaire. Montrer que, lorsque 0 ≤ c < 1, l'application φc est continue.

Bonus : φc est-elle continue lorsque c = 1 ou c > 1 ?

Exercice 3 Une norme sur R2

Pour tout u = (x, y) ∈ R2 on pose N(u) := sup
t∈R

|x+ ty|√
1 + t2

.

a) Montrer que N : R2 → R est une norme.

b) Montrer que, ∀u ∈ R2, N(u) ≤ N2(u), où N2(u) :=
√
〈u, u〉 =

√
x2 + y2 est la norme

euclidienne sur R2.

Bonus : Étudier les variations de la fonction t 7→ |x+ty|2
1+t2

et déduire que, ∀u ∈ R2, N(u) ≥ N2(u).
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