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Exercice 1 Questions de cours (ou presque)
Dans cet exercice E désigne un e.v.n. et G un sous-espace vectoriel fermé de E.

i) Soit E = ¢! muni de sa norme usuelle et G = {(&,) € ¢! : £ —3& = 0}. On considére g : G — R

par g((&,)) = & et on introduit f : E — R par f((&,)) = 3(& +&2) /4, V(&n)nen € £F. Vérifier
que f est une extension de Hahn-Banach de g et discuter I'unicité.

ii) On rappelle qu’on note d(z, G) la distance de z € E & G.
(a) Montrer que si x ¢ G, 3f € E' telle que f|G =0, f(z) =1et | f|| =1/d(z,G).
Pour les questions b)-d) suivants on suppose que E est séparable et soit (zy,),>1 C E une suite
dense de E.
b) Déduire que Vn > 1, 3f, € E' telle que (fn)jc =0, [full < 1 et fu(zn) = d(zy, G).
c¢) Montrer que d(z,G) = sup,>; |fn(7)], Vo € E et ensuite déduire que G = Ny>1Ker(fy).

d) Enfin montrer qu’il existe une suite (f,)nen dans la boule unité fermée Bpr telle que
x|l = SUp;,>1 | frn(x)| pour tout x € E et Ny,>1Ker(f,) = {0}.

iii) Soit A un sous-ensemble de 'e.v.n. E. Montrer que A est borné (il existe r > 0 telle que
|al| < r pour tout a € A) ssi il est faiblement borné (pour toute f € E’, il existe ry > 0 telle
que |f(a)| <7y, pour tout a € A. On pourra faire intervenir la projection canonique Jg.

Exercice 2 Projections dans un espace de Banach
Soit E un espace de Banach et F,G deux sous-espaces vectoriels fermés tels que £ = F @& G. On
définit les opérateurs Pr et Pg en posant Pr: E — FE, f+g— fet Po: E— E, f+g—g.

i) Montrer que P, Pg sont linéaires bornés et P2 = Pp, P(Q; = Pg et que PrPg = PgPr = 0.
ii) On ne suppose plus que la somme des sous-espaces fermés F' @ G soit 'espace tout entier.
(a) Montrer que F @G est fermé ssi il existe C' > 0 telle que || f|| < C||f+ygl|, Vf € F, Vg € G.
(b) En déduire que F' & G est fermé ssi ¢ = inf{||f — gl : f € F,g € G,||f]l = |lg] =1} > 0.

Exercice 3 Normes sur LP

On considére 1 < p < oo et |- || une norme sur LP(R) qui vérifie la propriété suivante : si || f, — f|| = 0
alors il existe une sous-suite telle que f, () % f. On suppose de plus que (LP(R), || - ||) est un
n—oo

espace de Banach. Montrer que I'application id : (LP(R), ] - ||) = (LP(R),]| - ||,) donnée par id f = f
est continue et ensuite déduire que || - || et la norme usuelle | - ||, sur LP(R) sont équivalentes.



